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Ueber Riemann’sche Flichen mit gegebenen Verzweigungs- 
punkten. 


Von 


A. Hurwitz in Kinigsberg i. Pr. 


Die grundlegende Bedeutung des vorliegenden Themas fiir die 
Riemann’sche Theorie der algebraischen Functionen brauche ich wohl 
kaum hervorzuheben. Geht doch diese Theorie von der graphisch 
iiber der complexen Zahlenebene construirten Riemann’schen Fliche 
aus, um erst sodann die Functionen, welche durch diese Fliche be- 
stimmt sind, zu untersuchen. 

Auch ist die hier behandelte Aufgabe in den an Riemann an- 
kniipfenden Arbeiten vielfach theils gestreift, theils — freilich in sehr 
speciellen Fiillen — eingehend untersucht worden. Vor allen habe 
ich hier die Arbeiten von J. Thomae zu nennen, insbesondere die 
im 75%e> Bande von Crelle’s Journal verdéffentlichte Abhandlung: 
»,Beitrag zur Theorie der Abel’schen Functionen“, in welcher aus- 
fiihrlich erértert wird, dass dieselbe Riemann’sche Fliche durch Ab- 
iinderung der Verzweigungsschnitte in die verschiedensten Gestalten 
gebracht werden kann und dass bei einem Umlauf eines der Ver- 
zweigungspunkte die Fliche méglicher Weise in eine wesentlich ver- 
schiedene Fliiche iibergeht. Den speciellen Fall der dreiblittrigen 
Flichen behandelt die Dissertation von H. Kasten (Gottingen 1876). 
Hier wird die Anzahl der wesentlich verschiedenen dreibliattrigen 
Flichen mit » gegebenen Verzweigungspunkten auf + (3"-? — 1) be- 
stimmt, wobei der Verfasser diese Zahl indessen seltsamer Weise nur 
fiir eine obere Grenze der zu bestimmenden Anzahl hilt. 


Sodann habe ich die Arbeiten von F. Klein itiber die Transfor- 
mation der elliptischen Functionen*), die sich hieran anschliessenden 


Abhandlungen von W. Dyck tiber die Aufstellung und Untersuchung 





*) Vgl. insbesondere: ,,Ueber die Transformation elfter Ordnung der ellip- 
tischen Functionen“, Mathem. Annalen, Bd, 15, pag. 538 ff, 
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von Gruppe und Irrationalitit reguliirer Riemann’scher Flichen*) zu 
erwihnen, sowie die Schrift von F. Klein: ,,Ueber Riemann’s Theorie 
der algebraischen Functionen und ihrer Integrale“ (Leipzig 1882), in 
welcher auf pag. 64 die Aufgabe, alle Riemann’schen Flichen mit 
gegebenen Verzweigungsstellen zu bestimmen, beriihrt wird. 

Weiter mir bekannt gewordene Arbeiten, welche das vorliegende 
Thema beriihren oder in mehr oder minder nahem Zusammenhange 
mit demselben stehen, sind die folgenden: 


J. Liiroth: ,,Note tiber Verzweigungsscbnitte und Querschnitte 
in einer Riemann’schen Flaiche“. Mathem. Annalen Bd. 4. 

A. Clebsch: ,,Zur Theorie der Riemann’schen Flichen“. ib. Bd. 6. 

A. Kneser: ,,Zur Theorie der algebraischen Functionen“. ib. 
Bd. 29,**) 


D. Hilbert: ,,Ueber binaire Formen mit vorgeschriebener Discri- 
minante“. ib. Bd. 31. 


L. Schlesinger: ,,Zur Theorie der Fuchs’schen Functionen“. 
Crelle’s Journal, Bd. 105. ***) 


Wenn nun so auch die Aufgabe: 


Die Gesammtheit der n blittrigen Riemann’schen Fliichen 
zu untersuchen, welche an w gegebenen Stellen in vorge- 
schriebener Weise verzweigt sind, 


vielfach gestreift wurde, so scheint dieselbe bislang doch noch nicht 
in ihrer Allgemeinheit behandelt zu sein. Dem entsprechend diirften 
die meisten Resultate, zu welchen ich gelangt bin, neu sein. Indem 
ich mich zu der Darlegung dieser Resultate wende, muss ich indessen 
zuvor die Nachsicht des Lesers erbitten. Denn obgleich ich mich seit 
lingerer Zeit sehr eingehend mit dem Gegenstande beschiiftigt habe, 
ist es mir doch nicht gelungen, die Fragen, welche sich darboten, in 
jedem Falle zu dem wiinschenswerthen Abschluss zu bringen. Die 
Fragen, auf welche ich besonders mein Augenmerk gerichtet habe, 
sind die folgenden: 


TI) Welches ist die Anzahl N der n-bliittrigen Riemann’schen 
Flachen, welche an w gegebenen Stellen verzweigt sind? 

Il) Welches ist die Gruppe der algebraischen Gleichung WN‘ Grades, 
von welcher die Bestimmung jener Flichen abhingt? 


*) Inaugural- Dissertation, Miinchen 1879 und Mathem. Annalen, Bd. 17 
pag. 473 ff. 

**) Vgl. den Excurs auf pag. 180. 

***) Vgl. pag. 185 und pag. 194. Die hier aufgestellten Behauptungen sind 
indessen unrichtig, soweit ihnen die Annahme zu Grunde liegt, dass die vom Ver- 
fasser betrachteten Riemann’schen Fliichen durch die Verzweigungspunkte ein- 
deutig bestimmt seien, 
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III) Wie viele Wurzeln dieser Gleichung sind reell, wie viele paar- 
weise conjugirt imaginir, wenn man annimmt, dass die w ge- 
gebenen Verzweigungswerthe theils reell, theils paarweise con- 
jugirt imaginir sind? 

1V) Welches sind in den niedrigsten Fallen die algebraischen Func- 
tionen, welche die N Riemann’schen Flichen definiren? 


Die niheren Bestimmungen fiir diese zum Theil an sich nicht 
vollig bestimmten Fragen werde ich im Folgenden an den geeigneten 
Stellen hinzufiigen. Diesen Fragen entsprechen der Reihe nach die 
ersten vier Abschnitte der Abhandlung. In dem fiinften Abschnitte 
bespreche ich in aller Kiirze eine naheliegende Verallgemeinerung des 
vorliegenden Problemes, 


I. Abschnitt. 


Anzahlbestimmungen. 


§ 1. 
Einfihrung der Riemann’schen Flache. 


Fiir meine Untersuchungen war es wesentlich, die Riemann’sche 
Fiche als ein rein topologisch erklirtes Gebilde, also ganz unabhiingig 
von den auf ihr verlaufenden Functionen, aufzufassen. Dieser Auf- 
fassung entsprechend sind also die Lésungen des Problemes, die Rie- 
mann’schen Flichen zu bestimmen, welche gegebene Verzweigungs- 
werthe besitzen, topologische Gebilde und keine Zahlenwerthe. Sie 
gehen erst in solche iiber, wenn an Stelle der Flaichen solche Zahlen- 
werthe als Unbekannte eingefiihrt werden, welche die einzelne Fliiche 
vollstiindig charakterisiren. Die Erklirung der n-blattrigen Riemann’- 
schen Fliche, welche an den Punkten a,, @, ..., @» der complexen 
Zahlenebene E verzweigt ist, stelle ich nun so: 


Man ziehe in der Ebene EZ von irgend einem Punkte O aus nach 
den Punkten a,, a), ..., @» die Linien 


a ee 


welche weder sich selber noch einander (ausser im Punkte OQ) treffen. 
Liings dieser Linien schlitze man die Ebene FE auf, wodurch die 
Ebene E in die Ebene E* iibergehen méige. Die Ebene E* wird von 
den 2w Ufern der ausgefiihrten Schnitte begrenzt. Die Aufeinander- 
folge der Linien 1,,1,,..., % sei derart gewihlt, dass man bei einem 
negativen Umlauf um den Punkt O die Ufer in der Reihenfolge 

1* 
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Man lege nun » Exemplare der Ebene E* auf einander und be- 
zeichne dieselben in irgend einer Reihenfolge als 1°, 2',.. ., mie 
Blatt. Die Riemann’sche Fliche entsteht jetzt, indem man die n Blitter 


lings der Schnitte J,, 1,,..., 1. in folgender Weise mit einander 
verbindet. Jeder der Linien 


er 
ordne man je eine mit » Elementen gebildete Substitution 
a ess o & 
ie ( SS =. 


yy Bay soy Oy 


zu. Ist nun z. B. 


so verbinde man lings des Schnittes 1, die positiven Ufer der Blitter 
1,2,...,” beziiglich mit den negativen Ufern der Bliitter a, ,a@,,..., @n, 
so dass man bei einem positiven Umlauf um den Punkt a, allgemein 
aus dem Blatte ¢ in das Blatt a; gelangt. 

Die Substitutionen S,, 8,, ..., 8., welche man zur Herstellung 
der Fliche wihlt, sollen nur folgenden beiden Bedingungen geniigen: 

I) Vermége der Substitutionen soll ein Uebergang 
von jedem Element zu jedem andern médglich sein. 

Il) Die Zusammensetzung aller Substitutionen soll die 
Identitit ergeben, es soll also 

: S,8,...8_.—=1 
sein, 

Die erste Bedingung, welche auch dahin ausgesprochen werden 
kann, dass die aus S,, S,,..., S,. erzeugte Gruppe transitiv sein 
soll, hat zur Folge, dass die construirte Fliiche in sich zusammen- 
hiingt. Zufolge der zweiten Bedingung wird bei einem Umlauf um 
den Punkt O keine Vertauschung der Blatter eintreten. 

Wie man sieht, ist nach der hier gegebenen Erkliirung eine Rie- 
mann’sche Flache vollstiindig bestimmt, wenn wir angeben: 

1) Die ,,Verzweigungspunkte“ a,, a,, -- +, Qw- 

2) Den Punkt O und die von ihm ausgehenden Linien 1,, ,, ..., 

3) Die Numerirung der n Blitter E*. 


4) Die den Linien 1J,, 1,, ..., lo zugeordneten Substitutionen 
oe ak. 

*) Bei Ausfiihrung eines Schnittes wird das zur Linken liegende Ufer des 
Schnittes als das positive bezeichnet, Ferner heisst ein im Sinne des Uhrzeigers 
erfolgender Umlauf um einen Punkt ein ,,negativer‘‘ Umlauf. 
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Riemann’sche Flichen mit gegebenen Verzweigungspunkten. 


§ 2. 
Vergleich Riemann’scher Flaichen. Zuordnung der Flichen zu 
Substitutionssystemen. 


Wir betrachten jetzt zwei Riemann’sche Fliichen F und F’, von 
welchen wir nur voraussetzen wollen, dass sie in den Bestimmungs- 
stiicken 1) tibereinstimmen, dass sie also dieselben Verzweigungs- 
punkte besitzen. Wir nehmen in der Ebene E einen von diesen 
Verzweigungspunkten verschiedenen Punkt A an und betrachten die 
in A beginnenden und endigenden Wege W, welche durch keinen 
der Verzweigungspunkte hindurchlaufen. 

Wenn sich nun die Blitter der beiden Flichen F und F’ so 
numeriren lassen, dass auf jedem Wege W die Blitter der einen Fliche 
genau dieselbe Vertauschung erfahren, wie die litter der anderen 
Fliiche, so sollen die beiden Fliichen als nicht verschieden angeschen 
werden. Im andern Falle gelten die beiden Flichen als verschieden. 

Man zeigt leicht, dass zwei Flichen, welche sich nach dieser Fest- 
setzung als nicht verschieden erweisen, sich auch dann als nicht ver- 
schieden herausstellen, wenn man an Stelle des Punktes A irgend 
einen andern Punkt B setzt. Ferner erhellt aus unserer Festsetzung, 
dass man schon alle verschiedenen Flichen mit den Verzweigungs- 
punkten @,, @,..., @» erhalten wird, wenn man von den Bestimmungs- 
stiicken 1), 2), 3), 4) nur die letzten, also die Substitutionen 8,, 8,, ..., S, 
auf alle méglichen Weisen wihlt, die itibrigen Bestimmungsstiicke aber 
ein fiir alle Mal fest lisst, 

Somit werden wir jede Riemann’sche Fliiche mit den Verzweigungs- 
punkten @,, d),.-.)@» erhalten, wenn wir alle Systeme von w Sub- 
stitutionen 

B,, &, ...» % 
aufstellen, welche den Bedingungen I) und 11) geniigen. 
Zwei verschiedenen derartigen Systemen 


S,,; So, eS } Bess 
, , , 
BL, Bay ora & 


wird nun offenbar dann und nur dann dieselbe Riemann’sche Fliche 
entsprechen, wenn die Systeme in einander transformirbar sind; d. h., 
wenn es eine Substitution 7’ giebt, so dass 


8,=—T78/T-—, S,=—TS8,T-',..., 8,=—T8, T- 
ist. Denn nur in diesem Falle kann man durch eine geeignete 


Numerirung der Blitter erreichen, dass auf jedem durch O gelegten 
geschlossenen Wege die Blitter der beiden Flichen die gleiche Ver- 


und 
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tauschung erfahren. Wir fassen diese Erérterungen in folgenden Satz 
zusammen : 


Hat man die Linien 1,, l,, ..., lw festgelegt, welche von irgend 
einem Punkte O aus nach den Punkten a,, a,,..-) dw fiihren, so sind 
die Riemann’schen Fliichen mit den Verzweigungspunkten ay, dy, .. +, dw 
eindeutig zugeordnet den Systemen von w Substitutionen 

. B, Gy ve Re 
welche den Bedingungen I) und II) von § 1 geniigen, wobei indessen 
zwei Systeme die in einander transformirbar sind, als nicht verschieden 
gelten. 


In der Folge werde ich die einzelne Flache F’ durch das zugehérige 
System von Substitutionen bezeichnen, also 
F = (S,, S,, ..., Sx) 
setzen. Wenn es jedoch darauf ankommen sollte, die Linien 1,, 1,,..., lw 
in die Bezeichnung aufzunehmen, so werde ich 
ky Be gg & 
F—(s ) 
SS ae 
schreiben. Nach dem Vorhergehenden ist die Fliche 
(S,', Sy, ++) Su) 
dann und nur dann dieselbe, wie die Fliche 
(S,, 8,, oe Sw), 
wenn es eine den Gleichungen 
8 =—T8,T-', 8, =—T8,T, ... 8,=T8,T 
geniigende Substitution 7’ giebt. 
Wir betrachten irgend eine »-blittrige Fiche 
(S;, Sy). . +) Sw) 
mit den Verzweigungspunkten a,, a, ..., Go. Offenbar ergiebt die 
Substitution S; sofort die ,,Art der Verzweigung in dem Punkte a,, 
d. h. die Substitution lisst ohne Weiteres erkennen, zu wie viel Cyklen 
sich die Blatter in a; gruppiren und wie viele Blitter der einzelne 
Cyklus verbindet. Z. B. wird der Punkt a, stets und nur dann ein 
einfacher Verzweigungspunkt sein, wenn die Substitution S; eine Trans- 
position ist. Stellen wir uns also die Aufgabe, alle Flichen herzu- 
stellen, welche in den Punkten a,, a,, ..., @ in vorgeschriebener 
Weise verzweigt sind, so miissen wir alle den Bedingungen I) und I1) 
gentigenden Systeme von w Substitutionen 
B,, By, «-—& 
aufsuchen, wobei fiir jede einzelne Substitution noch die Zahl der 
Cyklen und die Zah] der in den einzelnen Cyklen enthaltenen Elemente 


teh i 2 
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vorgeschrieben ist. Sollen wir z. B, alle Flichen bestimmen, welche 
an w Punkten einfach verzweigt sind, so haben wir alle Systeme von 
w Transpositionen 


7? oe * 
aufzustellen, welche den Bedingungen I) und II) von § 1 geniigen. 
Auf diesen Fall, wo die gegebenen Verzweiguugspunkte siimmtlich 
einfach sein sollen, wollen wir zunichst unsere Aufmerksamkeit richten, 
und zwar soll es sich dabei um die Bestimmung der Anzahl dieser 
Flichen handeln. Nach dem Vorausgeschickten kénnen wir sagen: 
»Die Anzahl der »-bliittrigen Riemann’schen Flichen mit w ge- 
gebenen einfachen Verzweigungspunkten stimmt tiberein mit der Anzahl 
der Lésungen der Gleichung 


(1) tt,...t ol 
durch w Transpositionen ¢,,¢,, ..., t, welche mit » Elementen ge- 
bildet sind und einen Uebergang von jedem Elemente zu jedem andern 
gestatten.“ 

Dabei sind zwei Lésungen der Gleichung (1), welche in einander 
transformirbar sind, als nicht verschieden zu erachten. 


§ 3. 
Anzahl der Darstellungen einer Substitution durch ein Product von 
w Transpositionen. 

Die Zahl der Lésungen der Gleichung (1) in ihrer Abhingigkeit 
vou ” uid w zu bestimmen, ist eine Aufgabe von grosser Compli- 
cation und es ist mir erst nach vielen vergeblichen Versuchen ge- 
lungen, ein einigermassen befriedigendes Resultat zu erhalten. Zu- 
niichst beschiiftige ich mich mit der folgenden Aufgabe, welche vielleicht 
schon an sich ein Interesse darbietet: 

Man soll angeben, auf wie viele Weisen bei n Elementen eine ge- 
gebene Substitution S als ein Product von w Transpositionen dargestellt 
werden kann. 

Die gesuchte Anzahl mége mit 


[S}w 


bezeichnet werden. Allgemeiner wollen wir, falls 2 ein System von 
irgend welchen Substitutionen S,, S,, ..., S_ bezeichnet, unter 


[2] 
nichts Anderes als die Summe 
[SJ  LSy}w ++ + + (Si}o 


verstehen. Hiernach bedeutet [2],, die Anzahl der verschiedenen 





~ A. Hurgwirz. 


Transpositionssysteme ¢,, ¢,, ..., to, welche der Bedingung geniigen, 
dass das Product 


tit, . > by 
in dem Systeme 2 vorkommt. Wir bemerken sogleich, dass diese 
Anzahl folgende Eigenschaften besitzt: 
Erstens ist: 
(1) [2)o = (TF ZT Jw, 
wenn 7 eine beliebig gewihlte Substitution und T-'2XT dasjenige 
System von Substitutionen bezeichnet, welchbes aus 2 durch Transfor- 
mation jeder einzelnen Substitution mit 7’ entsteht. 
Zweitens ist, wenn 
a, ty + 4% 
die in irgend einer Reihenfolge genommenen 9 = se » Trans- 
positionen bedeuten, 
(2) [2]o = [St Jo—1 + [2 ty Ju-1 +++ + [2 te}w—1, 
unter Xr; dasjenige System von Substitutionen verstanden, welches 
aus 2 durch Multiplication jeder einzelnen Substitution mit rt; her- 
vorgeht. Wir betrachten jetzt ein besonderes System 2, welches auf 
folgende Weise gebildet wird. Wir zerlegen die Zahl x in eine Summe 
von r positiven Zahlen: 
ny +wy++---+%, 
die wir der Grésse nach ordnen, so dass also 
yW2w2>YW:-- > >0 
ist. Dieser Zerlegung entsprechend theilen wir die » Elemente, mit 
welchen wir die Substitutionen bilden, irgendwie in r Gruppen: 
yy May +9 O53 = By, Bay ~~ +» Buz «3 Ay, Acy eo oy Av, 


von denen die erste v,, die zweite v,,... die letzte v, Elemente 
enthilt. 


Wir bezeichnen ferner mit 


Py =P (a, @, - + &,) 
das System aller v,! Substitutionen, welche mit den Elementen 


Bisa Byy . - oy GM, 

gebildet werden kénnen. Dabei soll dieses System aus der einen 
identischen Substitution bestehen, wenn v, = 1 ist. Die entsprechende 
Bedeutung besitze jedes der Zeichen 


r, =T(B,, B., sey By, poe r.=T(A,, A, a) A,,.): 


Endlich bezeichne S irgend eine der n! Substitutionen, welche 
mit allen » Elementen gebildet werden kéunen. 
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Das System 2, welches wir betrachten, sei nun das System der 
v,! v,!... vy! Substitutionen 
(ST,0, ... Fe)3 
zur Abkiirzung wollen wir sagen, das System (SI,f,...T,) und die 
Zahl [ST,T,...0Jo ,gehdre’ zu der Zerlegung (¥,, v, ..., vr) der 
Zahl n. 
Es ist nun nach (2): 


(3) [ST,F,. ‘9 Pej = (STP... Pet oa +++ + (ST,F,... T-telw—1- 


Die rechte Seite dieser Gleichung liisst sich zweckmiissig um- 
formen. 

Nehmen wir nimlich zunichst eine Transposition t, welche mit 
zwei Elementen a, oder mit zwei Elementen 6,..., oder mit zwei 
Elementen 4 gebildet ist, so wird offenbar das System 


(STP, ... 0,2) 
genau dieselben Substitutionen enthalten, wie das System 
(ST,T,... 0). 
Diese Transpositionen t liefern also auf der rechten Seite von (3) 
den Beitrag 


(G)+@) +--+ @) orton 


wo in tiblicher Weise (3), oo OF *(— $8) »++. geschrieben ist. 

Nehmen wir weiter diejenigen Glieder der rechten Seite von (3), 
welche den Transpositionen 

t= (a,B,),  t” = (a8), ..., 7%) = (a, B,) 
entsprechen, so geben diese zusammen den Beitrag 
(STC (a@,, ee | ay,» B,) Tr, eee [, w—1 [ST,P, see CrJe—1, 
da die Substitutionen 
Fe’, Tye, 0 Fem 


zusammen das System [(a,,..., ,, 6,) vermindert um das System 
T, = (a@,,..., @,) ausmachen. Die Transpositionen vom Typus (a) 
liefern hiernach auf der rechten Seite von (3) den Beitrag: 


>! [STF (a... Oy, Bi) Ts... Cy Jona — vg [S0, 0... . Fryo—t- 
1 


Ebenso formen wir den Beitrag um, welchen die Transpositionen 
vom Typus 


(ay), .. +, (aA); (By), ..., (BA), .. 


bez. liefern und erhalten auf diese Weise: 








Vz, Vo—1, yy 0005 V¥r3 Vy L, Yq, Ve—AD,eeey ej eeg MARL, Yq, Vyyeery 


Vyy Vol, Vg—1, 00g Vr5 0005 Vyy — Vo-HL, Vg. Vy—1; 
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(4) [SI,0,...0Ju=f- (S00... Ft 


+ DMS Fe, BIE yF Jot HLT 5 (yi 
1 1 


+ SUSE PBF Fede b > STB ANE Fr} 


ron 


+ DS HSTG AIT Prades 
1 


wobei der Factor f den Werth 


(5) r= (3) + (3) 4+: + (F)—@ 4243 4-+7%)40 


besitzt. Die Bedeutung der iibrigen auf der rechten Seite von (4) 
benutzten Zeichen bedarf wohl keiner niheren Erlaiuterung. 

Von der Zahl f wollen wir sagen, sie ,,gehére“ zu der Zerlegung 
(Y,, Y2,-+ +) Mr) der Zahl n. 

Die einzelnen auf der rechten Seite von (4) unter den Summen- 
zeichen auftretenden Systeme lassen sich nun, wie folgt, zerlegen. 
Betrachten wir z. B. das System 


(STF (@, B,)f,...0), 


so kénnen wir dasselbe aus folgenden Systemen zusammensetzen : 


(ST (Boy «+ Br) F (es By) Fy ++»), 
(S(B, B.).F (By--Br,)F (@tyB,) Fy...) «(8 (By By.) «TF (By---Bp) F (@, By) Fg) , 


von denen jedes einzelne zu der Zerlegung (v,+1, v,—1, v5, ..., v7) 
von » gehdrt. 

Indem wir in entsprechender Weise alle auf der rechten Seite 
von (4) unter den Summenzeichen auftretenden Systeme zerlegen, er- 
kennen wir, dass wir auf der rechten Seite von (4) eine Summe von 
Zahlen erhalten, welche bez. zu folgenden Zerlegungen von » gehdren: 


Vi» Voy Vg) 0-9%ral,v,—l. 


a eC ee 


v,—1; 
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Diese Zerlegungen mégen zu der Zerlegung (v,, 7)... v,) be- 
nachbart heissen. Man zeigt nun ohne Schwierigkeit, dass die Zahl f, 
= welche zu der Zerlegung (v,, v,,..., ¥-) gehdrt, kleiner ist als die 
entsprechende Zahl gebildet fiir irgend eine benachbarte Zerlegung. 
Wenn wir also mit 
fh, ? hy <2 


die Zahlen bezeichnen, welche zu den benachbarten Zerlegungen von 
(v;, Y_,+-+) Yr) gehdren; ferner mit 


” ” 


tent 


»e eee? +4 
diejenigen Zahlen, welche zu den benachbarten der benachbarten ge- 
héren, u. s. f., so wird f kleiner sein als jede dieser Zahlen /,’, /,', ..., 


Jot N's fy vee 


Hieraus gelingt es nun zu schliessen, dass 
: [ST 0... Pele = ef? + ey (f° + (fe +e $e (A 
Ps + oy"(fy")” + 
ist, WO C, Cy’, Cy, .+ +) C,', Cy’, --. Vou w unabhiingige rationale Zahlen 
bedeuten. Wir nehmen an, dies sei schon fiir alle zu (v,, %, ..., Yr) 
benachbarte Zerlegungen bewiesen. Dann ist nach Gleichung (4): 


[SU,0,... Ceo =f. (SEP, .. . Fejent +> dia(f™)"-, 
i,k 


wo die Coefficienten d;,, von w unabhiingige rationale Zahlen bedeuten, 
Setzen wir in dieser Gleichung nach und nach 


wo=2l1,2,3,....0 
und combiniren alle so erhaltenen Gleichungen, so finden wir 
[s rT; r, eee TJ = f° . (ST, r, eee Teo 


+ Ps dij, x (f-— + fe fl) eee Hp (f)e-) ’ 
i,k 


Die Summe auf der rechten Seite liisst sich, da f von jeder der 
Zahlen f\ verschieden ist, “f die Gestalt setzen: 


> jaar (PY 


i,k 


iy 
j 
3 





und wir erhalten daher 


[STP .. . Flo = cf? + ey (fy) + oe (fy? + 


— 
~ 
aio Pits ee 


—1; WO ¢,¢,',¢,,-.. von w unabhiingige rationale Zahlen bezeichnen, 
, Zur Vollendung des Beweises ist noch zu zeigen, dass wir bei fort- 
gesetzter Bildung der benachbarten Zerlegungen schliesslich auf eine 
Zerlegung kommen, fiir welche der zu beweisende Satz gilt. 
° Pa Nun wird bei dem Uebergang von (v,,,,..., v,) zu einer be- 


nachbarten Zerlegung eine der yr Zahlen »,, »,,... % um eine 
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Kinheit vergréssert. Folglich muss man schliesslich stets zu der Zer- 
legung, bei welcher r — 1 und 


v, =n 


ist, gelangen , welch’ letztere Zerlegung keine benachbarte mehr besitzt. 
Fiir diese Zerlegung ist 


f= qu (5) —_ sn— 1) 


und das entsprechende System (ST,) besteht aus allen %! Substitutionen. 
Da nun jede der f” Combinationen 


a 3 
von w Transpositionen zum Systeme (ST,) gehdrt, so ist in diesem 
Falle . 
(ST Ju =—[{*, 


womit der Beweis vollendet ist. 

Wir wenden jetzt das erhaltene Resultat auf die Zerlegung 

malti+---+1 (r—n, vy =v, =—---=—v, =—1) 
au. Hier besteht das System [SI,f,...f,] aus der einen Sub- 
stitution S; und die Anzahl [ST,f,...1,],, bedeutet also die Zahl der 
Darstellungen von S als Product von w Transpositionen. 

Somit finden wir den folgenden Satz, welcher die oben gestellte 
Aufgabe bis zu einem gewissen Punkte erledigt: 

Die Anzahl der Darstellungen ejner mit n Elementen gebildeten 
Substitution S als Product von w Traaspositionen ist gleich 


Ch? + eh” +: > bah”, 
wo die Zahlen ¢,,€y, ~~. Cey firfe, .- 5 fe von w nicht abhiingen. 
Die Coefficienten c,,c,, ..., Cc, sind rationale von der Substitution S 
und der Zahl n abhiingende Zahlen. Dagegen sind f,, fr, .. ., fe ganze 
Zahlen, welche ausschliesslich von n abhiingen und folgendermassen ge- 
bildet werden. Man zerlegt n auf alle méglichen Weisen in positive 
ganzzahlige Summanden 
N= +wy+--++, 


wobei v4, > v, >v,++->v, > 0 vorausgesetat wird und setat 


v,(%, os 1) 





f- “ile — 9) + aia— SE Ss. Atle J 


2 

— (¥% + 2v, + 3v, +--+ + rv) +n. 
Die auf diese Weise entstehenden Zahlen f sind gerade die oben mit 
i> fey «+ +» fe beseichneten Zahlen. 


Die Abhingigkeit der Coefficienten c,,c,.,...,¢, vou m und der 
Substitution S naher zu charakterisiren, ist mir nicht gelungen, obgleich 











tos 


Jo 
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meine dahin zielenden Bemiihungen die Existenz eines einfachen 
Bildungsgesetzes fiir jene Coefficienten haben vermuthen lassen. 
Man zeigt leicht, dass von den Zahlen f,, /,,...,/% je zwei ein- 


ander entgegengesetzt gleich sind (nachdem man diejenigen, welche 
Null sind, ausgesondert hat). 


Dieser Umstand lisst sich auch aus dem bekannten Satze er- 
schliessen, dass eine gegebene Substitution S entweder nur durch eine 


gerade oder nur durch eine ungerade Anzahl von Transpositionen dar- 
stellbar ist. 


§ 4. 
Anzahl der »-blaittrigen Riemann’schen Flichen mit w gegebenen 
einfachen Verzweigungspunkten. 


Wir bezeichnen mit 


f(w|n) 
die Anzahl der Liésungen der Gleichung 
(1) 7 oe 


durch w mit n Elementen gebildete Transpositionen ¢,, ¢,,..., ty 
Diese Anzahl stellt sich nach dem vorigen Paragraphen dar in 

der Form: 

(2) /(w|m) = ¢, (m) . [/(m)|" + ¢2(m) - [fr(m))” +--+ + x(n) - [i ()]", 


oder kiirzer: 


(2’ f(w\n) = >" o(n) . [f)]", 
wobei wir die nur von » abhiingenden Zahlen 

Cy Cqy- + Oks iy forse he 
grésserer Deutlichkeit halber mit 

C,(m), Co(M), ~~. Ce(M), fF, (%), fo(m),-- » fal) 
bezeichnet haben, Es mége nun ferner 
p (w|m) 

die Anzahl der Transpositionssysteme ¢,, ¢,,...,¢» bedeuten, welche 
der Gleichung (1) geniigen und zugleich einen Uebergang von jedem 


der » Elemente zu jedem anderen gestatten. Nach dem Schluss von 
§ 2 ist dann 


Na 2 lm) 
n! 


die Anzahl der »-blittrigen Riemann’schen Fliichen mit w gegebenen 
einfachen Verzweigungspunkten, wenn wir den trivialen Fall » = 2, 
in welchem 


i e .- . 


n! 
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ist, ausschliessen, Denn sobald > 2 ist, vertheilen sich die p(w|n) 
Transpositionssysteme ¢,,¢,, ..., t. in Gruppen von je m! in einander 
transformirbare Systeme und die »! Systeme einer Gruppe liefern alle 
ein und dieselbe Riemann’sche Fliche. 


Wir wollen nun die Zahl m(w|n) durch die uns schon bekannte 
Zahl f(w|n) ausdriicken. 


Zu diesem Zwecke zerlegen wir die Zahl f(w|n) in Summanden, 
indem wir die f(w|n) Systeme ¢,¢,...¢,. in Classen eintheilen. Wir 
sondern nimlich die » Elemente auf irgend eine Weise in Gruppen 

G == 1). + +) On» G, = b,, ~~ + Dn,, 
G,=— Cha + + 09 Cngy ee G, =m 1, . «+5 be, 
von bez. m), %, %,...+, %, Elementen, wobei also 
M+ +n, +--+ =n 
ist, und ordnen den Gruppen G,, G,,..., G, bez. irgend r positive 
ganze Zahlen w,, w,,...,W, zu, welche der Bedingung 
10, +, +O, eo 


geniigen. Die Zahlen n,,m,,...,m, sollen simmtlich grdésser als 1, 
die Zahl nm, >0 sein. In eine Classe rechnen wir jetzt alle diejenigen 
der f(w|n) Systeme (¢,t, ... t.), welche die Elemente a,,.. ., dn, 
tiberhaupt nicht enthalten, wihrend w, der Transpositionen ¢,, . . ., tw 
die Elemente },, . . ., ba, in Verbindung setzen, w, der Transpositionen 


die Elemente ¢,, ..., Ca, u. 8. W. w, der Transpositionen die Elemente 
a 

Die Anzahl der in einer Classe enthaltenen Systeme von Trans- 
positionen (¢,, ¢,,...,¢») betriigt, wie man leicht erkennt: 


! 
me p(w, |) - P(w,|M) . . . P(Wr| Mr). 


Indem man jetzt iiber alle Classen summirt, erhilt man: 





(3) f(w|n) — zz r! No! “= ea - wy! a . w,,! p(w, |”,) P (W, |My) shia Pp (W,| Mr), 


wobei die Summation iiber alle Lésungen der Gleichungen 
Mm +m +m +--+ +m =H, 
w, + w, +.---+-+w, = WW, 
‘oe m,>1, ®>1,...5 %>1; a: 
w,>0, #,>0,...,%> 0. 


(4) 


zu erstrecken ist. 





ee 








(5) « 








r | M,)s 





x» 
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Die Functionalgleichung (3) liisst sich nun umkehren. Und zwar 
findet man: 


! ! ‘ 
(B) (10h) == P(A) He 9 a rawctoccaagt | 4) Fh) oof (ort 


wobei die Summation ebenfalls iiber die Lésungen der Gleichungen (4) 
za erstrecken ist. Wir setzen nun fiir f(w,|n,), ..., f(w,|m,) ihre 
Ausdriicke nach Gleichung (2’) und summiren sodann nach ,,#,,..., Wry 
wobei 7, %, ,,..., , fest bleiben. Bei der Ausfiihrung dieser Sum- 
mation ist zu beachten, dass w,, w,,...,w, der Bedingung w, > 0, 


Ww, >0,...,W, >O0 und w, + w, + --- + wv, = w unterworfen sind, 
und man hat die leicht zu erhartende Identitat 


w! 10, ta w i 
> we... a Ye Or > (s — a)" 
é 


+ D> s—a— my — +. 


zu beachten, wo s = 2%, + 4%, -+-+-++-+ 2, gesetzt ist und die 
Summationsbuchstaben i, k,... die Werthe 1,2,...,7 durchlaufen 
miissen. 


Die Gleichung (5) nimmt nun die Gestalt an: 
(5) p(w) mn) = >? Cay sme LPC) + f(t) + +)", 


wo die Coefficienten C,,,....., von w unabhiingige rationale Zahlen be- 
zeichnen, und die Summationsbuchstaben ,, m,..., % den Be- 
dingungen 


Mt Mm > -+acn, am >1, m>1,...4%>1 


' unterworfen sind, Die absolut gréssten unter den verschiedenen Zahlen 


f(m,) haben die Werthe — mea!) und + AG — , Wie dies 


aus dem vorigen Paragraphen hervorgeht. Hieraus folgert man, dass 
die absolut gréssten Werthe von 


f(m) + f(%) + +++ + F(%), 


welche unter dem Summenzeichen (5’) auftreten fiir r—=1, n, =n 


entstehen und die Werthe — se—) und + ae—) besitzen. 
Daher stellt sich die Anzahl g(w|m) dar in der Form: 
(6) (w|n) = >! C,.8", 
n(m—1) 


2 
wo die Coefficienten C, von n, nicht aber von w abhiingen. 
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Die Zahl g(w|n) muss verschwinden, sobald w eine ungerade 
Zahl ist, da die Anzahl der Verzweigungspunkte nothwendig gerade 
ist. Also ist C_,—C,. Indem wir dieses beriicksichtigen, kénnen 
wir folgenden Satz aussprechen: 

Die Anzahl N der n-bliittrigen Riemann’schen Fliichen, welche 
w gegebene einfache Verzweigungspunkte besitzen, ldsst sich darstellen 
in der Form: 

N=c,-1°+c-2+¢,-3"4--++6,, ): (#e—5), 


2 
wo die Coefficienten ¢,, Cy, Cy, + + +) Cais) usschliesslich von n ab- 
hiingende rationale Zahlen bedeuten. 7” 
Von diesen Coefficienten ¢,, ¢,, ¢s,...¢,,,_,, kénnen nur diejenigen 


2 
von Null verschiedene Werthe haben, deren Indices in der Gestalt 


darstelibar sind. f(m) Ff (t2) + + + + + Fm) 


§ 5. 
Die Faille » — 3,4, 5,6 als Beispiele. 

Fir die Fille n = 3, 4,5, 6 habe ich die Bestimmung der Coeffi- 
cienten ¢,, ¢,,... ausgefiihrt, und ich will hier die erhaltenen Resultate 
zusammenstellen. Ich schicke die Werthe der Zahlen /() und /(w|n) 
fiir dieselben Fiille in tabellarischer Uebersicht vorauf. 











n:| Die Zahlen f(n): 

23, 1, : 
3) 3, 0, —3, 

416, 2. G£=—8, «4, ras 








a + & & Oh he 
Wenn die Zahl f(w|mn) angiebt, wie hiiufig bei » Elementen die 


Identitit als ein Product von w Transpositionen dargestellt werden 
kann , so ist 








fiir n=| f(w|n) = 
2\|1 " _ 
3 | — . &, 
a I 
a ae 
‘ita P+ ze 











1 ae - 
5 | =’ 10” + =" Fe + = * 2, 
: - 


5 9 25 
. 15” 4 * 2 Qw oe = © Hw +- = “ 3%, 
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Die Anzahl N der n-blattrigen Riemann’schen Flachen, welche 
an w gegebenen Stellen einfach verzweigt sind, betrigt: 


fiirn = N= 











| je 1 w 1 Dw 1 - wo 
4 | ogg * 8° — Gg BP — gg Og ey rf -4) Br 3), 














‘et > ! «4. Leer es 
5 | a00 * 10 me 8 460 °° af’ +a °3 
1 5 
+e -% 
; 1 ‘. Be cama wo a ey ee ee w 
6 2. (360)? * 15 7200 * 10" + 2. (72) 9 2. (24) a 
7 * ee 
+ ara * 8 — Gen * 5” + a6 * 4” 
. a. ee Oe 
— gee 8° — ae 2" + aie 


In diesen Tabellen bedeutet w irgend eine positive gerade Zahl. 


§ 6. 
Bestimmung der Anzahl /(k,, k,,.. ., ky). 


Das Geschlecht p einer n-bliittrigen Riemann’schen Fliche, deren 
Verzweigungen mit W einfachen Verzweigungspunkten iiquivalent sind, 
ist bekanntlich aus der Gleichung 

2p+2n—2—W 

zu bestimmen. Sind die w Verzweigungspunkte simmtlich einfach, 
so ist W—w. Da nun das Geschlecht nicht negativ werden kann, 
so muss die Anzahl N fiir w=—2,4,6,..., 2m —4 verschwinden; 
fiir w= 2n—2 wird N die Anzahl der n-bliittrigen Riemann’schen 
Flichen vom Geschlecht Null mit gegebenen einfachen Verzweigungs- 
punkten darstellen. Die letztere Anzahl soll nun auf anderem Wege 
direct bestimmt werden. Zu dem Zwecke behandeln wir zunichst 
folgende Aufgabe: 

»Gegeben ist die auf x Elemente beztigliche Substitution S, welche, 
in Cyklen zerlegt, 

S = (Gy, Gay ++ + Mi,) (Dy, Dg, «+ oy Day) «++ Uy slay. + or leg) = OO, ... Ce 
lauten mdge. Gesucht wird die Anzahl 
f(k,, ky, ey ke) 


Mathematische Annalen, XXXIX, 2 
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A. Horwirz. 


der Systeme von » + 9 — 2 Transpositionen ¢,, t,,.. ., trrg—2, welche 
der Bedingung 

(1) St,t, ... tapg-2 = 1 

geniigen und dabei in Verbindung mit der Substitution S einen Ueber- 
gang von jedem der » Elemente zu jedem andern gestatten.“ 


Wir wollen mit 
Gon Gig e's vy My 


die sed Transpositionen bezeichen und das System 


t,t,... tn+-e—2 
der Transposition t; zuordnen, wenn ¢, = 1; ist. Einer bestimmten 
Transposition 1; sind dann so viele Systeme zugeordnet als die Gleichung 
(2) (St) tat, ..+ tnte—2 = 1 
Lésungen besitzt, welche der Bedingung geniigen, dass vermidge 
S, Tiy ty, eee tnto—2 

ein Uebergang von jedem Elemente zu jedem andern méglich ist. 

Bezeichnet ~(r;) die Anzahl dieser Lésungen, so ist offenbar 


(3) F(R) hay «+ +y he) = O(t,) + O(%) + +--+ ¥(H)+--- 
Es sei nun zuerst t; eine Transposition, welche Elemente aus ver- 
schiedenen Cyklen von S verbindet, z. B. sei t;—= (a,b,). Dann ist 


(St;) = (a, . . » Oy, by ++ B,)... (] +++ hy), 
und die Gleichung (2) hat daher /(k, + h,, ky, ..., ke) Lésungen. 
Man iibersieht hiernach sofort, dass die Transpositionen, welche Elemente 


verschiedener Cyklen von S verbinden, auf der rechten Seite der 
Gleichung (3) den Beitrag 


Ig f (ley + Thgy Hogy - «oy he) + Begg f (hy te Big Heng «+ 2 he) Eos 
— DT haf (hy + Wigs Heys + + «> he) 


liefern, wobei die Summation auf alle Combinationen der Zahlen 
k,, k,,...+, ke zu je zweien zu erstrecken ist. 

Sei nun zweitens t; eine Transposition, welche Elemente desselben 
Cyclus von S verbindet, sei z. B. +; = (a,@,4:). Dann ist 


(St;) = (G,,..-,@r) (ay',--+, Gs) (0, yee Dig)ooe (Ly y++2ylag) = C,'C,"C,... Co, 
wo grésserer Deutlichkeit halber a,’,..., a, fiir ap41,..., Qe, ge- 
schrieben ist. 

Wie gross ist jetzt die Anzahl y(z,;) der Lésungen von (2), unter 
der Bedingung, dass die Substitutionen 
Ss, (A, Gr+41) = Ty, tos ce ey ty+e—2 
einen Uebergang von jedem Elemente zu jedem andern gestatten? 





cts ea A 











alee 


eee 


art tetas 


eat aes pe Dit oe 
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Zuniichst bemerken wir, dass ein solcher Uebergang vermége des 
Systems 
(4) (St), b,-.- 5) beie—e 
jedenfalls nicht mehr méglich sein darf. Denn sonst kénnten wir 
diesem Systeme entsprechend eine zusammenhiingende 1 -blittrige 
Fliche mit 
(ry —~1I)+6—-1)+G —1)+:+-+G—I+n+e—3—2n—4 
einfachen Verzweigungen, also vom Geschlecht — 1 herstellen. 

Da aber vermége des Systems (4) sicher von jedem der Elemente 

Diy er Dr ee ey line eer lag 

entweder nach einem der Elemente a oder nach einem der Elemente a’ 
ein Uebergang mdglich sein muss, so zerlegen sich die Elemente in 
nur zwei Gruppen unter einander zusammenhiingender. In der einen 


Gruppe finden sich die Elemente a, ...a,, in der andern die Elemente 
Gh «ss as. 


Es werden also vermége des Systems (4) etwa einerseits die 
Elemente der Cyklen 


C;’; Cu, Ca,» oa Ca, 
unter sich und andererseits die Elemente der Cyklen 
Cy", Cos Cory ++ Cp,- 


unter sich zusammenhiingen. Dem entsprechend zerlegt sich die Glei- 
chung (2) in zwei Gleichungen 


c G...Gc0&... uh wi, 
(C,” Op,. » » Op,)ty"ty”, » » .y te” =, 


wo t,', ty, ...«) te bez t,”,¢,",...,¢” diejenigen unter den Substitu- 


(5) 


tionen ¢,, ty, .. +) trte-1 bedeuten, welche Elemente aus den Cyklen 

C,', Ca, y+++1 Cag bez. C,”, Cp,,..+, Gz, verbinden. Man zeigt leicht, dass 
 eieasdis: aa 1, 

6 

(6) t=—sthyt+-+-+hp, tu—1 


sein muss, da jede andere Annahme auf zusammenhiingende Flichen 
mit negativem Geschlecht fiihrt. Die Gleichungen (5) haben einzeln 
bez. f(r, ree,» Toca, y + + +y Keay) und f(s, kip, , hip, .- oy kp,.) Lésungen, und 
es giebt also 
F (Ps Hayy «+ +) Bay) + F (8s Mp,» - +> hep,) 
Systeme ¢,’,..., ts, ¢,”,..+, te’, welche den Gleichungen (5) geniigen. 
Aus jedem solchen Systeme kénnen nun genau 
(n+e—3)! 


o! tr! 
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Lésungen der Gleichung (2) gebildet werden. Wir kénnen niimlich 
irgend 6 Transpositionen 


tyr tyres ertyay (a <a” <-+- al) 
mit 
a. are 

identificiren , worauf die iibrigen Transpositionen ¢ in der Reihenfolge, 
wie sie in der Complexion ¢,, ¢,,...,¢n49-2 vorkommen, mit ¢,”,t,”,..., te” 
zu identificiren sind. 

Hiernach ist die Anzahl w(r;,), fiir t; = (a,a,41), dargestellt durch 
die Summe 


(7) , (he, |ky,..., ke) — >) eters) ry, Tea, y+ +» a) -f (8; Kips y++ +2 Bay)» 


o! tr! 
wobei sich die Summation auf alle Zerlegungen von 
ky, Igy.» 0y he 

in zwei Gruppen k,,,..., ka, und ky, ..., kg, bezieht. Die Zahl s 
ist gleich k, — 7, die Zahlen 6 und rt haben die Werthe (6). Zu 
beachten ist, dass man zu den Gruppenzerlegungen auch diejenigen zu 
rechnen hat, bei welchen in der einen Gruppe keine der Zahlen 
k,,..-, ke, in der anderen Gruppe alle diese Zahlen aufgenommen sind. 

Ferner ist dem an sich sinnlosen Zeichen f(1) der Werth 1 bei- 


zulegen. Denselben Werth (7) besitzt die Anzahl y(r,) offenbar auch 
fiir jede der Annahmen 


T = (Gq, Arta), T= (Ag, Grts), +++, 
so dass die Transpositionen, welche zwei Elemente a verbinden, auf 
der rechten Seite der Gleichung (3) den Beitrag 


1 
2 k,[%, (i, |kg,..-,he) + ®, (hk, |ky,. “? ke) + ert + 9,1 (k, | kiny..+y Ke)] 
liefern. Der Factor > compensirt hier den Umstand, dass jede Trans- 
position (a;a;) zwei Mal gerechnet ist, niimlich einerseits als Trans- 
position (a,a,;) und andererseits als Transposition (a;q;). 

Einen entsprechenden Beitrag liefern nun die Transpositionen, 
welche zwei Elemente b, oder zwei Elemente c etc. verbinden, so dass 
die Gleichung (3) die folgende Gestalt erhiilt: 


(8) f (hy , hay « . «> hee) Mh fy thay hg». « he) 


k—1 
1 \ 
+> tk, DF O,(h, | Ia, - - +s Ie). 
1 
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Von dieser Formel (8) ausgehend, bin ich durch eine sehr miih- 
same Induction zu der Vermuthung gefiihrt, dass allgemein 
Zar pert pet! 
(9) F(R i, hay. +» he) = (H+ @ — 2)! eS. “—r- “er of 


ko! 

(ky +h, ++-++-+ hyp =n) 
sei, Um diese Vermuthung als zutreffend zu erweisen, geniigt es, zu 
zeigen, dass die Gleichung (8) durch den vorstehenden Werth von 
f (ky, ky, «++, he) identisch befriedigt wird. Denn diese Gleichung ge- 
stattet die successive Berechnung der Werthe von /(k,, k,,..., ke), 
ausgehend von dem Werthe f(1)=1, welcher mit dem Ansatz (9) 
in Einklang steht. 

Den Nachweis, dass die Gleichung (8) durch die Substitution (9) 
in eine Identitét tibergeht, will ich hier nicht ausfihrlich erbringen. 
Urspriinglich hatte ich mich dabei einiger Identitiiten bedient, welche 
ich in der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik*) mitgetheilt habe. 
Spiiter erkannte ich jedoch, dass man durch einige andere Iden- 
titiiten rascher zum Ziele kommt. Dieselben mégen hier, da sie sehr 
einfacher Natur sind, eine Stelle finden. 

Bezeichnen u, v, 2, %2) ..., Z unbeschrankt verinderliche Gréssen, 
so ist 


PXC + Ha, + La, + +++ + Laz)" (Uv + Hp, + tp, + +++ + Xp, 
=(ut+o+a,+-:- + ae) (4 +4) 


und 
> (ut a, + Ha, + +++ + La)*(v + Hp, + Mp, ++ + up)" 
= (Wf Of aoe fae e, 


wobei sich die Summation auf alle Zerlegungen von 2,, %,..., %@ in 
zwei Gruppen 2q,,%a,,+++) a, Und Xp,, Hp,,-.., Xp, bezieht. 


§ 7. 
Anzahlen fiir Riemann’sche Flichen vom Geschlecht Null. 


Es ist nunmehr leicht, die Anzahl der n-blittrigen Riemann’schen 
Flaichen vom Geschlecht Null zu bestimmen, welche folgenden Be- 
dingungen gentigen: 

1) Die Verzweigungspunkte sollen simmtlich gegeben sein. 

*) Bd. 35, pag. 56 ,,Ueber einige Verallgemeinerungen der Leibniz’schen 

Differentiationsformel und des polynomischen Satzes. ‘‘ 
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2) An allen diesen Punkten bis auf einen, soll die Verzweigung 
eine einfache sein. 


3) An dem letzten Punkte sollen sich die » Blatter zu 
m, Cyklen von jen, , m,Cyklen von je n,,...,m, Cyklen von jen, 
Blaittern gruppiren. 
Die in Rede stehenden Flichen sind einzeln zugeordnet den ver- 
schiedenen Lésungen der Gleichung 
(1) St,t,... bete-2 = 1, 
wo S eine Substitution mit m, Cyklen von je n,,.. ,m,Cyklen von je n, 
Elementen bedeutet und ¢,, t,,..-, f.49~2 Transpositionen bezeichnen. 
Die Zahl g ist gleich der Gesammtzahl der Cyklen von S, also 


(2) e=m+m+:--+m,. 
Es giebt nun bekanutlich 
! 
(3) Rea — i stn 
m,n - myst nl? mote 
2s 2° "2 lie 


Substitutionen S von dem angegebenen Charakter, und es wird also 
die Anzahl der Lésungen von (1) gleich 
M . f(y) Bes » «+1 he), 

wo von den Zahlen k,, k,,..., kg m, gleich n,, m, gleich n,,..., m, 
gleich , sind. 

Da wir nun in einander transformirbare Lésungen von (1) nicht 
als verschieden anzusehen haben, so bekommen wir (falls » > 2) fir 
die gesuchte Anzahl von Riemann’schen Flichen den Werth 

Mf (Ks, hey. « «5 By) 


n! 
ny, mm Ny\ My 
tee —3 1 my 1 n, 
= ore m — 2 ! nm rmt tm (" ‘) of > 2 ( 
(n--m, + +m, ) my! \ny! m,! \n,! ; 
Insbesondere erhalten wir, falls wir y—1, m, =n, n, = 1 wiiblen 
? | 1 ? 


das Resultat:*) 

Die Anzahl der n-blittrigen Riemann’schen Flichen vom Geschlecht 
Null, welche (2n—2) gegebene einfache Verzweigungspunkte besitzen, betrdgt 
(2m — 2)! n—4 
(n—1)! 

Nur im Falle n = 2 ist diese Anzahl noch mit 2 zu multipliciren. 





*) Die hier bestimmte Anzahl giebt offenbar auch die Zahl der Biischel von 
biniiren Formen n'*t Ordnung an, welche eine gegebene Discriminante besitzen. 
Es ist interessant, mit dieser Zahl die von den Herren F. Meyer, Schubert und 
Stephanos berechnete Anzahl der Biischel von biniiren Formen mn" Ordnung mit 


gegebener Functionaldeterminante zu vergleichen. Die letztere Anzahl ist gleich 
—2)! 4 
ae Man vergleiche auch eine Arbeit von Hilbert, d. Ann., Bd. 33, p, 227, 
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I. Abschnitt. 


Monodromie-Gruppen. 


§ 1. 
Die Monodromie-Gruppen A und B. 


Wir wollen uns vorstellen, dass sich die Punkte a,, a.,..., dw 
in der complexen Zahienebene E simultan in Bewegung setzen und 
schliesslich in die neuen Lagen a,’, a,',..., @ tibergehen. Dabei soll 
jedoch das Punktsystem (a,, a,, -.., @») in jedem Stadium der Be- 
wegung aus w gelrennt liegenden Punkten bestehen. Betrachten wir 
nun eine »-bliittrige Riemann’sche Fliche F, welche an den Punkten 
ly, Ag, +++, Gy Verzweigt ist, so wird dieselbe sich stetig mit dem 
Punktsystem (a,, @),..-,@ ) andern und in eine bestimmte Fliiche F” 
iibergegangen sein, wenn das Punktsystem die Endlage (a,’, a,,. . ., du) 
erreicht hat. * 

Falls nun diese Endlage mit der Anfangslage iibereinstimmt, falls 
also die Punkte a,’, a),...,a@. in irgend einer Reihenfolge mit den 
Punkten a,, a, ..., @» zusammenfallen, wollen wir die betrachtete 
Bewegung als eine ,,geschlossene Bahn“ bezeichnen. Bilden dann 
F’,, F,,... die Gesammtheit der n-bliittrigen Riemann’schen Flichen 
mit den Verzweigungspunkten a,, a), ..-, @», so werden die Fliichen 
F’, Fy, ..., in welche dieselben tibergehen, in irgend einer Reihen- 
folge mit F,, F,,... identisch sein. Es folgt also: 

ydeder geschlossenen Bahn des Punktsystems (a,, a, .. +, Gw) ent- 
spricht eine bestimmte Substitution 


m OR pin , ) 
tie) | Ae 
der Riemann’schen F lichen.“ 


Die Substitutionen ©, welche allen méglichen geschlossenen Bahnen 
entsprechen, bilden eine Gruppe, die wir als 


Monodromiegruppe A. 


bezeichnen. Diese Gruppe besitzt eine Reihe von Untergruppen, welche 
sich ohne Weiteres darbieten. Jeder geschlossenen Bahn gehoért niim- 


lich eine Substitution 
“eee 
Dd = ( 3 : ; ) 
a, , A) ees Aw 


der w Punkte a,, @,..., @» zu. Betrachten wir nun alle Bahnen, 








i 
H 
H 
i, 
i 
i 
i 
| 
t 





24 A. Horwitz. 


deren zugehorige Substitutionen A einer bestimmten Vertauschungsgruppe 
G der Elemente a,, a,, . . ., @ angehéren , so werden die diesen Bahnen 
entsprechenden Substitutionen © offenbar eine Gruppe bilden, welche 
in der Gruppe A enthalten ist. Besteht die Vertauschungsgruppe G 
aus der einen identischen Substitution, so heisst das, wir betrachten 
nur diejenigen geschlossenen Bahnen, bei welchen die Endlage 
(a,, @,-..,; Go) auch in Bezug auf die Reihenfolge mit der Anfangs- 
lage tibereinstimmt, so dass jeder Punkt a; fiir sich einen geschlossenen 
Weg beschreibt. Diese Bahnen wollen wir ,,vollsidindig geschlossen “ 
nennen. Die den vollstindig geschlossenen Bahnen entsprechende Ver- 
tauschungsgruppe der Riemann’schen Flichen F,, F,, ... heisse die 


Monodromiegruppe B. 


Man erkennt ohne Schwierigkeit, dass diese Gruppe B eine aus- 
gezeichnete (invariante) Untergruppe der Monodromiegruppe A ist. 


§ 2. 
Erlauterung. 

Die nachstehenden Betrachtungen sind zwar fiir die weiteren Ent- 
wicklungen nicht erforderlich, doch wird es gut sein, dieselben hier 
einzufiigen , da sie geeignet sind, die Auffassung zu erleichtern. 

Alle méglichen Lagen des Punktsystems (a,, a,, ..., @w) bilden 
ein 2w-fach ausgedehntes unbegrenztes Continuum R,,,. Die complexen 
Zahlen a, @),..- +, @» modgen als die Coordinaten der ,,Stelle“ 
(@;, @,-+., @») dieses Continuums bezeichnet werden. 

Im Allgemeinen kénnen wir nun aus jeder Stelle durch Permu- 
tation der Coordinaten w! — 1 neue Stellen ableiten. Jedoch ist 
dieses nicht mehr der Fall, insofern weniger als w! — 1 Stellen 
erhalten werden, sobald sich unter den Coordinaten der urspriinglichen 
Stelle gleiche finden, d. h. sobald fiir diese Stelle mindestens ein Punkt 


a; mit einem Punkte a, zusammenfallt. Diese besonderen Stellen, 
welche durch die Gleichung 


> (u—u)=0 (i, k= 1,2,...,) 


i>k 


charakterisirt sind, bilden ein (2#—2)-fach ausgedehntes Continuum 
Vow—2, Welches in Riicksicht auf die Bedeutung, welche es bei unseren 
Betrachtungen besitzt, als ,, Verzweigungsgebilde“ bezeichnet werden 
soll, Das Verzweigungsgebilde theilt das Continuum RF», nicht in Stiicke, 
da es eine um zwei Kinheiten geringere Dimension besitzt als dieses. 
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Uebrigens zerfallt das Verzweiguugsgebilde in die set) einzelnen 
Gebilde: 
a, — a, = 0, a, — a, = 0,..., dw — Gy-1 = 0. 

Eine ,,geschlossene Bahn“ bedeutet nun offenbar nichts Anderes, als 
einen in dem Continuum R,,, verlaufenden Weg, welcher unter Ver- 
meidung des Gebildes V2,2 von einer Stelle (a,, a), ..., dw) aus- 
gehend entweder zu dieser zuriickkehrt, oder in einer der w! — 1 ab- 
geleiteten Stellen endigt. Im ersteren Falle haben wir es mit einer 
,Vollstiindig’* geschlossenen Bahn zu thun, 

Es bezeichne jetzt N die Anzahl der n-blittrigen Riemann’schen 
Flachen, welche an w gegebenen Stellen verzweigt sind, und man 
denke sich N ineinanderliegende Exemplare des Continuums R;,,,. 
Von den N Fitichen werden nur dann zwei oder mehrere zusammen- 
fallen, wenn man die Stelle (a,, a,,..-, @w) auf das Verzweigungs- 
gebilde Vo, riicken liisst. Diesem Umstande entsprechend werden 
die N Exemplare R,,, lings gewisser durch V2 -2 gelegten Uebergangs- 
riume verbunden, und es entsteht auf diese Weise ein 2w-fach aus- 
gedehnter iiber dem Continuum R,,, ausgebreiteter Riemann’scher Raum, 
auf dessen Stellen die Gesammtheit der n-blittrigen Flichen mit w 
Verzweigungspunkten eindeutig umkehrbar bezogen ist. Die Mono- 
dromiegruppe dieses Riemann’schen Raumes ist offenbar nichts Anderes, 
als die Monodromiegruppe B. 

Auch die Monodromiegruppe A lisst sich in entsprechender Weise 
deuten. Man hat dabei nur an Stelle des Continuums R»,, ein anderes 
Continuum R;,. zu setzen, dessen einzelne Stelle die elementaren sym- 
metrischen Functionen der Zahlen a,, a), ..., @» zu Coordinaten 
besitzt. 

Aus den nachfolgenden Entwicklungen wird hervorgehen, dass, 
allgemein zu reden, der oben erwihnte Riemann’sche Raum nicht aus 


einem Stiicke besteht, sondern in mehrere verschiedene Riemann’sche 
Riume zerfillt. 


g 3. 


Aenderung der Riemann’schen Flaichen auf einer von den Verzweigungs- 
punkten beschriebenen Bahn. 


Wir wollen nunmehr niher untersuchen, in welcher Weise eine 
Riemann’sche Flache 


(1) F Geseeeee 

B,, By,» +» Be 
sich iindert, wenn das Punktsystem (a,, @),..-, @) sich stetig in 
eine neue Lage (a,’, a), ..+, du) bewegt. Einen solechen Uebergang 
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werden wir kurz als eine ,,Bahn‘ bezeichnen und von der ,,Anfangs- 
stelle‘‘ (a@,, @,,.--, @ ) und der ,,Endstelle“ (a,', a’, ..., a.) der 
Bahn sprechen. 

Bei dieser Untersuchung wollen wir die Linien 1,,1,,..., lo in 

folgender Weise bestimmen.*) Wir ziehen eine knotenlose Linie LZ, 

-~ welche von a, tiber a,, @3,..-, @o—1 nach a, 
hinfiihrt und ergiinzen diese Linie, indem wir 
a mit a, verbinden, zu einer geschlossenen 
Linie LZ, welche die Ebene E in zwei Gebiete 
G und G’ zerlegt. Es sei G dasjenige Gebiet, 
welches auf der negativen Seite von J liegt. 
Die Linien 1,, 1,, ..., 4) mégen nun von irgend 
einem Punkte O des Gebietes G durch das 
Innere von G nach den Punkten a,, a,,..., dw 
gelegt werden. 

Legen wir von einem Punkte A des Ge- 
bietes G’ aus Schleifen nach den Punkten a,, a,,..-, dw, welche 
abgesehen von den die Punkte a; umgebenden kreisférmigen Contouren, 
ganz innerhalb G’ verlaufen, so erfahren die Bliitter bei positiver Durch- 
laufung dieser Schleifen beziiglich die Substitutionen S,, S,,..., Sw. 
Es ist fiir das Folgende bequem, zu bemerken, dass diese Substitu- 
tionen gerade zu Stande kommen, wenn wir dem Ueberschreiten von 
der negativen zur positiven Seite der Linien 





Fig. 1. 


A; My, Ay As, 34) ee ey Aw -14w, Aw; 
beziiglich die Substitutionen 
S,; S,8,, S,8,8,, sary S, 8, eee ae S,8, eee 5. = 1 
zuordnen. Hiernach entspricht niimlich der Schleife (a,), da dieselbe 
die Linien ay_1a@, und a,a,4; und zwar die erstere von der positiven 
zur negativen, die letztere von der negativen zur positiven Seite iiber- 
schreitet, die Substitution 
(SS, .. . Sea) (8, 8, « . . Se Sk) = &, 
wie es sein muss, 

Wie wir auch die Ergiinzungslinie a, a,, den Punkt O und die 
Linien 1,,7,, ..., 1 abiindern mégen, stets wird die Flache (1) un- 
geaindert bleiben, wenn wir nur das System von Substitutionen 
(2) 2 = (S8,, 8,,..., Sw) 
festhalten. Daher wird die Fliiche auch schon vollstiindig durch An- 


gabe der Linie Z und des Systemes J bestimmt sein, und dem ent- 
sprechend mit 





*) Vgl. Clebsch, 1. c. Man vergleiche fiir das Folgende die Figur 1. 
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L 
(4) f= (5) 
bezeichnet werden kénnen. 
Die einzelnen Stiicke der Linie Z bezeichnen wir mit 
(5) 5; =— Mo) So => A, As, eeey Sw—1 = Aw 1dy- 
Ohne die Fliiche F' zu indern, diirfen wir offenbar das Stiick s; = ajaj4i 
noch beliebig deformiren, wenn wir dabei nur keinen der Punkte 
4, +++) 4 tiberschreiten und die iibrigen Stiicke s, sowie das System 
» fest lassen. 


Dies vorausgeschickt, betrachten wir jetzt irgend eine Bahn. Diese 
wird sich in der Ebene £ als ein System von Linien 
(6) @, G;, GoGy,-. +, Oy Bu 
darstellen, welche die Punkte a,, a, ..., @» simultan durchlaufen. 
Wenn nun diese Linien weder sich selber noch einander schneiden, 
so soll die Bahn ,,einfach“ heissen. Es geniigt, einfache Bahnen zu 
betrachten, da sich offenbar jede Bahn als eine Reihe aneinander- 
gesetzter einfacher Bahnen darstellen laisst. In welche Fliche ist nun 
die Fliiche (4) nach Durchlaufung der einfachen Bahn (6) stetig iiber- 
gegangen? Um dieses zu entscheiden, unterwerfen wir die Stiicke 
$1, S,,..+, Sw—1 zuniichst derartigen Deformationen, dass die Linie L 
schliesslich keine anderen Punkte, als @,,a@,,...,@ mit den Linien 
(6) gemein hat. 

Dies ist stets méglich; denn wenn z. B. die Linie a,a,’ ausser a, 
noch weitere Schnittpunkte mit Z besitzt, so betrachten wir den letzten 
vor a, liegenden Schnittpunkt, welcher sich auf dem “; 
Stiicke s; = a;a;4, finden mége. Ein Blick auf die 
Figur 2 zeigt dann, dass wir die Linie s; durch eine 
andere ersetzen kénnen (sie ist in der Figur punktirt), 
welche nun mit a,qa,/ mindestens einen Punkt weniger, 
mit den iibrigen Linien (6) aber nicht mehr Punkte als : 
die friihere Linie s; gemein hat. Indem man dieses Ver- Fig. 2. 
fahren mehrfach anwendet, kann man alle Schnittpunkte von Z mit 
den Linien (6) beseitigen.*) Man beachte, dass die Abinderung der 
Linie Z jedenfalls solche Stiicke s; nicht betrifft, welche von vorn- 
herein keiner der Linien (6) begegnen. 

Betrachten wir nunmehr die Linien 





(7) Gly’ Ay Uy Ay) Ay Ay Ay Ay y «6 6) Aw—1dw—-1 Aww y 
so setzen sich dieselben zu einer knotenlosen Linie zusammen, welche 
jedoch lings der Stiicke a,a,’, d3a5',..-; @o-14» Goppelt tiberdeckt ist. 


*) Auch der Fall, in welchem ganze Stiicke von LZ mit Stiicken der Linien 
(6) coincidiren , bietet offenbar keine Schwierigkeit. 
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Wir deformiren die Linien (7) unter Festhaltung ihrer Endpunkte 
@,', @y,. ++, @» und ohne einen dieser Punkte zu tiberschreiten so, dass 
dieselben uach der Deformation eine einfache knotenlose Linie L’ 
bilden. (In Figur 3 ist die Linie punktirt). 
Offenbar geht nun die Fliche (4) stetig 
in die Fliche : 

8) F —(3) 

a tiber, wenn das Punktsystem (a, , a,,...,@w) 
die einfache Bahn (6) durchliuft. Wenn 
wir also die Aenderung der Riemann’schen 
Flichen bei Durchlaufung irgend einer Bahn bestimmen wollen, so 
haben wir unser Augenmerk nur auf die successive Abinderung der 
Linie Z zu richten. Ist die Bahn eine geschlossene, so wird die Linie Z 
in eine Linie L’ iibergehen, welche dieselben Punkte a,, a,, ..., dw 
wie die Linie Z verbindet, und zwar auch in derselben Reihenfolge, 
falls die Bahn eine vollstiindig geschlossene ist. 





Fig. 3. 


§ 4. 
Volistiindig geschlossene Bahnen. 


Wir beschriinken jetzt die Betrachtung auf vollstiindig geschlossene 
Bahnen, und wollen zeigen, dass durch geeignete Wahl einer solchen 
Bahn jede Linie 


DL == (8,, 8), .. +, Sw—1) 
in jede andere Linie 
LT’ = (3, So’, a | a 
iibergefiihrt werden kann. Der Allgemeinheit wegen nehmen wir an, 


dass die Linien Z und L’ in den ersten i—1 Stiicken 
iibereinstimmen, dass also 

5, = S5 SS = Se, oo 0g Hy S;-1 

./ ist, wihrend die Stiicke s; und s/*) von einander ver- 
“ schieden sind. Die Zahl ¢ darf auch den Werth 1 
besitzen, in welchem Falle schon s, und s,’ verschieden 
sind. Es bezeichne nun B,4; eine Bahn, welche 
folgendermassen erklirt ist. Alle Punkte a,, a,,..., dy 
mit Ausnahme von a;4; bleiben fest; dieser letztere 
bewegt sich zuniichst lings s; bis nach a’, sodann nach dem Punkte 
a” auf s/ und schliesslich lings s; in seine Ausgangslage zuriick. 
Dabei sind die Punkte a’, a’ und ihre Verbindungslinie a’a” so zu 
wihlen, dass in dem Dreieck a;a’a” keiner der Punkte a,, a,,...,@w 





Fig. 4. 


*) In der Figur 4 ist s/ punktirt. 
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liegt und a’a” keine der Linien s,, s,, ..., s;-, trifft. Nach Durch- 
laufung dieser Bahn B;4; ist die Linie Z tibergegangen in eine neue 
Linie, welche mit L’ die ¢ ersten Stiicke s,’, s,’,..., 8 gemein hat. 
Diese Betrachtung zeigt, dass wir durch Aneinanderreihung von Bahnen 


B,, By, ..., Bo 


die Linie Z in jede beliebige andere Linie L’ tiberfiihren kénnen. 

Die Bahnen B; lassen sich nun weiter als Combinationen einer 
endlichen Anzahl von nunmehr einzufiihrenden Bahnen darstellen. 
Um die letzteren in einfacher Weise erkliren zu kénnen, ergiinzen 
wir die Linie LZ, wie in § 3, zu einer geschlossenen Linie DZ und 
bezeichnen wieder mit G und G’ die von der Linie Z begrenzten Ge- 
biete der Ebene £. 

Eine Bahn, welche den Punkt a; zunichst durch das Innere von 
G’ an das Stiick a,a,,; von Z und sodann ausserhalb G’ in die Aus- 
gangslage zuriickfiihrt, bezeichnen wir mit B;;. Dann lisst sich jede 
Bahn B; als Combination der Bahnen 


Biss, Bi i+2; eeey Bi,w 
darstellen. Jede beliebige vollstiindig geschlossene Bahn diirfen wir also 


durch eine Combination der e—ve-) Bahnen 
Bas, Bos, eee Baw, 
Bsa, eerg Bs,w 


Bu-1,0 


ersetzen und zwar durch eine Combination der Gestalt 


e e 22 e e 8 
Be B,',: oo By, ? Bye Be i Boy oa 
wo die Exponenten ¢, és, ..-, &,--. einen der Werthe +1, — 1 
besitzen. 


Unter B- ist dabei dieselbe Bahn, wie unter B, nur in entgegen- 
gesetzter Richtung durchlaufen, zu verstehen. 

Wir bemerken beiliufig, dass zwischen den Bahnen B;, die Be- 
ziehung 


Bo,» Bs,» ere Bu1,0 == 1 
besteht. 
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§ 5. 
‘Die erzeugenden Substitutionen der Gruppe B. 
Wir legen jetzt eine feste Linie Z zu Grunde.*) Dann kénnen 


wir die einzelne Riemann’sche Fliche F durch das ihr zugehdrende 
System von Substitutionen 


its il 
bezeichnen. Die Linie Z sei nach Durchlaufung der Bahn B,,; iiber- 
gegangen in die Linie Z’. (In der Figur sind die Stiicke der Linie L, 


a soweit sie nicht mit Stiicken von 
gen L’ zusammenfallen, gestrichelt; die 


4 tli. 
Ferg Stiicke der Linie L’ sind stark aus- 
- will, gezogen). Ferner sei F” die Fliche, 
Vi \ in welche 
Agee. 
ay 
\, a, 
» ie nach Durchlaufung der Bahn B;,, 
R / tibergegangen ist. Bezeichnet dann 
y eg r einen der Indices 
ays t+1,i1+2,...,k, 
so entspricht dem Wege J, in Bezug 
auf die Fliche F’, wie aus der Figur erhellt, die Substitution 
8, = S; 8,8; 
dem Wege /; entspricht in Bezug auf F’ die Substitution 
S; => (S;Si41 eee Sx) S;(S; Si4a eee Sx), 


wihrend allen iibrigen Wegen / dieselbe Substitution in Bezug auf F’ 
wie in Bezug auf F entspricht. Wir finden also: 

»,Die der Bahn B;, entsprechende Vertauschung ©; der Riemann’- 
schen Flichen besteht darin, dass an Stelle der Fliche 


F= (S,, sey S;, Siaa, eery Si, se ey S.-) 


F= (S,, S,, ee ey Sw) 





Fig. 5. 


die Fliiche 
FP" on (8, ..« «Hy Meads - --} &, . .-, 
tritt, wobei zur Abkiirzung 
8S; = 8: 8,81 (r =i+1,i+2,...,h), 
od == (S; eee Sx) Si(S; eee S;)"", 
gesetzt rst. 
Auf Grund der Ergebnisse des vorigen Paragraphen folgt weiter : 








*) Vgl. fiir das Folgende die Figur 5. 
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» Die Monodromiegruppe B besteht aus allen Combinationen der 

(ww — 1) —*)  Substitutionen 
Ses) S24, a | Saw» Ss, ‘8 99 Ss,0s oe oo al 
Von diesen ,,erzeugenden‘‘ Substitutionen der Gruppe B kénnen wir 
Swi zufolge der Relation 
Saw Ss, eee Sut» —_ 1 

bei Seite lassen. Ob ausser dieser noch andere der Substitutionen 
Giz durch die tibrigen ausdriickbar sind, ob wir also die Zahl der 


erzeugenden Substitutionen noch weiter vermindern kénnen, wollen 
wir hier nicht untersuchen. 


§ 6. 
Die erzeugenden Substitutionen der Gruppe A. 

Bezeichnen wir mit W; irgend eine bestimmte Bahn, nach deren 
Durchlaufung die Punkte a;, a;4; ihre Plitze gewechselt, die tibrigen 
Punkte a,,.. ., @» dagegen ihre Ausgangslage wieder erreicht haben, 
so kénnen wir aus den Bahnen 
(1) Was Was ox ag 
stets eine Bahn zusammensetzen, nach deren Durchlaufung die Punkte 
@,, Gy, +++, A eine beliebig vorgeschriebene Vertauschung erfahren 
haben. Daher kann jede geschlossene Bahn durch eine Combination 
der Bahnen (1) und der oben eingefiihrten Bahnen B;, ersetzt werden. 

Wir wiahlen nun die Bahnen (1) in folgen- aah 
der Weise: Wir lassen den Punkt a; durch das Jt, o, 
Innere von G’ nach aj;4; und gleichzeitig a;+1 r < \ 


ausserhalb des Gebietes G’ nach a; laufen, wihrend a; G iil 

alle iibrigen Punkte a,, @,,..., Go fest bleiben. / ~ 
Die hierdurch erklirte Bahn nehmen wir als 

Bahn W;. Die Aenderung, welche die Linie Z 

nach Durchlaufung dieser Bahn erfahren hat, i ha 


zeigt die Figur 6, in welcher die Stiicke von L, welche cine Aenderung 
erfahren, gestrichelt, die Stiicke, welche an ihre Stelle treten, gleich 
den iibrigen Stiicken stark ausgezogen sind. Man liest aus der Figur 
nun sofort ab, dass die Vertauschung ©; der Riemann’schen Flichen, 
welche der Babn W; entspricht, sich dahin bestimmt, dass an Stelle 
der Fliaiche 

CB, By, - «+5 Be, Beagas > - os &,) 


(S,, 8, ee ey S:Si4i 81, Si, eaey Sw) 
tritt. Diese Vertauschungen ©; in Verbindung mit den Vertauschungen 
Gi,x erzeugen also die Monodromiegruppe A. Nun lassen sich aber 


die Flache 











32 A. Hurwrrz, 


die Substitutionen ©,;,, wie man sofort erkennt, durch die Substitu- 
tionen ©; ausdriicken. Es ist naimlich 


Siz “= S:Si41 ere Sr-2 Sr-r . Se-1 Sx-2 see Si4s S;. 


Wir gelangen daher zu folgendem einfachen Resultat: 
» Die Monodromiegruppe A besteht aus allen Combinationen der 
w — 1 Substitutionen 
S;; ©, eo 09 Sw-1; 
wo ©; diejenige Vertauschung der Riemann'’schen Fliichen bedeutet, 
welche an Stelle der Fliiche 


die Fliiche F=(8§,,8,,...,8;, Si4t, +o Sw) 
treten lisst. 
Ordnen wir den erzeugenden Substitutionen 
S;, S, © @ og Swi 
der Gruppe A die Transpositionen 


(4,42), (A253), ~~ +) (Gw—1 Aw) 

zu, welche ihrerseits als erzeugende Substitutionen fiir die Gruppe % 
aller Vertauschungen der Elemente a,, a,, ..., a» angesehen werden 
kénnen, so haben wir dadurch eine isomorphe Beziehung zwischen 
beiden Gruppen festgelegt. In dieser Beziehung entsprechen den Unter- 
gruppen von % die oben (§ 1) erwaihnten Untergruppen von A. Ins- 
besondere besteht die Monodromiegruppe B offenbar aus denjenigen 
Substitutionen von A, welche bei dem in Rede stehenden Isomorphis- 
mus der identischen Substitution von % entsprechen. 


fF’ = (S,, S,, ees S;Si4i157', Si, ee ty Sw) 


§ 7. 
Intransitivitat der Gruppen A und B. 


Man iibersieht leicht, dass die Monodromiegruppen A und B in- 
transitiv sind. In der That kann sich bei Durchlaufung irgend einer 
Bahn die Art des Zusammenhangs der Blitter in dem einzelnen Ver- 
zweigungspunkte fiir keine der Riemann’schen Fliichen findern, und 


es vertauschen sich daher z. B. in der Gruppe B nur jeweils solche 
Fliichen 


(1) F =(S,,8,,..., Sw) 
unter einander, fiir welche die einzelnen Substitutionen S, eine feste 


Zahl von Cyklen und in den Cyklen eine feste Zahl von Elementen 
enthalten. 


Dies geht auch unmittelbar aus der Gestalt der erzeugenden Sub- 
stitutionen G;,, (pag. 30) hervor. Aus der Betrachtung der Substitutionen 
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©Si,, entnehmen wir sofort noch weitere Bedingungen dafiir, dass eine 
Fliiche (1) in eine andere Fliche 

(2) EF’ = (Sj, Sy, . . -, Se) 

vermége einer Substitution der Gruppe B iibergefiihrt werden kann. 
Offenbar muss nimlich die Monodromiegruppe der Fliche (1), d. h. 
diejenige Gruppe, welche aus allen Combinationen der Substitutionen 
S,, S,,..-, S» besteht, mit der Monodromiegruppe der Fliche F” 
iibereinstimmen (oder doch in die letztere transformirbar sein). Ueber- 
dies miissen innerhalb dieser gemeinsamen Monodromiegruppe der 
Flachen F und F” die beiden Substitutionen S; und S; gleichberechtigt 
sein, wo ¢ jeden der Indices 1, 2,...,w bedeutet. Die Frage ob 
diese Bedingungen auch hinreichend sind, habe ich nicht allgemein 
entscheiden kénnen. 

Indessen bietet es keine Schwierigkeit, diese Frage fiir den Fall 
zu beantworten, wo wir aus der Gesammtheit der n-blittrigen Flichen 
mit den Verzweigungspunkten a,, a,,..., 4» diejenigen herausgreifen, 
fiir welche diese Punkte einfache Verzweigungspunkte sind. *) 

Nach einem Satze des Herrn Liiroth**) kann man durch zweck- 
miissige Wahl der Verzweigungsschnitte, d. h. durch zweckmissige 
Wahl der Linie Z, erreichen, dass fiir eine beliebige jener Fliaichen 
das zugehérige System von Substitutionen das folgende wird: 


S,=(12), S,==(12), S, = (13), 8,—=(13),..-,Sen—s—=(1,m), San-2—=(1,), 
S,=(1,”) (r—=2n—1,...,w). 

Daher kann man auf einer zweckmissig gewahlten geschlossenen Bahn 

jede der betrachteten Flichen in eine bestimmte unter ihnen, nimlich 

in die Fliche 


((12), (12), (13), (13), ..., (1m)) 


iiberfiihren und zwar folgt aus den Betrachtungen von Clebsch**), dass 
diese Ueberfiihrung auch schon durch Benutzung von ,, vollstindig “ 
geschlossenen Bahnen méglich ist. Hiernach kénnen wir folgende Siitze 
aussprechen: 

Bildet man die Monodromiegruppe A, indem man dabei nur die- 
jenigen Fliichen beriicksichtigt, welche die Punkte a,, dy, ..+, Qo eu 
einfachen Verzweigungspunkten besitzen, so ist die entstehende Gruppe 
transitiv. Das Gleiche gilt fiir die Monodromiegruppe B. 

Oder anders ausgedriickt: Das Problem, die n-bliattrigen Riemann’- 
schen Flichen mit w gegebenen einfachen Verzweigungspunkten 
Gy, A, .++) A» Zu bestimmen, ist irreducibel, sowohl wenn die sym- 
metrischen Verbindungen der Werthe a,, a,,..-,@w, als auch wenn 


*) Die Monodromiegruppe ist in diesem Falle die symmetrische Gruppe. 
**) l.o. 


Mathematische Annalen, XXXIX, 3 
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diese Werthe selber als gegeben betrachtet werden. Im ersteren Falle 
ist nimlich die Gruppe A, im letzteren die Gruppe B die Galois’sche 


Gruppe des Problems, wobei alle Constanten als adjungirt voraus- 
gesetzt werden. — 


III. Abschnitt. 
Realitits-Fragen. 


§ 1. 
Conjugirte Riemann’sche Flachen. 
Wir nehmen in der complexen Zahlenebene EF irgend w Punkte 


@,, %_,---, 4» an, legen nach diesen von irgend einem Punkte O aus 


(wie in I, §1) die Linien 7,, J,, ..., 2 und betrachten irgend eine 
der Riemann’schen Flichen 


Ly layeees bw 
(1) om lc'a a) 


welche in a, @,..-, @» verzweigt sind. Wenn wir diese Fliche an 
der Axe der reellen Zahlen der Ebene FE spiegeln, so entsteht eine 


neue Fliche F’, welche wir als conjugirte Flache von F' bezeichnen 
wollen. 


Gehen bei dieser Spiegelung die Punkte a,, a,,...,@. und die 


Linien 1, , 1,,..., te» beztiglich tiber in G,, @,..., @» und J,, 2,,..., bo, 
so ist, wie man sich ohne Schwierigkeit tiberzeugt (vgl. die Fig. 7): 
on ee eee oe 
(2) ) oo * — ? = 1 i 
S, ? Gictewea es 6 Si 
Die Flichen F' und F sind eindeutig umkehrbar und conform 
“ auf einander bezogen; doch ist die 
y conforme Beziehung eine solche, bei 
nile © ee welcher eine Umlegung der Winkel statt 


- hat. Zur Erlauterung sei noch Folgendes 
bemerkt: Stellen die Punkte der Ebene 
E die Werthe der complexen Variabeln 
a, x dar, und ist die Flache F' durch die 





0 _ & algebraische Gleichung f(y, z)—=0 erklart, 
—~ so wird die Gleichung f(y, z)—=0 die 
a, Fliche F' definiren, wenn f(y, x) da- 

Fig. 7. 


durch aus f(y, 2) abgeleitet wird, dass 
jeder Coefficient der letzteren Function durch seinen conjugirt imagi- 
niren Werth ersetzt wird. 











~ oe 











Riemann'sche Flichen mit gegebenen Verzweigungspunkten, 35 


Wenn die Fliche F mit ihrer conjugirten F tibereinstimmt, so 
ist die Fliche F im Sinne des Herrn Klein ,,symmetrisch“.*) (Die 
Gleichung f(y, ~) = 0 kann dann so gewahlt werden, dass sie reelle 
Coefficienten besitzt). 

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn die Werthe a,, a,,.. +, dw 
i theils reell, theils paarweise conjugirt imaginir sind. 

: Wir wollen annehmen, dass die Werthe a,,a@,,..., @ dieser 
: Bedingung geniigen, und zwar sei die Reihenfolge dieser Werthe so 
gewiihlt, dass 





ay und aw = a, a, und Aw-1 = G, eee Qu und Aw—p+1 => Gu 

conjugirt imaginar, sowie 

eS io by, Guts = b, oe) Unto = be 
reell sind. Die Verzweigungspunkte sind dann also der Reihe nach 
(3) Gy 5 Ag, ++ +) Any by, by, .. «> De, Guy. - +) Gq, 4. 
Wir setzen ferner b, > b, >--- > b, voraus, wiahlen den Punkt O 
auf der Axe der reellen Zahlen, und zwar so, dass O > b, ist, und 
ziehen endlich die Linien J,, l,,..., t. dergestalt, dass 1,, 1,, ..., l. 
durch Spiegelung an der Axe der rellen Zahlen in 

le = # => * ceey bo— pt = l, 


iibergehen (vgl. Fig. 8). 
Indem wir dieses System von Linien ein ftr alle Mal festlegen, 
kénnen wir die Fliche (1) ktirzer mit 


F = (S,, S,,..., Sw) 
oder, indem wir die Bezeichnung der Substitutionen etwas abiindern, mit 
(4) F= (8,,8,,...,8y, T,,Tr,-..; Lo, Zu ys + +y 2, 2) 


bezeichnen, Beziehen wir nun die conjugirte Fliche F’ auf dasselbe 
System von Linien, so finden wir 


(5) F = (8,, 8,,...,8, T,, T,,..+, Ze, Zur +++, 2a» 2), 


wo zur Abkiirzung 
6) - =2)',..,5% =3,3 hHU'Th'U (k—1,2,...,0), 
== Oi. ory =, = 8," ; U; = Ty. Tyy1...Te (k—=1,2,...,0) 


*) ,,Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Inte- 
grale“‘, pag. 72. 


3* 








} 
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gesetzt ist. Man bestitigt diese Angabe sofort mit Hiilfe der Figur 8. 
Die Bedingung dafiir, dass die Flichen (4) und (5) dieselben sind, 
besteht nun in der Transformirbarkeit der zugehérigen Systeme von 








Fig. 8. 
Substitutionen in einander. In Riicksicht auf (6) ergiebt sich daher, 
nach leichter Zwischenrechnung, der Satz: 

Die Riemann’sche Fliiche (4) ist dann und nur dann sich selbst 
conjugirt, wenn es eine Substitution U giebt, welche den Gleichungen 
7 ene (¢ == 1,2,..., @), 

@) U0U,—U0 (k—1,2,...,@). 

geniigt, wobei zur Abkiirzung 

(8) To= Up, Tei T y= Up-r, Te-2To-1 Te = Ua, «.., Ty Ty... Te U; 
gesetat ist. 

Betrachten wir irgend einen Punkt P auf der Axe der reellen 
Zahlen und nennen wir P,, P,,..., P, die n iiber P liegenden Punkte 
der Riemann’schen Fliche (4), so werden diese Punkte bei der sym- 
metrischen Umformung der Fliiche eine bestimmte Vertauschung 
erfahren, indem den Punkten 

a oes 

dieselben Punkte, aber eventuell in anderer Reihenfolge: 

Pay Pays. + +s Pay 
entsprechen. Die Substitution 
9 y sane: 
@) a Re 
wird die Periode zwei besitzen, da eine Wiederholung der symmetrischen 
Umformung zur Identitit fihrt. 

Bezeichnen wir nun mit 
(10) (0), (1), (2), - ++, (@) 
die Stiicke 


byO, Ob,, byby, .. «5 Desde, 





SS 
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in welche die Axe der reellen Zahlen durch die Punkte O, b,, b,,...,b, 
zerlegt wird, so finden wir fiir die Substitution V bez. 


(11) v= U, V = U,U, Ve=U,U,...; V= U,U, 


je nachdem der Punkt P auf dem Stiicke (0) oder (1) oder (2),... 
oder (g) angenommen wird. Die Gleichungen 


(12) U*?=—1, (U,U)—1, (U,U)?=—1,...,(Uyr—1 
stehen mit den Gleichungen (7), wie man leicht erkennt, in Kinklang. 
Die Substitutionen (11) dienen vor allem dazu, festzustellen, in 
welcher Weise sich die einzelnen Stiicke der Axe der reellen Zahlen 
zu den Uebergangslinien*) der Fliche F zusammenschliessen. 
Wir bemerken noch, dass die Gleichungen (7) ersetzt werden 
kénnen durch die Gleichungen (12) und die Gleichungen 


(13) SU2Z;—U0 (i=—1,2,..., 4p). 
§ 2. 
Flichen mit einfachen, paarweise conjugirt imaginiren Verzweigungs- 
punkten. 


Betrachten wir die n-blattrigen Riemann’schen Flachen, mit den 

gegebenen Verzweigungswerthen 

By» Bg > 29 Ges 

so werden diese Flichen theils sich selber conjugirt, theils paarweise 
einander conjugirt sein, wenn wir annehmen, dass a,, a), .+-, Gw theils 
reell, theils paarweise conjugirt imaginir sind. (Wiirden wir die Be- 
stimmung jener Fliichen von einer algebraischen Gleichung abhingig 
machen, so wiirden bei geeigneter Wahl der Unbekannten, den sich 
selbst conjugirten Flichen die reellen Wurzeln der Gleichung ent- 
sprechen). 

Die Erérterungen des vorigen Paragraphen setzen uns nun in 
Stand, die sich selbst conjugirten Flachen von den iibrigen zu trennen 
und den verschiedenen Arten von Uebergangslinien entsprechend in 
Gruppen einzutheilen. 

Die allgemeine Durchfiihrung der hierzu erforderlichen Unter- 
suchungen vermag ich hier nicht zu geben; vielmehr muss ich mich 
begniigen, die wesentlichen Punkte in einem einfachen Falle zu be- 
sprechen. 

Dieser Fall sei derjenige, in welchem die w — 2u Verzweigungs- 
werthe paarweise conjugirt imaginar sind, etwa 


Aw = Gy, Awa = Aq, os + Anpt = Ay, 





*) Siehe F. Klein, 1. c. 
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und in welchem iiberdies nur diejenigen Flichen betrachtet werden, 
welche in den Punkten a,, a,,..., @ einfach verzweigt sind. 
Diese Fliaichen sind, nach Festlegung der Linien 


l,, lL, Fe lu, lus 72 | 
einzeln zugeordnet den Systemen von w = 2u Transpositionen 
(1) bry bay oo oy buy Fug es oy Bay Ty 
welche den mehrfach erwahnten Bedingungen (vgl.1,§1) geniigen. Einem 
Systeme entspricht eine sich selbst conjugirte Fliche, wenn die Glei- 
chungen 
(2) t, = Ui, U, t, = Ut,U,..., t, = Ui, U, U? =1 
durch eine Substitution U befriedigt werden kénnen. Kine sich selbst 


conjugirte Fliche F kann daher schon durch das System der uw + 1 
Substitutionen 


(3) ty, ty, ghey tuy U 
charakterisirt und dem entsprechend mit 
(4) F a= (f,, t,.. -, ts, U) 


bezeichnet werden. Die Bedingungen, welchen das System (1) geniigen 
muss, tibertragen sich nun auf das System (3) in folgender Weise. 


Erstens muss, der Bedingung ¢,¢,... t,t... 7,7, = 1 entsprechend, 
(5) TU=UT 

sein, wenn wir zur Abkiirzung 

(6) T a= t,t... . by 


setzen. Ferner miissen, da vermége 
ein Uebergang von jedem Elemente zu jedem anderen méglich sein 
soll, die Substitutionen (3) alle Elemente mit einander in Verbindung 
setzen, oder, was dasselbe ist, die Substitutionen (3) miissen eine 
transitive Gruppe erzeugen. Sodann bemerke man, dass nicht zugleich 
U= (a, d,) (a, by) eee (12°) 
a 
und ein Theil der Transpositionen ¢,,..., ¢, nur die Elemente 
@;, M,---,@,, eim anderer Theil nur die Elemente b,, b,,..., b 


2 


2 
in Verbindung setzen darf. Denn sonst wiirden auch 
t,-e+yt,, Ut,U,..., Vt,T 
nur die Elemente a unter sich und die Elemente b unter sich ver- 
binden. Man erkennt nun ohne Schwierigkeit, dass diese fiir das 


System (3) nothwendigen Bedingungen auch hinreichen. Mit andern 
Worten: 








a as 
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»Die sich selbst conjugirten Flichen F' sind einzeln 
zugeordnet den Systemen (3), welche alle Elemente in Ver- 
bindung setzen (oder eine transitive Gruppe erzeugen) und 
den Gleichungen 

(7) U?=1,TU=UT, wobei T=—t,t,...t, 
gesetzt ist, geniigen.“ 


Auszuschliessen sind dabei (im Falle eines geraden m) diejenigen 
Systeme, fiir welche 


U = (a,b,) (a,b,)... (“s °n) und ¢,,t,.. +) 
2 2 

nur die Elemente @ unter sich und die Elemente } unter sich ver- 
binden.*) Uebrigens sind natiirlich wieder in einander transformirbare 
Systeme (3) als nicht verschieden anzusehen. 

Der allgemeine Ausdruck einer Substitution U, welche der Be- 
dingung U? = 1 geniigt, ist offenbar dieser: 
(8) U = (4,b,) (aabq) « « « (rr) (C4) (C2) «+ (Ca) 
WO Gy,..~ +) As, Dy,.. +, Dp, Cy, ..+, Cy die m Elemente in irgend einer 
Reihenfolge bezeichnen. Dabei sind r und s irgend zwei nicht negative 
Zahlen, welche die Gleichung 

s+2r—n 

befriedigen. Fiir den Fall r = 0 reducirt sich U auf die Identitat. 

Es mdgen jetzt «; und B; die beiden Elemente a; und 0; in einer 
der beiden mdglichen Reihenfolgen bedeuten, so dass also entweder 
a; =a; und B; = b; oder a; = b; und B; — a; ist. Dann wird. 


ee, ee 

4, Pi, Si, Pi, ++ + Fi, Pi, ky Vkgy + + +9 Uh 
die allgemeinste mit U vertauschbare Substitution vorstellen, wobei 
iy) in, -+ +) t und ki, k,,..., hk, die Indices 1,2....,7 bez. 1, 2,...,8 
in irgend einer Reihenfolge bezeichnen. 

Diejenigen sich selbst conjugirten Flichen, fiir welche U und 7 
dieselben Substitutionen sind, wollen wir in eine Classe | U, 7] rechnen. 
Jede der Classe [U, 7] angehérende Fiche besitzt so viele Ueber- 
gangslinien, als die Substitution 


eS Coy ssn Oe ) 

Ck,» Chay + + *y Ck, 

Cyklen hat. Denn die Punkte auf der Axe der reellen Zahlen, welche 
in den Blattern c,, c,, ..., ¢ liegen, bleiben bei der symmetrischen 


*) Dies ist niimlich der einzige Fall, in welchem die durch ¢,, &,..., t,1U 


erzeugte Gruppe transitiv, dagegen die durch ¢,,%,...,¢,, UtU,..., Ut,U 
erzeugte Gruppe intransitiv ist. 
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Umformung der Fliche fest und bei einer Ueberschreitung des Punktes 
O, von welchem die Linien 7,, ...,l0,...,, ausgehen, erfahren die 
Blatter der Fliche gerade die Substitution ¢,¢,...¢ = T. 

Die Anzahl der Fliichen, welche der Classe [U, 7'| angehdéren, 
finden wir, indem wir die Zahl der Lésungen von 
(10) t,.t,...—<T 
bestimmen, dabei jedoch nur diejenigen Lésungen ¢,, ¢,,..., ¢, zihlen, 
welche den oben angegebenen Bedingungen entsprechen. Die Be- 
stimmung dieser Zahl liisst sich durch thnliche Betrachtungen aus- 


fiihren, wie wir sie in Abschnitt I angestellt haben. Ich habe indessen 
nur den Fall 


w= 2u = 2n — 2, 
in welchem es sich also um Flichen vom Geschlecht Null handelt, 
naher untersucht und will hier die erhaltenen Resultate mittheilen. 


§ 3. 
Flichen vom Geschlecht Null. 


Betrachten wir in den » Blittern einer Riemann’schen Filiiche die 
Axen der reellen Zahlen, so werden sich dieselben auf der Fliiche zu 
einer oder mehreren geschlossenen Linien zusammensetzen. Diese Linien 
will ich ,,Realititslinien“‘ nennen. Dieselben kénnen einander oder 
sich selber nur in Verzweigungspunkten begegnen. Wenn keiner der 
Verzweigungspunkte reell ist, so setzt sich die einzelne Realititslinie 
aus den Axen gewisser Blatter zusammen, jede Axe in ihrer ganzen 
Ausdehnung genommen. Die Anzahl dieser Axen midge dann die 
Multiplicitit der Realititslinie heissen. Die Multiplicitit giebt offenbar 
an, wie oft sich der einzelne reelle Werth auf der Realititslinie 
vorfindet. 

Auf einer sich selbst conjugirten Fliche gehéren die Uebergangs- 
linien zu den Realitiitslinien. Diejenigen Realititslinien, welche nicht 
zugleich Uebergangslinien sind, werden entweder sich selbst symmetrisch 
oder paarweise zu einander symmetrisch sein. 

Betrachten wir jetzt eine sich selbst conjugirte Fliche vom Ge- 
schlechte Null, deren w = 2u Verzweigungswerthe paarweise conjugirt 
imaginar sind, so sind nur folgende Méglichkeiten vorhanden: 

1) Es ist eine Uebergangslinie vorhanden, welche als Realitits- 
linie die Multiplicitiit s besitzt. Ferner giebt es je 2u,,2u,, 2u;,.. 
paarweise symmetrische Realititslinien von den bez. Multiplicititen 
a) eer 

Die Fliche mége in diesem Falle vom ,,Charakter“ 


(Hr, Hey Mgr +++) 











ore 
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heissen. Die ,,Charaktere“ w,, u., 3,..-+, kénnen irgend welche ganz- 
zahlige Werthe besitzen, die nicht negativ sind und der Gleichung 


8+ 2(u, + 2u, + 34, +---)—=n 
geniigen. 


2) Es ist keine Uebergangslinie vorhanden; dagegen giebt es eine 
sich selbst symmetrische Realititslinie von der Multiplicitiét 29, ferner 
je 2u,, 2u,, 2u,,... paarweise symmetrische Realitiitslinien von den 
bez. Multiplicitiiten 1, 2,3,.... 

Die Flaiche mége in diesem Falle vom ,,Charakter“ 

(Q5 Mi» Moy Myr +++) 
heissen. Die ,,Charaktere“ 9, u,, Ho, @3, --. kénnen irgend welche 
ganzzahlige Werthe besitzen , die nicht negativ sind und der Gleichung 
29 + 2(u, + 2, + Buy + +-) =m 
geniigen. Fiir die Zahl g ist der Werth Null ausgeschlossen. Die 
oben erwihnten auf Anzahlen beziiglichen Resultate fasse ich nun 
in folgendem Satze zusammen: 


Unter den n-blittrigen Riemann’schen Flichen vom Geschlecht Null 
mit gegebenen paarweise conjugirten Vereweigungswerthen giebt es 


s .2k—1 
(n—1)! (r+s)** = TT (Gar) (ke= 1, 2,3,...) 


sich selbst conjugirte Flichen vom Charakter (uw, , Uy, Uy) - + -)s 
Dabei ist zur Abkiirzung 


Ht Het Ug t::-=A4, 
H+ 24, +34, +:-+-=r, 
geselat, und es besteht ferner die Gleichung 
s+2r=—n. 
Ferner giebt es (falls n eine gerade Zahl ist) unter jenen Flichen 


2¢ 1 (RA \ ee 
(n ome 1)! (r+ > ae *s i I] ray (Far) (k=o= 1, 2, 3, ee a 


sich selbst conjugirte I’liichen vom Charakter (9; w,, ¢2, U3,-++.), wobei 
sur Abkiirzung 


Mit bet My tes ed, 


O+ Hy + 2m, + 3p, +++ - ere = 
gesetzt ist. 
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1V. Abschnitt. 
Analytische Bestimmung der drei- und vierblittrigen Flichen. 


In den Fallen n= 3 und n= 4 gelingt es, wie Herr Thomae 
gezeigt hat*), mit Hiilfe von 4-Functionen solche n-werthige algebraische 
Functionen herzustellen, deren w Verzweigungswerthe gegeben sind. 
Die Anzahl der n-blittrigen Riemann’schen Flichen mit w Ver- 


zweigungspunkten betrigt nun (vgl. I, § 5) in den Fallen » = 3 und 
n= 4 bez. 


ta -— und N—(2v-+—1). . tk 
und ebensoviele wesentlich verschiedene algebraische Functionen miissen 
in diesen Fallen (nach den Riemann’schen Existenztheoremen) **) existiren. 
Es erschien mir nun interessant, zu untersuchen, ob man, Herrn 
Thomae’s Ideengang folgend, die richtige Anzahl N von Functionen erhilt. 
Dass dies in der That der Fall ist, will ich im Folgenden zeigen. 
Dabei werde ich das Verfahren des Herrn Thomae in einer fiir den 
vorliegenden Zweck geeigneten Weise darstellen. 








$ 1. 
Beziehung einer n-blaittrigen Fliche auf eine zweiblattrige. 
Gegeben sei eine n-blittrige Riemann’sche Fliiche F’ vom Ge- 
schlecht p mit 
w==2p + 2n—2 
Verzweigungspunkten. Indem wir, wie friiher, von einem Punkte O 
aus die Linien J,, 1,, ..., 1, nach den Verzweigungspunkten legen, 
bezeichnen wir die Fliiche durch die diesen Linien entsprechenden 
Transpositionen ¢,, ¢,,...,t»., setzen also 
F = (t,, ty, .. +, tw): 
Machen wir die hypothetische Annahme, dass eine wie diese Fliche 
verzweigte algebraische Function y existirt, so werden die Werthe 
Yi» Yo, +++, Yn dieser Function, welche in iibereinander liegenden 
Punkten der » Blatter Statt finden, gerade die Transposition ¢; erfahren, 
wenn wir den i‘ Verzweigungspunkt umkreisen. 
Wir legen jetzt unter die Fliche F eine zweiblittrige (also hyper- 
elliptische) Fliche F’ mit denselben w Verzweigungspunkten. Bedeutet 


t die eine bei zwei Elementen mdgliche Transposition, so wird die 
Flache F’ durch 


*) Mathematische Annalen Bd. 6, pag. 612 und Bd. 18, pag. 443. 
**) Diese Theoreme, welche ich im Folgenden nicht voraussetzen werde, sind 
bekanntlich von den Herren Neumann und Schwarz bewiesen worden, 





| 
1 
i 
: 
* 
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F’ = (t,..., 8) 
zu bezeichnen sein. Es ist unmittelbar klar, dass Functionen existiren, 
welche wie F’ verzweigt sind; eine solche Function ist ja z. B. 





y =V(x%—4a) (@—a)... (aw), 
WO @,@,..++, @» die Verzweigungswerthe bedeuten. 

Wir verpflanzen jetzt an irgend eine Stelle der Fliche F” die 
iiber derselben auf der Fliche F’ liegenden Werthe y,, y,,..-) Yn und 
setzen diese, indem wir die Stelle auf der Fliiche F” sich in Bewegung 
setzeu lassen, stetig tiber die Fliche F’ fort. 

Umkreisen wir auf der Flache F” einen beliebig gewiahlten Punkt, 
so gehen die Werthe y,, y.,..., Ye einzeln in sich iiber. Dies ist 
ohne Weiteres deutlich, wenn jener Punkt kein Verzweigungspunkt ist. 
Wenn aber der Punkt ein Verzweigungspunkt sein sollte, so erfordert 
seine Umkreisung auf der Fliiche F” eine doppelte Umkreisung in der 
a-Ebene, und daher werden auch in diesem Falle y,, y,,.-., Yn sich 
einzeln reproduciren. Diese Thatsache kann dahin ausgesprochen 
werden: 

Eine wie die Fliche F verzweigte algebraische Function y ist auf 
der hyperelliptischen Fliche F’ zwar mehrwerthig (niimlich n-werthig), 
aber unverzweigt. 

Zerschneiden wir die Fliche F’ in eine einfach zusammenhingende 
und setzen auf dieser einen der » Werthe von y, von irgend einer 
Stelle ausgehend, stetig fort, so erhalten wir einen eindeutigen Zweig 
der Function y. 

Die » Zweige der Function y 
erfahren dann jbeim Ueberschreiten 
einer Schnittlinie eine bestimmte 
Vertauschung. Man erhiilt eine 
Fliche auf welcher y einwerthig 
ist, wenn man » Exemplare der 
zerschnittenen Fiche F” iibereinan- 
derdeckt und dieselben lings jeder 
Begrenzungslinie der zugehdrigen 

Vertauschung entsprechend ver- 
bindet. 

Diese Vertauschungen sollen 
jetzt unter Annahme einer be- Fig. 9. 
stimmten Zerschneidung der Fliiche 
F’ bestimmt werden.*) Die geschlossene Linie Z werde wie friiher 
durch die Punkte a,, @,, ..., @» so gelegt, dass die Linien J,,1,,.., 1. 
ganz in dem einen Theile G der Ebene verlaufen, welcher von Z begrenzt 





*) Vgl. fiir das Nachfolgende die Figur 9. 
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wird. Die beiden Blitter der Fliiche F” mégen lings der Stiicke 
Gy Gy, My Q,,---, Ao-14 der Linie Z zusammenhiingen. Wir nehmen 
nun in dem Theile G’ der Ebene einen Punkt A an und lassen in 
diesem Punkte die Schnitte beginnen und endigen. Jeder Uebergangslinie 


sid (i= 1,2,...,0—=%—1) 


entsprechend fiihren wir zwei Schnitte A;, B;. Der Schnitt <A; ver- 
liuft ganz im oberen Blatte und umkreist die Punkte aa;-1a@2;. Der 
Schnitt B; beginnt im oberen Blatte, fiihrt, um den Punkt a;_; 
laufend, in’s untere Blatt, liuft in diesem bis zur Uebergangslinie 
Gw—1d», tritt sodann wieder in’s obere Blatt, in welchem derselbe, 


die Linien 1,,, 1,,1,,..., a; tiberschreitend, wieder in A miindet. 
Nach Ausfiihrung dieser Schnitte 


A,, B,, Ay, By,.- +) Ay, Bu (w= —1) 


ist die Fliche F’ in eine einfach zusammenhiingende tibergegangen. 

Der Schnitt B; fihrt von der positiven auf die negative Seite 
von A;, der Schnitt A; von der negativen auf die positive Seite von 
B;. Umkreist man im oberen Blatte den Punkt A in positivem Sinne, 
so tiberschreitet man die Schnitte in folgender Reihenfolge 

At BY Ay By At} BY Ay By ... AS BE Az Bz; 

dabei bedeuten die oberen Indices +- und —, dass das Ueberschreiten 
von der negativen auf die positive bez. von der positiven auf die 
negative Seite erfolgt. 

Wir betrachten jetzt auf der zerschnittenen Fliche F’ die n Zweige 
Yi» Yoo «++, Yn der Function y, von welchen jeder einzelne eindeutig 
iiber die zerschnittene Flaiche ausgebreitet ist. Bedeuten y,, Y.,-.-, Yn 
die auf der negativen Seite einer der Linien A;, B; in einem Punkte 
P stattfindenden Werthe der m Zweige von y, ferner y,', y.,+--, Yn 
die auf der positiven Seite in demselben Punkte P der betreffenden 
Linie stattfindenden Werthe, so unterscheiden sich y,’, y,', 
in der Reihenfolge von y,, ¥,,..., Yn- 


Beim Ueberschreiten jener Linie von der negativen zur positiven 
Seite erfahren also die Zweige die Substitution 


Se ‘oil -. 
Yr Yo +++ Yn 
d. h. man gelangt von dem Zweige y, in den Zweig y,(k—1, 2,...,2). 
Da die Linie A; von der negativen auf die positive Seite der Linie 
B; fiihrt, so erhalten wir die B; entsprechende Substitution S, indem 
wir feststellen, welche Vertauschung y,, y,,..-, y¥, nach Durchlaufung 
der Linie A; erfahren haben. 


+) Yn DU 
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Ebenso bestimmen wir die A; entsprechende Substitution, indem 
wir feststellen, wie sich y,, Y¥,...-, Yn bei Durchlaufung der Linie B; 
vertauschen. 

Auf diese Weise finden wir die folgenden, den Linien A,, B,, . 
A,, B, entsprechenden Substitutionen: 

Wir bilden aus den Transpositionen ¢,, ¢,,...,t» die folgenden 
Substitutionen: 


oy 


S, = t, t, eee Ris = bo, 


S, = t, ene Scck = t, bos 
 « €) tee 
nse ‘ae eee 


Beim Uebertritt von der negativen zur positiven Seite erfahren dann 
die n Zweige Yi) Yo, +++ Yn 


lings A; die Substitution Syiti. Seiji. Soi = Ui, 
lings B; die Substitution Ssij1 . Sei = V;. 
Man erhirtet leicht die Relation 
U, V, Ur" Vi" Us Ve Us" Ve... Un Vu Un Vz, = 1, 
welche nichts anderes besagt, als dass bei einer positiven Umkreisung 
des Punktes A jeder Zweig in sich tibergeht. 

Die Substitutionen U; und V; lassen sich in die Gestalt 

Ui; = Sapa (tot, ty... tevtest) Sait, Wi == Sachs (tocates) Soega 
bringen, woraus erhellt, dass die erstere einem Producte von 2% + 2, 
die letztere einem Producte von zwei Transpositionen ahnlich ist. 

Die Gruppe, welche die Substitutionen U;, V; erzeugen, also die 
Monodromiegruppe von y auf der Fliche F’, ist daher in der alter- 
nirenden Gruppe enthalten. Man kann aber leicht zeigen, dass sie 
mit der alternirenden Gruppe identisch ist. In der That kénnen die 
Linien J,,1,,..., 1. nach dem Satze von Liiroth immer so gewahlt 
werden, dass 

to = (YiY2), ty = (Wi Y2), be = (WY), 
ty = (YiYs)> ++ +> Con—6 = (Y, Yn), fan—5 = (Y, Yan) 
und alle folgenden Transpositionen ¢ gleich (y,y¥,) werden. Bei dieser 
Wahl der Linien 7 finden wir aber 


(1) . = (Y,Yo¥3), Uo = (Yy Yes), -- +» Un-2 = (YpYn-1Y2), 
Vy = (Yi Ys¥2)> Vo= (YW Ya¥s)s «+ +» Vn—e = (Yi YnYn—r)s 


wihrend alle tibrigen Substitutionen U,;, V; sich auf die Identitiit 
reduciren. Die Substitutionen (1) erzeugen aber, wie leicht zu sehen, 














46 A. Hurwrrz. 


die alternirende Gruppe, woraus die Richtigkeit unserer Behauptung 
folgt. 

Man kann diese Betrachtungen in etwas abindern, indem man 
die Fliche F’ von vornherein als diejenige Fliche einfiihrt, welche 


die Verzweigung des Differenzenproductes | | (Yi — Ye) darstellt. 
izk 

Auch bemerkt man, dass die hypothetische Annahme einer Function y, 

welche wie F' verzweigt ist, hatte vermieden werden kénnen, indem 

die Siitze dieses Paragraphen im Grunde nur rein topologische Be- 


ziehungen der Flichen F und F’ aussprechen. : 
§ 2. 
Der Fall » = 3. 


Wenn jetzt die Fliche F als eine dreiblattrige, also » — 3 voraus- 
gesetzt wird, so sind die Substitutionen U;, V; simmtlich Potenzen 
der cyklischen Substitution 


S = (Y,Yo4s)- 
Daher ist der Lagrange’sche Ausdruck 


(1) e=y, + ay, + a*y,, 

wo «@ eine imaginire dritte Wurzel der Einheit bedeutet, eine auf der 
Fliche F’ unverzweigte Function, welche beim Ueberschreiten einer 
der Linien A;, B; einen Factor a (k = 0, 1, 2) erhilt. Die Function z 
ist also eine Wurzelfunction dritten Grades auf der Flaiche F’. Diese 
Functionen lassen sich aber bekanntlich durch Integrale dritter Gattung 
oder auch durch #-Functionen darstellen*). Wir versuchen die Dar- 
stellung fiir den Fall, in welchem y auf der Fliche F in p + 1 Ver- 
zweigungspunkten @,, @),..-, @+41 einfach unendlich wird. Die Summe 
¥; + ¥2 + ys ist dann eine rationale Function von x, welche nur fiir 


. 1 
% = Ay, M,-+ +) Mp1 und zwar héchstens von der Ordnung = un- 


endlich werden kann und sich daher auf eine Constante reducirt. 


Indem wir y um eine geeignete Constante vermehren, erreichen 
wir, dass 


(2) + Ye + ys = 9 
wird. Das Geschlecht w der zweiblittrigen Fliche F’ ist 
ue >—l—p+l. 


Es mégen nun 
Uy, Ug, s+ oy Ue 





*) Riemann, Theorie der Abel’schen Functionen, Art. 25 und 26. 


— 
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die nach Riemann’s Vorschrift bestimmten Normalintegrale erster 
Gattung der Fliiche F’ bezeichnen, wobei wir die oben angegebene 
Zerschneidung der Fliiche F’ zu Grunde legen. Ferner seien 


u® (k= 1,2,...,p +1) 
die Werthe des Integrales u, in den Verzweigungspunkten 


, : Gy, Ag, +++) Appi, 
und endlich sei 


(3) ; ey -> ul®), 
k 


Die Wurzelfunction (1) drickt sich dann als #-Quotient in der 
Gestalt aus: 


kt ke 
o(x,— €y— g, mt — D440) ~8abo(te—er) 
F(u,—e,) (2 , 





(4) y, tay, +a?y,— Cc: 


wo ¢ eine Constante und g,,..., Ju, 4y,-.., hy Drittel ganzer Zahlen 
bedeuten. 

Auf einem geeigneten Wege, welcher von einer Stelle der Fliche 
zu der entsprechenden Stelle des anderen Blattes fiihrt, werden sich 
y, und y, vertauschen. Gehen dabei gleichzeitig u,,..., %, in 
U;', +++ Ux ber, so erhalten wir aus (4): 


o(u,—e—gai Dik aye) —2)) hvu, — en) 
(5) yy +a’y, + ay, =c- — my aan 
Nun ist bekanntlich 





(6) tty + uy = 2ul) = Qu”... = Qu) = 2a) (v= 1,2,..., 0) 


wo sich das Congruenzzeichen auf die Perioden der Integrale bezieht 


und u\?** den Werth von u, in dem Verzweigungspunkt ap42 be- 
deutet. Ferner kénnen wir 


ptt 

@ e= Sasa 

annehmen*). Aus (6) und (7) folgt: 

(8) Hy — e, = — (wu, — e) — 2(e, — ul?) = — (u, — &), 


Und somit geht die Gleichung (5), da # eine gerade Function ist, 
tiber in: 

*) Vgl. C. Neumann, Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie der Abel’schen 
Integrale (Leipzig 1884) pag. 367, 
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a(u,— ; h 4 
( sd qtanity o%re) ees 
 (u,— ey) ? 

wo a eine dritte Einheitswurzel bezeichnet. 
Aus den Gleichungen (2), (4) und (9) erhalten wir nun y,, y, ¥s 


und zwar kommt, indem wir eine geeignet gewihlte unter diesen 
Griéssen mit y bezeichnen: 


lt ke 
#(«,—4—921-Dhea,e) —2))( v— &y) 
1 1 
-é 


(9) 4+ 2? y+ ays = C-a' - 











(10) = # (u,—e,) 
ue ke 
o(u,— e+ 1,21 +Dh,4,¢) 2 D+ (4 &) 
1 1 
i @ (u,— ¢,) se 


Der Ausdruck (10), welchen wir fiir y gefunden haben, erfiillt 
nun aber auch, wie man sofort iibersieht, alle erforderlichen Be- 
dingungen: er stellt eine dreiwerthige algebraische Function von « 
dar, welche die Punkte a,, a,,..., a zu einfachen Verzweigungs- 
punkten besitzt. 

Die Zahlen 9;, 9, -- + Guy yy ho, -.+ hy kénnen alle Werthe 
der Gestalt 


é 


& &e fz m Ne Nw 
Bert hese Mae Ts h= >) k= Fr , 
erhalten, WO &,.. +; &u,» Mj) +++) %« ganze nicht simmtlich ver- 


schwindende Zahlen bedeuten. Da aber der Ausdruck (10) unveriindert 
bleibt, wenn wir das System (g,) durch (— g, —h) ersetzen, und 
sich nur um einen constanten Factor fndert, wenn eine der Zahlen 
g,h um eine Einheit wichst oder abnimmt, so erhalten wir genau 








verschiedene Functionen y, also in der That gerade so viele, als es 
nach I., § 5 verschiedene dreiblittrige Flichen mit w Verzweigungs- 
punkten giebt. 


§ 3. 
Der Fall » = 4. 


Wir betrachten jetzt den Fall n= 4. Es ist die Aufgabe, eine 
algebraische Function y zu bestimmen, welche wie eine gegebene vier- 
blittrige Fliche F' mit den Verzweigungspunkten a,, @,, ~~. ., Mw ver- 
zweigt ist. Wir werden wieder annehmen, dass die zu bestimmende 
Function y in den Punkten 
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Ayy Agy - + +) Apt (p = S —8) 


von der ersten Ordnung unendlich wird. Bezeichnen wir mit y,, Yo, Y) Y4 
die Werthe, welche y in vier tbereinanderliegenden Punkten der Fliche 
F annimmt, so erfahren die Quadrate der Gréssen 


= 2 =Y, —%— Ye +My 

(1) fy = — Yo t Ys — Ma» 

£3 =; + Y2— Ys — 
bei einem Umlauf um einen der Punkte a,,a@,, ..., @» eine Permu- 
tation, welche in einer Vertauschung zweier jener Quadrate besteht. 
Daher ist 2? wie eine dreiblittrige Fliche F’” mit den einfachen Ver- 
zweigungspunkten @,,@), ..-, @» verzweigt und ¢ selber ist auf der 
Fliche F” eine Wurzelfunction zweiten Grades, welche in den p+ 1 
Verzweigungspunkten a,, @, ..., @p41 von der ersten Ordnung un- 
endlich wird. Das Geschlecht y der Fliiche F” ist gleich p+ 1. 
Bedeuten w,, U,,.. .. Uy Normalintegrale erster Gattung der Fliche 
F’”, so kommt bei geeigneter Bestimmung der Constanten ¢,, ¢,, ..., ey: 


Y Y 
o(u,— 69,25 Dye) —2))49(% 4) 
1 


(2) @=—e,=—c: Fu, —e,) e , 





wo c eine Constante und g,,..., gy, 4,,..., hy Hialften ganzer Zahlen 
bezeichnen, Zur Abkiirzung werde die rechte Seite von (2) gleich 
w(u,) gesetzt, ferner seien ,,.. ., Uy, Uy, ~~ +) Uy, Uy). . 4) Uy’ die 
Werthe der Integrale erster Gattung in iibereinanderliegenden Punkten 
der Ffiche F’”. Dann ergiebt sich, unter Wiederholung der Gleichung (2): 


44> W (Uy), 
(3) £2, = Y(uy), 
2, = y(u, ). 


Da nun ¥, + ¥ + ¥3 + y, eine Constante ist, welche wir gleich 
Null annehmen diirfen, so folgt endlich in Riicksicht auf (1): 


(4) y= = > (¥(ur) + (uw) + ¥(uy"))- 


Man tiberzeugt sich leicht, dass dieser fiir y gefundene Ausdruck 
allen Bedingungen geniigt; d. h. nehmen wir irgend eine an den Stellen 
@,, @y,..+, @» einfach verzweigte dreibliittrige Fliche F’” an und con- 


struiren auf ihr die Function + [bh (uty) + p(u,’) + v(u,”)], so wird 
dieselbe eine algebraische vierwerthige Function sein, welche an den 


Stellen a,, @),..., wo einfach verzweigt ist. Die Anzahl dieser Func- 
Mathematische Annalen, XXXIX. 4 
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tionen kénnen wir nun leicht abzihlen. Die Zahl der dreiblittrigen 
Flachen, welche wir fir F” annehmen koénnen, betrigt 
ee 
2 
Ferner gestatten die in ~(u,) auftretenden Hialften ganzer Zahlen 
Dir++ Gy, Wy, -+-Rhy 22%—1—2”-*— 1 wesentlich verschiedene 
Bestimmungen. Wir erhalten also fiir die gesuchte Anzahl den Werth 


(qv-4 a) 1) (3”-? saci 1) 
A nes A. _iiitioed I 
welcher mit der friiher (1, § 5) bestimmten Zahl der vierblittrigen 
Flichen mit w gegebenen Verzweigungspunkten iibereinstimmt. 


§ 4 
Anschliessende Bemerkungen. 


Die vorstehenden Betrachtungen verdanken ihren Erfolg offenbar 
denselben Thatsachen, welche die algebraische Auflésung der all- 
gemeinen Gleichungen 3. und 4. Grades erméglichen, Aehnliche Be- 
trachtungen lassen sich fiir diejenigen n-blittrigen Flichen anstellen, 
deren Monodromiegruppen besondere EKigenschaften besitzen, worauf 
wir indessen nicht niher eingehen wollen. Es mag nur noch ein 
anderer Umstand hervorgehoben werden, welcher aus den obigen Ent- 
wicklungen hervorgeht. Es ist dieses der Zusammenhang des Problemes, 
die 3- und 4-blittrigen Flichen mit gegebenen einfachen Verzweigungs- 
punkten zu bestimmen, mit der Drei-Theilung der hyperelliptischen 
Functionen. Dieser Zusammenhang ist in einem speciellen Falle auch 
schon in der Literatur hervorgetreten. Handelt es sich um die Auf- 
gabe, die Biischel binarer Formen 4. Grades zu bestimmen, deren 
Discriminante eine gegebene Function (vom 6' Grade in dem Para- 
meter des Biischels) ist, so kommt dies offenbar auf die Bestimmung 
der 4-blittrigen Riemann’schen Flichen vom Geschlecht Null mit ge- 
gebenen Verzweigungspunkten hinaus. Nun lasst sich jene Aufgabe, 
wie Hilbert (l.c.) gezeigt hat, auf ein von Clebsch behandeltes 
Problem*) zuriickfiihren. Das letztere verlangt eine binire Form 
6. Grades in die Gestalt v* — u? zu setzen, wo v und uw Formen 3. 
und 2. Grades bedeuten. C. Jordan bemerkte nun, dass die Gruppen- 
eigenschaften dieses Problemes genau mit denjenigen iibereinstimmen, 
welche das Problem der Drei-Theilung der hyperelliptischen Functionen 


*) Zur Theorie der bin’ren Formen sechster Ordnung und zur Dreitheilung 
der hyperelliptischen Functionen. Mathem. Annalen Bd. 2, pag. 193, Vgl. auch 
Burkhardt: ,,Grundziige einer allgemeinen Systematik der hyperelliptischen 
Functionen I. Ordnung. Nach Vorlesungen von F, Klein.‘* Mathem. Annalen 
Bad. 35, pag. 255. 
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(p = 2) besitzt. Clebsch zeigte sodann auch direct den inneren Zu ° 
sammenhang beider Probleme. Die erwihnten Gruppeneigenschaften 
lassen sich iibrigens, wie wir noch bemerken wollen, auf Grund der 
allgemeinen Sitze des zweiten Theiles vorliegender Arbeit herleiten. 


V. Abschnitt. 
Flichen, welche tiber einer gegebenen Fliiche ausgebreitet sind. 


§ 1. 
Einfihrung und Vergleich von Flichen F', welche iiber einer festen 
Flache ® ausgebreitet sind. 

Die complexe Zahlenebene lisst sich als die einfachste Riemann’sche 
Flache vom Geschlecht Null ansehen. Von diesem Gesichtspunkte aus 
bietet sich sofort eine Verallgemeinerung des Problemes, welches allen 
vorstehenden Entwicklungen zu Grunde liegt. Die Verallgemeinerung 
besteht darin, dass wir nicht mehr nach den Flachen fragen, welche 
iiber der complexen Zahlenebene, sondern nach denjenigen, welche 
iiber einer gegebenen Riemann’schen Flache ausgebreitet sind*), Die 
letztere werde ich in der Folge stets mit ® bezeichnen, ihr Ge- 
schlecht mit p. Die fest gegebene Fliiche ®@ kann man sich entweder 
mehrbliittrig tiber einer complexen Zahlenebene ausgebreitet denken, 
oder auch als eine frei im Raume liegende geschlossene Ringfliche 
mit p Léchern. Man kann noch weiter gehen und die Fliche in 
Gestalt irgend einer zweidimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit 
von (2p + 1)-fachen Zusammenhange annehmen*™). Die Vorstellung 
der Kingfliche ist besonders bequem fiir solche Betrachtungen, welche 
der Analysis situs angehéren, 

Ich gehe nun dazu iiber die oben erwiihnte Verallgemeinerung 
unseres Problemes niiher zu entwickeln. Wir zerschneiden die Fliiche ® 
durch die Riemann’schen Schnitte 

A,, B,, A,, B,, whe A), B, 
in eine einfach zusammenhingende Fiche. Diese Schnitte lassen wir 
siimmtlich in ein und demselben Punkte O der Fliche beginnen und 
endigen. Deuten wir durch die Indices + und — ein Ueberschreiten 
von der negativen auf die positive bez. von der positiven auf die 
negative Seite einer Linie an, so sollen die Schnitte bei einem posi- 
tiven Umlauf um den Punkt O in der Folge 


A} BY Ay By Af BY Ay By ... Af BY Ay By 


*) Vgl. W. Dyck’s in der Kinleitung citirte Abhandlungen. 
**) F. Klein: ,,Neue Beitriige zur Riemann’schen Functionentheorie“, Diese 
Annalen Bd, 21, pag, 141. 


i 
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iiberschritten werden. Es ist dieses dieselbe Wahl der Schnitte, welche 
oben (IV, § 1) bei der hyperelliptischen Fliche F’ in Anwendung kam. 
Auf der Fliche ® seien nun w Punkte 


(1) By, Bq, - + Aw 
gegeben. Wir nehmen an, der Punkt O sei so gewahlt, dass er mit 
keinem dieser w Punkte zusammenfallt und wir verbinden O mit den 
Punkten @,,@,,..., @» durch Schnitte 1,,1,,..., lo, welche weder 
einander noch einem der Schnitte A,;, B; begegnen. Bei einer posi- 
tiven Umkreisung des Punktes O mégen die Schnitte in der Folge 
(2) Git... At BY A,B, ... At Bt A> B; 
iiberschritten werden. Die Flache © sei nach Ausfiihrung aller Schnitte 
in die Fliche * iibergegangen. Die Flaiche ®* ist einfach zusammen- 
hingend, ihre Begrenzung wird von den Ufern der Schnitte 1, A, B 
gebildet. ‘ 

Wir nehmen nun m in einander liegende Exemplare der Fiche 
* an, welche wir in irgend einer Reihenfolge als erstes, zweites, ... 
n'* Blatt bezeichnen. 

Ferner ordnen wir den Linien 


(3) Tes Man = @ Woe Aen By, Ay, BH, ..«, Se, B 
je eine auf nm Elemente beziigliche Substitution 
(4) S,, 8,, al Sw, U;; V3, U,, V;, “Fs Up, V» 


zu und verbinden endlich die » Exemplare * lings der Linien (3) 
derart dass die » Blatter beim Uebertritt von der negativen auf die 
positive Seite einer der Linien (3) gerade die dieser Linie entsprechende 
Substitution (3) erfahren. Die auf diese Weise verbundenen Blatter ®* 
bilden eine »-fach tiber der Fliche ® ausgebreitete Fliiche, welche 


wir mit 
(5) ra(>’ Iny » +) bw, Ay, By, «. 4 Ap, By 

S,, 8, ory Sw, U;, V;, @ 0% Up, V, 
bezeichnen. Damit diese Fliche in sich geschlossen sei (aus einem 
Stiicke bestehe) legen wir den Substitutionen (4) die Bedingung auf, 
eine transitive Gruppe zu erzeugen, welch’ letztere die Monodromie- 
gruppe von F’ in Riicksicht auf ® heisst. Damit ferner nur die Punkte 
@,, @,.+-+, @» nicht aber der Punkt O Verzweigungspunkte von F 


werden, beschriinken wir die Wahl der Substitutionen (4) weiter durch 
die Festsetzung, dass 


(6) S,8,...8.U,V,Ur' Vi" U,V,U;' Ve"... Up Vp U,' V,* = 1 
sein soll. 


Ziehen wir auf der Fliche ® von einem Punkte A aus, welcher 
VON @,, @,,..-, @» verschieden ist, irgend eine nach A zuriickkebrende 
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und die Punkte a,, a,,..-) @ vermeidende Linie Z, so werden nach 
Durchlaufung dieser Linie die Blatter von F eine gewisse Substitution 
S erfahren haben. (Die Gesammtheit der Substitutionen S bildet die 
oben erwihnte Monodromiegruppe von F’.) Aendern wir nun, unter 
Festhaltung der Punkte a,, a,,...,@», den Punkt O, die durch ihn 
laufenden Linien (3) und die Substitutionen (4), und sei F”’ die zu 
den abgeiinderten Elementen gehérige Fliche. Wir erachten dann die 
Flichen F und F’ als nicht von einander verschieden, wenn jeder in 
A beginnenden und endigenden Linie Z riicksichtlich F’ dieselbe Sub- 
stitution S entspricht, wie riicksichtlich F’, oder wenn doch dieser 
Umstand durch eine zweckmissige Abinderung der Numerirung der 
Blatter von J’ erreicht werden kann. 

Diese Definition ist, wie man leicht sieht, von der Wahl des 
Punktes A unabhingig. 


§ 2. 
Berechnung des Geschlechts der Flachen F. 


Betrachten wir die im vorigen Paragraphen erklirte Fliche F, so 
legen wir jedem ihrer Verzweigungspunkte, z. B. dem Punkte a;, wie 
iiblich eine bestimmte Multiplicitit bei. Wenn nimlich ¢ die Zahl 
der Cyklen der Substitution S; bedeutet, so heisst der Verzweigungs- 
punkt a; von der Multiplicitit »—c, Auf der Fliiche F’ findet sich 
der Punkt a; dann c;-mal wieder, wihrend jeder andere Punkt von ® 
auf der Fliche F genau n-mal erscheint. 

Die Anzahl 


(1) w= >'n—«) 


i=1 
heisst die Zahl der einfachen Verzweigungen der Fliche F. 
Ihrer Entstehung gemiiss triigt die Fliche F eine Eintheilung in 
f=n 
einfach zusammenhingende Gebiete, von denen jedes einzelne ein 
Exemplar der Flache * ist. Die Ecken dieser Gebietseintheilung 
werden von den Punkten a; und den Punkten O gebildet, ihre Anzahl 


betrigt also 
e P G+ n. 


Die Anzahl der Kanten der Gebietseintheilung findet man leicht 
gleich 
k—=n-w-+t 2pn. 


Nun ist nach dem verallgemeinerten Euler’schen Satze 


e+f=—k+2—2P, 
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wo P das Geschlecht der Fliche F bedeutet. Berechnen wir aus den: 
vorstehenden Gleichungen P, so erhalten wir das fesultat: 


»Das Geschlecht P der Fliiche F besitzt den Werth: 
(2) P= > W+n(p—1)+1, 


wo W die Zahl der einfachen Verzweigungen, n die Blitterzahl von 
F und p das Geschlecht der Fliche ® bedeutet. 


§ 3. 
Das verallgemeinerte Problem und seine Monodromiegruppe. 
Das verallgemeinerte Problem lautet nun so: 


Gegeben sind eine Riemann’sche Fliche ® und auf derselben 
w Punkte a,, @,,..-; Go. Man soll diejenigen Riemann’schen F'lichen 
bestimmen, welche n-blittrig iiber der Fliche © ausgebreitet und an 
den Stellen a,, @,, +. +) Aw verzweigt sind. 

Die zu bestimmenden Flichen sind nach dem Vorhergehenden 
einzeln zugeordnet den Systemen von w + 2p Substitutionen 


(1) Bag Bay - +p Mag Tye Far Tos Vor. - 9 Tos Vos 
welche mit » Elementen gebildet sind und folgenden Bedingungen 
geniigen: 
1) Die von den Substitutionen (1) erzeugte Gruppe ist transitiv. 
2) Die Substitutionen befriedigen die Gleichung 


(2) S,S,...8.U,V,0;'Vi"*...U,V,U,' V>' = 1. 


Dabei sind zwei Systeme (1) als nicht verschieden zu erachten, 
wenn das eine durch Transformation (Umnumerirung der n Elemente) 
aus dem anderen abgeleitet werden kann. 

Ist das Geschlecht p der Fliiche ® gleich Null, so kommen wir 
auf unser friiheres Problem zuriick, 

Um die Monodromiegruppe des verallgemeinerten Problemes zu 
erhalten, denke man sich die 3p — 3*) Moduln der Fliche ® und 
zugleich die Stellen a,,a,,...,@» von irgend einer Anfangslage aus 
stetig in Bewegung gesetzt und in die Anfangslage zuriickgefiihrt. In 
jedem Stadium der Bewegung miissen jedoch die Stellen a,, a,.,..., dy 
von einander getrennt und die Flaiche ® irreducibel bleiben. Ver- 
folgen wir wahrend der Bewegung die Aenderung der Fliichen F, so 
werden die letzteren nur eine Vertauschung erfahren haben, wenn die 
Anfangslage wieder erreicht ist. Die Gesammtheit dieser Vertauschungen 


*) Diese Zahl ist bekanntlich fiir p= 0 durch 0 und fiir p=1 durch 1 zu 
ersetzen. 











Riemann’sche Flichen mit gegebenen Verzweigungspunkten. 55 


bildet die in Rede stehende Monodromiegruppe. Nun werden bei der 
Bewegung fiir eine bestimmte Fliche F’ sich nur die Linien. J,, 1,, ..., le, 
A,,..., B, nach und nach findern, nicht aber die zugehérigen Sub- 
stitutionen S,, S,,...,S., U,,..., Vp. Also folgt: 
Eine Substitution der Monodromiegruppe unseres Problemes ersetet 
die Fliche 
re ( L, & +.4 & ay. +e, 4 


B,, Ba, . « Mes Dye Vis >> 0 Gey Fe 
durch die Fliche 


re e ree ae een Po 
8 Bey Ges Vas ss G, Fer” 
wo l', A’, B’ irgend ein denselben Bedingungen, wie 1, A, B ge- 
niigendes Liniensystem bedeutet. 

Man wird alle Substitutionen der Monodromiegruppe erhalten, 
wenn man fiir 1’, A’, B’ nach und nach alle méglichen jenen Be- 
dingungen geniigenden Liniensysteme wihlt. 

Das verallgemeinerte Problem kann offenbar dadurch specialisirt 
werden, dass man die Art der Verzweigung an den Punkten a,, ay, ..., dw 
vorschreibt, oder allgemeiner dadurch, dass man den Substitutionen 
S,,8,, +++ So, Uy, Vy,.... Up, Vp gewisse beschriinkende Bedingungen 
auferlegt. Derartige Specialisirungen sind schon durch den Umstand an- 
gezeigt, dass das verallgemeinerte Problem im Allgemeinen reducibel ist. 


§ 4. 
Unverzweigte Flichen und Functionen. 


In diesem und den folgenden Paragraphen will ich den besonderen 
Fall betrachten, in welchem die Punkte a,, a,,...,@, in Fortfall 
kommen, so dass es sich um n-blittrige Flachen 


Fe ing By, «++ Ap, Bp 
U,, Vi,» ++ Up, Vp 


handelt, welche auf der gegebenen Fliiche ® unverzweigt sind. Diese 
Flichen erscheinen von besonderem Interesse, weil sie den Fliichen © 
von héherem Geschlecht eigenthiimlich sind und berufen sein diirften, 
in dem Aufbau der einfachsten automorphen Functionen*) eine wichtige 
Rolle zu spielen. 

*) Ich schliesse mich in der Bezeichnung den neusten Publicationen von 
F. Klein an. Siehe: ,,Zur Theorie der Lamé’schen Functionen“. Gittinger 
Nachrichten vom 1. Marz 1890. Ferner: ,,Ueber Normirung der linearen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung.‘‘ Diese Annalen, Bd. 38, 1, und die von 


Herrn Fricke herausgegebenen ,,Vorlesungen iiber elliptische Modulfunctionen“ 
(Leipzig 1890) Bd, I, pag. 763, 
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Wir bezeichnen wie friiher mit * die einfach zusammenhingende 
Fliche, welche aus ® durch Ausfiihrung der Schnitte A, B hervor- 
geht. Die Flache F besteht aus » iibereinanderliegenden Exemplaren 
®*, welche lings der Linien A, B den Substitutionen U, V ent- 
sprechend verbunden sind. Bedeutet y eine algebraische eindeutige 
Function des Ortes auf der Fliche F und sind y,, y,,..., Y. die im 
Allgemeinen von einander verschiedenen Werthe, welche y in n iiber- 
einanderliegenden Punkten von F annimmt, so lasst sich jeder der 
n Werthe y,, ¥.,-.-) Yn eindeutig iiber die Fliche * fortsetzen, und 
der Werthevorrath der Function y erscheint dann in n eindeutige 
Zweige zerlegt. Die letzteren erfahren beim Ueberschreiten der Linien 
A,B die Vertauschungen U, V. Die Bestimmung der Flichen F ist 
also gleichbedeutend mit der Bestimmung der auf der Fliche 9 n- 
werthigen algebraischen unverzweigten Functionen. Ist das Geschlecht 
der Fliche ® gleich 1, so werden alle diese Functionen durch die 
Theorie der Transformation der elliptischen Functionen geliefert, und 
der Fall p=1 kann daher als vollstindig erledigt betrachtet und 
weiterhin bei Seite gelassen werden. Fiir ein beliebiges p hat man in 
der Theorie der Abel’schen Functionen eine besondere Art algebraischer 
unverzweigter Functionen, nimlich die Wurzelfunctionen betrachtet. 
Ich werde weiterhin die Stellung dieser besonderen Functionen unter 
den allgemeinen unverzweigten Functionen niher charakterisiren. Zu- 
vor mége der Fall m = 2, welcher sich leicht und vollstindig er- 
ledigen lisst, kurz besprochen werden, 


»§ 5. 
Bestimmung aller zweiwerthigen unverzweigten algebraischen 
Functionen. 

Es handelt sich um die Bestimmung aller Flichen F, welche 
zweiblattrig und unverzweigt tiber einer gegebenen Flache © vom Ge- 
schlecht p ausgebreitet sind. 

Diese Flichen sind nach Festlegung der Schnitte A,B einzeln 
zugeordnet den Systemen von 2p Substitutionen U,, V,,..., Up, Vo, 
welche mit zwei Elementen gebildet sind, die Gleichung 


(1) U,V, Ur' Vi"... Up Vp Up’ Vp’ = 1 
befriedigen und eine transitive Gruppe erzeugen. Sind 1, 2 die 
beiden Elemente, so giebt es nur die beiden Substitutionen 

S, = (1) (2), S, = (12) 
und offenbar diirfen wir fiir U,;, V; nach Willkiir die eine oder die 
andere dieser Substitutionen wihlen. Nur der eine Fall, in welchem 


U,, Vi, -.+4 Up, Vp saimmtlich mit S, identificirt werden, ist aus- 
zuschliessen. 





— 











————————————————— 
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Die Anzahl der Flichen F betriigt daher 2*” — 1.*) 

Es gelingt auch leicht die zu diesen Fliaichen gehérenden alge- 
braischen Functionen zu bestimmen, Sei F eine bestimmte jener 
2% — 1 Flichen, ferner y eine eindeutige algebraische Function des 
Ortes auf J’ und seien y,, y, die beiden auf * eindeutigen Zweige 
der Function y. Die Function y, — y, nimmt dann beim Ueber- 
schreiten eines der Schnitte A, B den Factor 1 oder —1 auf, ist 
also eine Wurzelfunction zweiten Grades. Die Summe y, + y, ist 
eine eindeutige algebraische Function des Ortes auf der Fiiiche %. 
Bilden wir nun, unter Anwendung der bekannten Riemann’schen Be- 
zeichnungen, fiir die Fliche © den #-Quotienten 


(2) Y= (Gis Gor +++» Gos My, Igy «+ y hp) 
O(u,—e, — g, xt — Sh,2,. 2 Shy (Hy ey) 
_————<— 7 
WO 91,+++)Gp, 1y,--+) hp, Hilften ganzer Zahlen bedeuten, so ist 
Yi + % =2R,, y, —y. = 2vR, und folglich wird 
(3) y= Rh +0-R, 


der allgemeine Ausdruck einer auf F eindeutigen algebraischen Function 
sein. Dabei bezeichnen R,, R, eindeutige algebraische Functionen der 
Fliche ©. Wir erhalten die 2?” — 1 verschiedenen Flichen F’, indem 
wir fiir (g,,- ++) Gp» hy, ++ + hp) mach und nach alle méglichen 
wesentlich verschiedenen Systeme von Hilften ganzer Zahlen wiihlen. 
Uebrigens leuchtet ein, dass die einzelne Flaiche F schon durch die 
Function 
(3’) Y = V(91>Jor+ + +9 Ips My Ray». oy hp) 
vollstiindig definirt werden kann**). 

Die Falle » = 3 und n= 4 lassen sich nach der Methode des 
vorigen Abschnittes ebenfalls erledigen, worauf ich indessen hier nicht 
naher eingele. 





*) Vgl. wegen des Falles p=2: W.Dyck: ,,Ueber Aufstellung und Unter- 
suchung von Gruppe und Irrationalitét regulirer Riemann’scher Flachen“. Diese 
Annalen Bd. 17, pag. 493. 


**) Die zweiblittrigen Flichen lassen offenbar siimmilich eine eindeutige 
Transformation in sich von der Periode 2 zu und fallen also unter die Flichen, 
welche ich in der Arbeit: ,,Ueber diejenigen algebraischen Gebilde, welche ein- 
deutige Transformationen in sich zulassen‘‘ (Géttinger Nachrichten vom 5. Februar 
1887 oder diese Annalen, Bd. 32) untersucht habe, Ich benutze die Gelegenheit, 
hier ein Citat auf eine mir spiiter bekannt gewordene Notiz des Herrn 8. Kantor 
nachzutragen, welche dieselben Gebilde betrifft. Dieselbe ist betitelt: ,,Sur une 
théorie des courbes et des surfaces admettant des correspondances univoques“ 
und findet sich in den Comptes Rendus de l’Académie des sciences, Bd. 100, 
pag. 343— 345. 





; 
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§ 6. 


Die unverzweigten algebraischen Functionen, welche sich auf 
geschlossenen Wegen linear substituiren. 


Es mége nun noch eine besondere Art von unverzweigten Func- 
tionen hervorgehoben werden, zu welcher als die einfachsten die 
Wurzelfunctionen gehéren. Wir wollen diejenigen auf der Fliche ® 
unverzweigten Functionen betrachten, deren » eindeutig iiber * aus- 
gebreiteten Zweige lineare (ganze oder gebrochene) Functionen von 
einander sind, Die linearen Functionen, welche die » Zweige durch 
einen derselben darstellen, bilden offenbar eine Gruppe. Nun kennt 
man aber nach den Untersuchungen von F. Klein alle Gruppen 
linearer Functionen*). Diese sind, wenn wir in einander trausformir- 
bare Gruppen als nicht verschieden erachten : 

2ika 

1) Die cyklischen Gruppen: y =e” y (k=O, 1,..., m—1). 

2ikn <n 

2) Die Diedergruppen: y=e " y, y =— ~ 
3) Die Tetraedergruppe. 

4) Die Octaedergruppe. 


5) Die Icosaedergruppe. 


Den cyklischen Gruppen entsprechen die Wurzelfunctionen. Letztere 
existiren auf allen Flichen ©, deren Geschlecht grésser ist als Null, 
und es ist bekanntlich leicht, den allgemeinen Ausdruck dieser Func- 
tionen durch #-Functionen anzugeben. Unverzweigte Functionen, 
welche den tibrigen Gruppen entsprechen, existiren nur auf denjenigen 
Flichen ®, deren Geschlecht p grésser als Eins ist. Auszunehmen ist 
die Diedergruppe » = 2 (Vierergruppe in der Bezeichnung des Herrn 
Klein), welcher auch fiir p—=1 unverzweigte Functionen entsprechen.**) 

Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten wir eine auf der 
Fliche ® unverzweigte Flache 


a co B,, ..+5 Ap, 4 

Uy, Vi, +++) Upy Vp?’ 
und nehmen an, dass eine auf F eindeutige algebraische Function 
einer der genannten Gruppen entspricht. Auf diese Gruppe @ ist 
dann die durch U,, V,,..., Up, Vp erzeugte Vertauschungsgruppe 


*) F. Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder (Leipzig 1884) pag. 115 ff. 
Die Substitutionen der Tetraeder-, Oktaeder-, Ikosaedergruppe, welche ich im 
Texte der Kiirze halber nicht angebe, findet man auf pag. 42 und 43 des ge- 
nannten Werkes. 


**) Man vergleiche fiir den Fall p=—1 eine Note von E, Picard in den 
Comptes Rendus, Bd. 90, pag. 1479. 





Riemann’sche Flichen mit gegebenen Verzweigungspunkten. 59 


isomorph bezogen. Wenn nun p = 1 ist, so besteht diese Ver- 
tauschungsgruppe wegen der Relation 
U,V,Ur' Vr'=1 oder U,V,—V,0, 

aus lauter mit einander permutablen Substitutionen. Folglich miissen 
auch alle Substitutionen der Gruppe G mit einander permutabel sein. 
Daher kann G nur eine cyklische Gruppe oder die Diedergruppe n = 2 
sein. Auf den Flichen ® vom Geschlecht p= 1 kénnen also in der 
That nur diesen Gruppen unverzweigte Functionen entsprechen. 

Was ‘nun den Nachweis der Existenz von unverzweigten Functionen 
betrifft, welche den oben aufgeziihlten Gruppen entsprechen, so mége 
es geniigen einen besonderen Fall zu betrachten. Man wird leicht er- 
kennen, dass die in diesem Falle befolgte Methode, sich sofort auf 
den allgemeinsten Fall tibertragen lisst.*) 

Gegeben sei eine Riemann’sche Fliiche ® vom Geschlecht 2. Es 
soll auf dieser Fliiche eine sechzig-werthige unverzweigte algebraische 
Function bestimmt werden, deren sechzig in einem Punkte von ® statt- 
findenden Werthe durch die sechzig Icosaedersubstitutionen mit cinander 
zusammenhdngen. 

Wir bezeichnen mit 
(1)  & (¢=1,2,..., 120) 
die 120 homogenen Icosaedersubstitutionen, mit z, und z, die homo- 
genen Variabeln, auf welche sich die Substitutionen beziehen, Ferner 
bilden wir eine Vertauschungsgruppe bei n Elementen 
(2) T,; (i= 1,2,..., 120), 
welche der Gruppe der Substitutionen §; isomorph ist. Eine solche 
Vertauschungsgruppe und zwar bei » = 120 Elementen erhilt man 
z. B., wenn man die Symbole S; als Elemente auffasst und nun jeder 
Icosaedersubstitution S; die durch die Reihenfolge S,S;(¢—1,2,..., 120) 
angegebene Vertauschung der Symbole S; zuordnet. Wir nehmen jetzt 
aus der Gruppe (2) irgend vier Substitutionen U,, V,, U,, V, heraus, 
welche der Bedingung geniigen, dass sie die ganze Gruppe erzeugen 
und die Gleichung 

U,V, Ur’ Vi" U,V, Us Ve* = 1 
befriedigen. Dies ist offenbar méglich. Denn die Gruppe (1) und 
folglich auch die Gruppe (2) lasst sich schon durch zwei geeignet ge- 
wihlte Substitutionen erzeugen. Sind 7, , 7's zwei solche Substitutionen, 
so gentigt es 


U,=—T., V,=1, U,=T3, V,=1 


zu setzen. 


*) Dieselbe Methode ist auch auf den Fall verzweigter Flachen anwendbar. 
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Dies vorausgeschickt breiten wir tiber der Fliche ® die n-blattrige 


Flache 
PF (> B,, A,, >) 
~ Ui, Vay Uns Ve 
aus und bezeichnen mit y,, Y.,.. +) Yn die m Werthe, welche eine auf 
F eindeutige algebraische Function in einem Punkte der Flaiche ® 
besitzt. Beschreibt der letztere Punkt auf der Fliche ® alle méglichen 
geschlossenen Wege, so erfahren dabei y,, 2, ..., Yn die Vertauschungen 
der Gruppe (2). Da nun die Gruppen (2) und (1) isomorph sind, so 
kann man nach einem Satze des Herrn Klein*) zwei homogene 
Functionen 
Z, = Pi (Vir Yar+ +r Ym)> Zp = Pa(Yys Yoo + + +» Yn) 
bilden, welche bei einer Vertauschung 7; der Groéssen y,, y,, 


genau dieselbe lineare Substitution erfahren, wie 2,, 2, bei Sj. 
Demgemiss ist 


+ +9 Yn 


4 Pi (Yar Yas ++ +9 Yn) 

Zs red 2(Y> Ya, - “4 Y,) 

eine algebraische sechzig-werthige unverzweigte Function auf der 
Flache ®, welche den gestellten Bedingungen geniigt. 








Kénigsberg i. Pr., den 27. Januar 1891. _ 


*) ,,Ueber die Auflésuwg gewisser Gleichungen vom siebenten und achten 
Grade.“ Diese Annalen, Bd, 15, pag. 263 ff. 
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Weitere Untersuchungen tiber automorphe Gruppen solcher 
linearen Substitutionen einer Variabelen, deren Coefficienten 
Quadratwurzeln ganzer Zahlen enthalten. 


(Mit einer Figurentafel). 
Von 


Rosert Fricke in Berlin. 


In meiner vorigen Arbeit*) habe ich eine gewisse Classe von Substi- 
tutionsgruppen auf arithmetischem Wege definirt, die in der complexen 
Ebene durchgehends einen endlichen Fundamentalbereich hatten. Die 
betreffenden Substitutionscoefficienten waren rational aus der Quadrat- 
wurzel einer ganzen Zahl q aufgebaut; und es war qg aus Zweckmiissig- 
keitsgriinden als positive Primzahl der Form (4h-+ 3) angenommen. 
Das damals zur Definition der Gruppen benutzte Princip lisst sich nun 
leicht noch um einen Schritt verallgemeinern, und zwar derart, dass 
die Substitutionscoefficienten der einzelnen Gruppe rational aus zwei 


verschiedenen Quadratwurzeln /q, Vr aufgebaut sind**), Wie die Sub- 
stitutionscoefficienten des niiheren gestaltet sein sollen, werde ich in 
einem ersten Theile der vorliegenden Arbeit auseinandersetzen; des 
leichten Ueberblicks halber wird r als positive oder negative Primzahl 
der Gestalt (4h + 1) vorausgesetzt. Ueberdem aber werden wir nach 
dieser Beschrinkung nur zu Gruppen ohne parabolische Substitutionen 
gelangen, die also durch keine Transformation mit der Modulgruppe 
commensurabel werden kénnen, Im weiteren soll es sich um die An- 
wendung der in Rede stehenden Gruppen auf die arithmetische Theorie 
gewisser binirer quadratischer Formen handeln, wie eine solche An- 
wendung der Modulgruppe auf die ganzzahligen biniren quadratischen 
Formen der iiberkommenen Zahlentheorie in der Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen ihre Durchbildung gefunden hat. ***) 


*) Bd. XXXVIII der Annalen, p. 461. 

**) Auf diese Verallgemeinerung bin ich durch eine Bemerkung des Herrn 
Bianchi aufmerksam geworden, mit dem ich iiber die gruppentheoretischen 
Gegenstiinde des Textes letzthin eine lebhafte Correspondenz hatte. 

***) Die letztgemeinte Anwendung ist zu einem ersten ‘Theile in Band I der 
»Vorlesungen iiber die Modulfunctionen“, Abschnitt Il, Capitel 3 zur Darstellung 
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I. 
Substitutionsgruppen und Fundamentalpolygone. 
1. 
Einfiihrung der zu betrachtenden Gruppen. 


Man verstehe unter a, b,c, d irgend welche ganze Zahlen, unter 

q und r aber, wie schon einleitend bemerkt, Primzahlen der Form 

=4h—1, r=—4h+1, von denen die erstere positiv sein soll. 

Man bilde daraufhin alle linear-gebrochenen Substitutionen der Variabelen 
@, welche wir abgekiirzt in der Gestalt: 





a+bVq cVr+aVrq 
2 2 


(1) S= a’—qb?+re—qrd=—4 


-eVr+aVrq = a—bVq |’ 
2 ’ 2 


schreiben, und die also durchgehends die Determinante 1 haben sollen. 
Zufolge dieser letzten Bedingung werden bei den iiber g und r gemachten 
Voraussetzungen die vier Zahlen a, b, c, d entweder durchgehends un- 
gerade oder gerade ausfallen. Hieraus folgt, dass bei Combination 
zweier Substitutionen S der zuniichst in den Coefficienten der neuen 
Substitution auftretende Nenner 4 sich stets auf 2 oder 1 kiirzt: Die 
Substitutionen S bilden sonach in ihrer Gesammtheit eine Gruppe, die 
wir als TY" beseichnen wollen. 

Es giebt eine Reihe von Gruppen, in denen F{"” eine ausgezeich- 
nete Untergruppe von endlichem Index ist, und es ist unser nichstes 
Ziel, bis zur umfassendsten Gruppe dieser Art vorzudringen, Zu dem 
Ende reihen wir zuvérderst die Substitutionen der Determinante 1: 


a+bVq cVr+aVar 
—_<  e 


eVr—aVqr —a+bdVq 
2 ’ 2 


(2) T= , @—gqv’+re—qrd@’=—4 


an, bei denen also wieder a, b, c, d zugleich gerade oder ungerade 
sind, Ebendeshalb beweist man leicht, dass zwei Substitutionen 7 
combinirt stets ein S liefern, dass aber S7' oder auch 7’S stets eine 
Substitution 7’ ist. Es folgt: Die Gesammtheit der Substitutionen S, T 


gebracht; die tiefer gehenden Ausfiihrungen, welche namentlich auf der Ver- 
wendung der Transformationstheorie und insbesondere der Modulargleichungen 
beruhen, habe ich neuerdings fiir den zweiten Band der genannten Vorlesungen 
redigirt [Februar 1891). 








(6) 5, T= aa 
4 aatvlg | Vr—aVar 
2 ? 


= 2 
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bildet eine Gruppe TS”, in der TY” ausgezeichnet vom Index ewei ent- 
halten ist. 


Es reihen sich die zwei weiteren Arten von Substitutionen der 
Determinante 1 an: 


a+bVq cVr+aVqr 


(3) U= re oe ” , @—q’+re—qrd=—2, 
—cVr+aVqr a—bVq 
V2 ; Vez 
a+bVq cVr+d Var 
(4) V= _ ae ” _ |, @-q?+re—qr?’=—2. 
cVr—aVqr —a+bVq 
V2 ’ V2 


Hier werden unter den vier bei der einzelnen Substitution zur Geltung 
kommenden Zahlen a, b,c, d offenbar immer zwei gerade, die beiden 
andern ungerade sein. Man muss dies beriicksichtigen, um_betreffs 
der vier definirten Arten von Substitutionen folgende allgemeine Regeln 
zu belegen: Combinirt man ein S mit einer Substitution einer der drei 
Arten TJ, U, V, so entspringt eine Substitution der niimlichen Art, 
und zwar unabhiingig von der Reihenfolge der Combination; combinirt 
man irgend zwei Substitutionen derselben Art, so entspringt stets eine 
Substitution S; combinirt man endlich zwei Substitutionen aus zwei 
verschiedenen der drei Reihen 7, U, V, so entspringt eine Substitution 
der dritten Reihe. Es folgt: Die gesammten Operationen S, T, U, V 
bilden eine Gruppe ["”, in welcher F*” eine ausgezeichnete Untergruppe 
des Index vier ist; jene erstere Gruppe reducirt sich beziiglich der letzteren 
auf eine Vierergruppe. 

Ist y = 1, so kommen wir hier iiberall auf die Resultate meiner 
vorigen Arbeit zuriick. Ist r > 1, so bemerke man, dass sich die 
Operation ¢(@) = = in der [, noch nicht findet; gleichwohl ist leicht 
deutlich, dass bei Transformation der einzelnen Substitution (1) bis (4) 
vermége ¢ nichts anderes als Zeichenwechsel der beiden Zahlen b und d 
eintritt. [, ist sonach mit ¢ vertauschbar, und eben deshalb wird diese 
Gruppe durch Zusatz von t zu einer Gruppe ['*”) erweitert, in welcher 
ri” eine ausgezeichnete Untergruppe des Index 8 ist. Diese [” um- 


fasst neben den S, 7’, U, V noch die vier weiteren Arten von Sub- 
stitutionen der Determinante 1: 





cVr+aVqr a+bVq 
2 2 


a’? —qb?+re—qrd = + 4, 


© 
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Vr+dVqr a+bVq 
_ v2 , v2 

4 —a+bVq cVr —aVqr 
a a V2 ? annie V2 
wobei sich unter den doppelten Vorzeichen die oberen stets auf S’, U’, 
die unteren auf 7”, V’ beziehen. Da eine Operation S, 7’, U, V durch 
t stets in eine Operation derselben Art transformirt wird, so muss 
irgend eine der Substitutionen (5), (6) mit einer ihr gleichartigen Sub- 
stitution combinirt, stets ein S liefern. Demgemiiss wird sich [” 
beztiglich der F{*” auf eine endliche G, reduciren, die neben der 
Identitit noch sieben Operationen der Periode zwei besitzt. Nebenher 
ziehen wir daraus auf Grund bekannter Sitze den Schluss, dass {” 
niemals zum Geschlechte p = 0 gehéren kann; dagegen giebt es bei 
p = 1 eine Gruppe G, der fraglichen Structur. 

Ist r eine negative Zahl, so muss man an Stelle von ¢ die Sub- 
stitution t'(@) = a zur Anwendung bringen und findet alsdann villig 


entsprechende Verhialtnisse. Es sind fiir diesen Fall iibrigens die 

zweiten und dritten Coefficienten der Substitutionen durchweg rein 
} imaginaére Zahlen; inzwischen kommt man einfach durch Ausiibung 

der Transformation s(@) =i auf Substitutionen mit lauter reellen 
Coefficienten zuriick. Es mag geniigen, wenn wir unsere Besprechung 
allenthalben auf den Fall x > 0 einschranken. 

Alle bislang betrachteten Gruppen sind der Erweiterung durch die 
Spiegelung A() = — @ an der imaginiéren Axe fahig. Wir gelangen 
so insbesondere von f*”) aus zu einer erweiterten Gruppe [””, welches 
die umfassendste Gruppe ist, zu der wir in der bisherigen Weise iiber- 
haupt vordringen kénnen. Wenigstens darf man behaupten, dass ["” 
allgemein nicht mehr eine ausgezeichnete Untergruppe in einer noch um- 
fassenderen Gruppe linearer Substitutionen ist; man wird dies in den 
weiter unten zu betrachtenden Kinzelfillen unmittelbar aus der Ge- 
staltung der Fundamentalbereiche wahrnehmen. 





(6) U'»,V'= 


, &—gqb’+re—gqrd =+2, 





2. 
Periodicitat der Substitutionen der Gruppe fF”. 


Die Periodicitiit einer Substitution erster Art der Grappe fF” 
hingt bekanntermassen einzig von der Summe o ihres ersten und 
vierten Coefficienten ab. Ist diese Zahl 6 ihrem absoluten Werthe nach 
grésser als zwei, so liegt eine hyperbolische Substitution vor. Es giebt 
deren in unserer Gruppe [” eine grosse Mannigfaltigkeit, deren 

Mathematische Annalen. XXXIX. 5 
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nahere Betrachtung wir indessen an dieser Stelle nicht unternehmen 
kénnen. Die Summe 6 = + 2 zeigt eine parabolische Substitution an; 
soll aber eine derartige iiberhaupt innerhalb [*” vorkommen, so muss 
es auch parabolische Substitutionen S geben. Hine solche miisste a = 2 
haben, wiahrend b, c, d der Gleichung qb? — rc? + qrd? = 0 geniigen. 
Soll diese Gleichung eine ganzzahlige Lésung haben, so muss b durch r, 
e aber durch qg theilbar sein. Schreiben wir demgemiiss } = byr, 
¢ = ¢,q, so kommt: 

rb? —qe’?+ a =—0; 
nach bekannten Sitzen ist indes diese Gleichung nur dann ganzzahlig 
lésbar , wenn zugleich die beiden Bedingungen 


@-+1 G=--@=+! 
bestehen, was man vermége des EE der quadratischen 
Reste sogleich als unméglich beweist. Hiernach kommen parabolische 
Substitutionen in der Gruppe T” diberhaupt nicht vor. 

Fiir die elliptischen Substitutionen der [®” bleiben die Werthe 
o=+Y3, +/2, +1, 0 iibrig; der Fall + /2 tritt indes nur bei 
den Substitutionen U, der Fall +1 nur bei den S und endlich 
6 = + /3 allein im Specialfall g = 3 bei den 7 auf. Um mit letzterem 
Fall zu beginnen, so haben wir also in der [” Substitutionen: 

1) Ty: @+re—SrP@—m—1, a= Viena’ 

und zwar fiir jede ganzzahlige Lisung (a, c, d) der neben 7, ge- 
schriebenen Gleichung; die Zahl b ist gleich + 1 zu nehmen, und a, 
giebt die beiden Fixpunkte, welche der elliptischen Substitution 7’, in 


der w-Ebene zukommen. Fiir die elliptischen Substitutionen der Periode 
vier reihen wir sogleich das nachfolgende Schema an: 


—vV4q 

(2) U,: —qg?+re—qr?@=1, a= Vile Wile save)’ (3 )=1; 1; 
es ist fiir sie a—-+ 1, und iibrigens muss g offenbar quadratischer 
Rest von r sein, falls Substitutionen U, auftreten sollen. Es folgt 
fiir die S, mit a=—-+ 1: 

Gt i ae ae  S 
(3) S;: q@e+re—qat=3, wm Vile —aVi) 
Im Falle g = 3 sind die Substitutionen 7, und S, einander eindeutig 
zugeordnet, indem stets 7? — 8, wird; ist g > 3, so hat man als 
Bedingung fiir das Auftreten von Substitutionen S,: 


(4) )-G@) O--@, 


see STEMS 


4 
4 
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so dass insbesondere g und r einander nicht modulo 3 congruent sein 
kénnen. : 

Dem Bisherigen gegeniiber ist die Anzahl verschiedener Arten 
elliptischer Substitutionen der Periode zwei eine sehr viel gréssere. 
Es erfordert ¢ — 0 offenbar, dass eine der vier Zahlen a, b, c, d mit 
Null identisch sei, und dabei liefern fiir a—0 die S und J, fiir 
b=0 die T und V u. s. w. elliptische Substitutionen der Periode 
zwei. Wir werden hier gleich wieder die Resultate einer leichten 
Zwischenbetrachtung wie bisher tibersichtlich zusammenstellen: 








ol : 
8S,: —qP+re—qra =+ 4, oy pee, 
5) a=0 

. 24 re —bVq+ibe 
a eee iS ee 
Ze? a+tre—qr@=—4, a= a2 —_ 

(6) b=0 gg 
Vy: e+re—qr@=—2, a= eG aVa , 

ssi qd 
S,': a—qbv?—gqrd =+ 4, oO, = aren ; 
seme aVar +iV2 
Uy: a’—qb?—qrd =-+ 2, my ’ 

Ti: ghee 4, oy = ae, 

a-— 

(8) d=0 we _ 
Vy: ve—gb+re —— 2, oy 





Klementare Betrachtungen iiber quadratische Reste lehren, dass Sub- 
stitutionen S, héchstens dann eintreten kénnen, wenn r Rest von q 
ist, dass sich Substitutionen V, jedenfalls nur fiir r = 8h + 1 finden 
kénnen u. s. w. 

Die Operationen zweiter Art der erweiterten [" sind SA, 7A, 
UA etc. In der einzelnen Substitution dieser Art werden wir stets 
und nur dann eine Spiegelung besitzen, wenn in der mit A combinirten 
Operation erster Art der erste Coefficient mit dem letzten identisch ist, 
und solches erfordert wieder, dass eine der Zahlen a, b, c, d ver- 
schwindet. Indem wir sonach abgekiirzt SA = S, 7A = 7 ete. setzen, 
ergiebt sich die folgende Tabelle der Spiegelungen, in welcher jedes- 
mal auch vom zugehérigen Symmetriekreis Vermerk genommen wurde: 


Vz: qe —retaqrd —2, 
(c— dq) Vr(a?-+y?) — 2b/qa + (c+ayq) Vr =0, 


5* 


(9) a=of 
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S,, U,: a&+re?— grad =—4, 2, 
(—e+dyq)Vr(o?+y*) — 2ax + (c+ d/ gr =, 
V,: a& — ql? —qrd =— 2, 
(a—byq)(a*+y’) — 2d qr x + (a+b/q) = 9, 
S,, U,: a —qb?+ re? —4, 2, 
(—a+by4)(z*+y") — 2cVr x + (a-+bYq) = 0. 
Natiirlich treten keineswegs in jedem Einzelfall alle sechs Arten von 


Spiegelungen auf; vielmehr bemerkt man leicht: V, tritt héchstens 


dann auf, wenn g + r= 4, (mod. 8) ist und q modulo r denselben 
quadratischen Charakter hat wie 2, u. s. w. 


(10) v=o 
(11) c= of 


(12) a—of 


3. 
Das Fundamentalpolygon der Gruppe Fr”. 
Wo sich auch im Innern der w-Halbebene zwei bei der einzelnen 
auftretende Symmetriekreise kreuzen, immer wird dort der Fix- 


punkt fiir eine in der [” enthaltene elliptische Substitution gelegen 
sein; und wenn letztere die Periode vy hat, so wird der Winkel, unter 


. . . . . . 7 . . 
dem sich jene Kreise schneiden, ein Multiplum von — sein. Die 


r@ r) 


Symmetriekreise der f” kénnen sich demnach hidchstens zu Paaren 


unter dem Winkel = oder zu dreien unter den Winkeln ~ oder zu 


3 
vieren unter den Winkeln + oder endlich bei gq = 3 zu sechs unter 


den Winkeln = iiberkreuzen. Man denke sich jetzt die gesammten 


bei der [*” auftretenden Symmetriekreise innerhalb der -Halbebene 
wirklich gezogen, wodurch letztere eine fiir die [” charakteristische 
Eintheilung erfaihrt, die wir nun zu betrachten haben. Was die 
Existenz der Symmetriekreise angeht, so erblickt man erstlich in 
jedem Falle (q, 7) eine unendliche Schaar concentrischer Kreise um 
den Nullpunkt, die den gesammten Lisungen der bei S,’ auftretenden 
Pell’schen Gleichung a? — gb? —4 zugehéren, zweitens eine unend- 
liche Schaar zum Einheitskreise orthogonaler Symmetriekreise, welche 
bei S, fir c= 0, a? —grd? —4 auftreten. Jetzt wolle man weiter 
bemerken, dass die Fixpunkte der in [” enthaltenen hyperbolischen 
Substitutionen die reelle @-Axe iiberall dicht bedecken, und zwar noch 
mehr: Wenn wir irgend zwei endliche, wenn auch noch so kleine 
Linienstiicke an zwei willkiirlich gewihlten Stellen der reellen w-Axe 
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markiren, so kann man eine hyperbolische Substitution in der [” nach- 
weisen, deren einer Fixpunkt auf dem einen, der andere auf dem anderen 
jener beiden Linienstiicke gelegen ist; (man wird diesen Satz etwas 
weiter unten unmittelbar als gegriindet erkennen). Nimmt man hinzu, 
welcher Art die Umgestaltung der Halbebene bei Ausiibung einer 
hyperbolischen Substitution ist, so ist evident, dass sich fiir jeden 
Punkt der reellen w-Axe ein denselben umschliessender Kreis von 
endlichem Radius finden lisst, der als Symmetriekreis der [””) angehdrt. 
Bei dieser Sachlage zerschneidet die Gesammtheit der Symmetriekreise 
die positive Halbebene in Kreisbogenpolygone, deren einzelnes iiberall in 
endlicher Entfernung von der reellen Axe bleibt, und welches eben deshalb 
nur eine endliche Anzahl von Seiten aufweist. Diese Polygone eunt- 
springen aus einem unter ihnen nach dem Symmetrieprincip und 
schaaren sich um ihre Ecken in Anzahblen zu vier, sechs, acht oder 
bei g = 3 mdglicher Weise auch zu zwélf; einem gewohnten Brauche 
folgend denken wir uns die Polygone abwechselnd schraffirt und frei. 


Die besprochene Eintheilung der Halbebene wird durch jede Sub- 
stitution der F”) in sich transformirt. Infolge dessen definirt ein ein- 
zelnes jener Kreisbogenpolygone, als Fundamentalbereich betrachtet, 
eine Gruppe F{"”, welche als ausgezeichnete Untergruppe des endlichen 
Index v in F®” enthalten ist. Wir haben jetzt zwei Fille zu unter- 
scheiden: Entweder ist vy = 1, und das Kreisbogenpolygon ist direct 
der Fundamentalbereich fiir F[”); oder es giebt innerhalb der letzteren 
Gruppe noch Substitutionen, welche von der Identitiét verschieden sind 
und jenes Kreisbogenpolygon in sich transformiren. Solche Substitu- 
tionen kénnen nur von der ersten Art sein; eine Operation zweiter 
Art nimlich, welche ein Kreisbogenpolygon in sich iiberfiihrt, muss 
evidenter Weise auf dem Rande desselben zwei Fixpunkte besitzen, 
und da diese in unserem Falle im Innern der Halbebene liegen wiirden, 
so hitten wir es mit einer Spiegelung zu thun, die jedoch simmtlich 
schon der [\"” angehéren. Weiter ist es geometrisch ohne weiteres 
ersichtlich, dass unser Polygon nur durch elliptische Substitutionen 
der [*” in sich tiberfiihrbar ist, wnd dass diese in ihrer Gesammtheit 
eine cyklische Untergruppe bilden werden. Also kann v nur gleich 
1, 2, 3,4, 6 sein, und wir haben das Resultat: Entweder ist das Kreis- 
bogenpolygon Fundamentalbereich der T" und also diese Gruppe allein 
aus Spiegelungen erzeugbar, oder das Polygon hat einen Mittelpunkt, 
welcher Fixpunkt einer cyklischen G,, G,, G, oder endlich G, elliptischer 
Substitutionen ist; im leteteren Falle ist TF” nicht aus Spiegelungen 
allein erzeugbar, und der Fundamentalbereich dieser Gruppe entspringt 
aus dem Polygon erst durch 2-, bez. 3-, 4-, oder 6-Theilung, eine Theilung, 
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die offenbar stets durch zwei vom Mittelpunkte des Polygons nach zwei 
gewissen Ecken zichende Kreise bewerkstelligt werden kann. 

Je nachdem der erste oder zweite der eben besprochenen Fille 
eintritt, giebt es keine oder doch eine einzige Classe cyklischer Unter- 
gruppen aus elliptischen Substitutionen in der [*”, durch deren Fix- 
punkte Symmetriekreise der [”” nicht hindurchziehen. Die Fixpunkte 
aller anderen elliptischen Substitutionen sind auf Symmetriekreisen 
gelegen, und wir miissen hierbei unsere bisherige Betrachtung noch 
durch den Satz ergiinzen, dass die Anzahl wnterschiedener Kreise, 
welche durch den einzelnen Fixpunkt hindurchzichen, gleich der Periode v 
der betreffenden elliptischen Substitution ist. Bei ungeradem v ist dies 
evident; bei geradem v bemerke man, dass die cyklische G, durch 
die Spiegelung an einem in Betracht kommenden Kreise zu einer in 
T'*” enthaltenen Gs, erweitert wird, deren v Operationen zweiter Art 
nur Spiegelungen sein kénnen; ihnen gehéren dann die fraglichen 
v Kreise zu, Diese Resultate haben merkwiirdige Sitze im Gefolge 
iiber die Beziehung der ganzzahligen Lésungen der Gleichungen (5) 
bis (8) des vorigen Artikels zu den ganzzahligen Lésungen von (9) 
bis (12) ebenda. 

Zur Veranschaulichung der gewonnenen allgemeinen Siitze kénnen 
in erster Linie die Beispiele meiner vorigen Arbeit gelten, welche sich 
auf die Specialfaille (q, r) = (3, 1), (7,1), (11, 1), (19, 1), (23, 1) be- 
zichen. Die beiden Gruppen f*”, fF" erwiesen sich als allein aus 
Spiegelungen erzeugbar; in den iibrigen Fallen war die oben mit v 
bezeichnete ganze Zahl gleich 2. Unter den niedersten Fallen mit 
r > 1 finde ich drei Ff”, die wieder allein aus Spiegelungen erzeug- 
bar sind, nimlich fiir (q, 7) = (3, 5), (3, 13) und (7, 5); mégen fiir 
diese Gruppen hier die Einzelresultate noch zusammengestellt werden. 

In der Gruppe F®° finden sich vier Arten von Spiegelungen, 
nimlich S,, V,’, U,', S,’, fir welche wir in sofort verstindlicher Ab- 
kiirzung die Beispiele (2, 0,0), (1,1, 0), (0,1, 1), (2, 0,0) anfthren, 
Die ihnen der Reihe nach entsprechenden Symmetriekreise : 


(1) oy (1—/3) (2? + y*) + (1+ 7/3) =0, 
V3(22 + y*)-2Y52+yV3=—0, 2&+y—1=0 


schliessen ein Kreisbogenviereck der Winkel — >) a > ein, welches 
man in Fig. 1 der beigegebenen Tafel nachsehen wolle. Die Ecken 
des Vierecks liegen in der in der Figur angezeigten Folge an den Stellen : 


(2) ee Fees 
—14+V3’ Ve(-14¥8)’ ~~ Vs 


@Q, =, 











nates Mes 
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und bilden die Fixpunkte von vier in der [5 vorkommenden elliptischen 
Substitutionen S,’,. V,’, T,, U,. Alle in der F®” enthaltenen Arten 
von Spiegelungen, sowie cyklischen Untergruppen aus elliptischen 
Substitutionen, welche die Tabellen des vorigen Paragraphen liefern, 
bestehen demnach je nur aus eimer Classe. Spiegeln wir das Viereck 
(1) etwa an der imaginaren Axe und fiigen ihm sein Spiegelbild an, 
so entspringt ein Fundamentalbereich der Gruppe [®®; wir finden 


daraufhin als ein System von erzeugenden Substitutionen fiir diese 
Gruppe: 


1+V3 a Vs 

0, —1 ie a 2’ Va 

©) am (1 0) NK o | 8 \ Vs Ve 
-_ Va’? Va 


In der Gruppe F°™ findet man gleichfalls vier Arten von 


Spiegelungen, nimlich S,’, S,, V,’, U,, fiir welche wir die folgen- 
den Beispiele aufstellen: (2,0,0), (2,0,0), (1, 1,0), (1,2,1). Die zu- 
gehérigen Symmetriekreise: ’ 


° hie 1=0, «=0, (1—/3) (2?+y’) + (1+ /3)=0, 
(4) (— 142/73) (a?+y?) — 2/13 « + (1+2/3)—0 


bilden ein Kreisbogenviereck mit den Winkeln > —- = i (ef. Fig. 2) 


und den Ecken: 

ee. 5+i 2V3 +i 

—1+V3° Vis(—1+V3)’ Vis ’ 

welch’ letztere die Fixpunkte fiir vier elliptische Substitutionen S,’, 
V,, T,, U, abgeben. Indem wir wieder wie oben durch Spiegelung 
an der imaginiren Axe einen Fundamentalbereich der [®") herstellen, 


ergiebt sich fiir diese Gruppe folgendes System von erzeugenden Sub- 
stitutionen: 


(5) @) = 1, 





0 14+V38 
0, —1 V2 
(6) %=(, 0 ), y= 1—Vs " ’ 
“we 
Vis —1+2F8 
V2’ V2 
8 \ ites Via 
vz ’ V2 


Endlich ergeben sich auch in der Gruppe r insgesammt vier 
Arten von Spiegelungen, uimlich S,', S,, U,', V.; fir die ersten beiden 
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benutze man wieder die Beispiele (2,0, 0), wie bisher; fur U,’ miissen 
wir die beiden Lésungen (3, 1, 0), (2, 1, 1) der betreffenden Gleichung 
heranziehen und endlich (1,1,0) fiir V,. Den so charakterisirten 
Spiegelungen gehéren der Reihe nach die Symmetriekreise zu: 


e+y—1=—0, «=0, (—3+/7)(¢’+y)+8+/7)=9, 
(7) (—2+/77)(#?+y?) —2V5e+ (2+/7)=0, 
V5(a2+-y’) -2V¥7 2+ /5=0, 


welche das in Fig. 3 gegebene Kreisbogenftinfeck der Winkel =, 


TC 
9? 
2 
1 ed 


=. @ = bilden. Die Ecken desselben: 


a aes v2 Vi+ivs Vo+i Vo+ibe 
> 3-—Vi’ Ve(s—W¥7)’ -14)7’ Vi 

ergeben die Fixpunkte von fiinf der [..) angehdrenden elliptischen 
Substitutionen S,', U,', 8,, T,, V.. Hier wie im voraufgehenden 
Falle bilden die elliptischen Substitutionen und Spiegelungen der 
einzelnen Art innerhalb der [°° auch nur eine Classe. Indem wir 
iibrigens fiir [5 einen Fundamentalbereich in gewohnter Weise her- 
stellen, findet sich fiir [5 als ein System von Erzeugenden: 





0 s+ Vi Vs 
9 0, —1 ? V2 V2 . V2 
(9) 4=(,' 0 ), v,= —3+Vi . ? 0, = V5 Vi ? 
a 2’ We 
Se ( 2 
v2’ v2 
y= _ 
—2+V2 Vs 
|. a 


Dass alle drei betrachteten Gruppen zum Geschlechte p = 0 ge- 
héren, wird man aus den Figuren sofort ablesen. Man bemerke aber 
noch, dass ganz allgemein die Gruppen ['%") gum Geschlechte Null ge- 
héren. Ks ist naimlich jede Gruppe f von endlichem Fundamentalbereich, 
die durch Zusatz einer Spiegelung auf eine allein aus Spiegelungen 
erzeugbare Gruppe [ erweitert werden kann, vom Geschlechte p = 0. 
In der That, liefert das Polygon von F durch Reproduction am Grenz- 
kreis K einen Fundamentalbereich von [, so sind je zwei Randpunkte 
des letzteren, die beziiglich K symmetrisch liegen, einander zuzuordnen. 





——— a 
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I. 
Aequivalenz und Reduction quadratischer Formen. 
1, 
Die zur F*” gehdrenden bindren quadratischen Formen. Ternire 
Gestalt der Gruppe fF”. 


Wie die Modultheilung in innigster Beziehung zu den ganzzahligen 
biniren quadratischen Formen steht, so ergiebt uns die soeben be- 
sprochene Polygontheilung der @-Halbebene eine zweckmiissige Hand- 
habe fir die arithmetische Theorie gewisser biniarer quadratischer 


Formen, die wir als zur f*” gehdrig bezeichnen. Wir schreiben diese 
Formen in der Gestalt: 


(1) (#, A, w) = (x + AVG) a? + 2uyr wy — (x — AY g)y?*) 


und verstehen dabei unter x, 4, wu irgend drei rationale ganze Zahlen; 
die Determinante der Form (1) ist: 


(2) D=x?—qvo+rvw. 

Die Zugehorigkeit der Formen (x, 4, w) zur Gruppe [%") wird 
durch die nachfolgende Betrachtung begriindet. Man iibe auf (1) die 
Substitution : s 
(3) a=an+ py, y=ye+dy’, ad —py=—1 
aus, in welcher a, 6, y, 0 vier Zahlen der Determinante 1 sind; diese 
Substitution schreiben wir abgekiirzt in der Gestalt v = (5° 5) und 
werden iibrigens die Substitutionen der Determinante — 1, die wir 


vorab ausschliessen, spiiterhin von selbst mit erledigen. Wir verlangen, 
dass (x, A, w) durch v wieder in eine Form ihrer Art tibergefiihrt wird, 


und schreiben demgemiiss : 
WY g = (x +AVq) 0? + 2uVray — (x — Ay Q) 7’, 
(4) wr =(x+2/q)aB + wVr(@d+By) —(x — AV Q)y9, 
—# 4H 9g = (x +47 q) B + 2uVr Bd — (x — AV) 0, 
wo also x’, 4’, w’ gleichfalls ganze rationale Zahlen sein miissen. Um 
zu sehen, welche Zahlwerthe fiir a, 8, y, 0 zuginglich sind, entwickeln 


wir aus (4) das nachfolgende Gleichungssystem: 





*) Die beiden Wurzeln Vq, Vr sollen stets positiv genommen werden, 








Roserr Faicxe. 


(xm eo (? — BP 8) fA. TG (P+ y"*— 8") 
+ ur (ay — B98), 
(5) § sieeie ‘Wi (a? + B — y?°—0") +4. 5 (a? B+ 7?+ 0%) 


+ /"(ar +69), 








Ju = x (@B— 78) + AV 1 (@8-+70) + 4(@d-+67) 


und kniipfen weiter an den sofort evidenten Satz: Einem beliebig 
gewahlten Tripel ganzer Zahlen x, A, w entspricht stets und nur dann 
immer wieder ein Tripel ganzer Zahlen x’, 4’, uw’, wenn die neun Coef- 
ficienten der terniren Substitution (5) durchgiingig ganze rationale 
Zahlen sind, was wir nun des nahern zu untersuchen haben. 

Wir nennen die Coefficienten der Substitution (5) a;, und bemerken: 
Da ad — By = 1 und a,, ganzzahlig ist, so werden 2ad und 2By 
ganze Zahlen sein; ein Gleiches gilt von a? + 0? = a,, + dy, 
B? + y? = — a, + 4... Es folgt, dass auch die vier Gréssen (a +- 0)’, 
(6-+-y)? ganze Zahlen sind, und daraufhin schreibe man: 


per aapie scg B+y=cyYo,)/x, 
a—d=—b/r,Yx,, B—y =ad/t, V2; 

hierbei sind a, b, c, d, sowie die 6;, t;, 2; ganze Zahlen, von denen 
die letzten sechs keinen Primfactor mehr quadratis¢h zu enthalten 
brauchen; die Formeln (6) sind iiberdies so gewahlt, dass sowohl fiir 
¢+=1, wie i=—2 keine zwei unter den drei Zahlen o,, t;, 2; einen 
Primfactor > 1 gemeinsam haben sollen. Die Coefficienten von v 
nehmen daraufhin die Gestalt an: 


(6) 


man STIS. . va, a ‘Vi, 
(7) 


— —— ; 6, — bVr, — 
ae =e Va Vz, 0 ae 24 = os ve. 


Jetzt setze man die beiden Gleichungen an: 


+ ay, + Gag, = (a? —8*)/q = aba, /6,7,9, 

— Ay + Gay, = (B—y*)/q = cdx, Vo, 04, 
aus denen folgt, dass die beiden ganzen Zahlen o,.t,.q und 6,.1,.q 
reine Quadrate sein miissen. Dies ist nur dadurch méglich, dass jedes- 
mal die eine der beiden Zahlen 6;, r; gleich qg, die andere aber gleich 


1 wird, was vier verschiedene Fille giebt. Von diesen sind aber die 
beiden 6, = 6,—1, 1, =—1,=—qg und 6, —6,—q, 11) =1,=—1 
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unmdglich, weil fiir sie z. B. a,, nur dann ganzzahlig ausfallen kann, 
wenn eine der Zahlen z,, 2, durch g theilbar ist, entgegen dem Um- 


stande, dass 2; relativ prim gegen 6;, 1; ist. Wir behalten also nur 
die beiden Fille: 


8 I. 6,=1, T=, $=, t, =1, 
(8) le 6>,.=¢, ]=1, g=l, —q. 
Der grésste gemeinsame Factor ¢ von 2, und a, muss offenbar 
4(ad — By) = 4 theilen; wir haben also nur zwei Mdglichkeiten 
1) e=1, 2) ¢=2 und demgemiiss von (8) aus die vier Fille I, 1) 
I, 2) I, 1) 1,2), Fir ¢ —2 schreiben wir 2; — 2a; und heben den 
in den Ausdrticken von a, 6, y, 6 auftretenden Factor /2 gegen die 
2 im Nenner. Indem wir weiter fordern, dass a,, ganzzahlig wird, 
entspringt die fernere Bedingung, dass die ganze Zahl 2,2, .,r ein 
reines Quadrat sein muss, und das giebt die Alternative 2, = 1, 
m,—=r, bez, a, =r, t,—1*). So haben wir letzten Endes acht 
verschiedene Fille, und man wird bemerkt haben, dass wir fiir v hier 
gerade zu den acht Arten der Substitutionen S, 7’ etc. der [(%” zuriick- 
gefiihrt sind. Diese ergeben denn auch durchgehends ganzzahlige 
ternire Substitutionen (5), und wir haben also den Satz: Die Substi- 
tutionen v, durch welche die in (1) gegebenen quadratischen Formen 
(x, 4, w) wieder in Formen ihrer Art transformirt werden, coincidiren 
gerade mit den gesammten Substitutionen unserer Gruppe [@"), 

Die Substitutionen (3) der Determinante «ad — By = — 1, welche 
(1) in eine Form gleicher Art tiberfiihren, entspringen aus den bisher 
gefundenen v einfach durch Combination mit der einzelnen Substitution 
“=x, y =—y. Operiren wir mit den nicht-homogenen -Substitu- 
tionen, so erzielen wir fiir unsere Formen (x, 4, w) denselben Effect, 
wenn wir an Stelle der eben gemeinten Substitutionen der Deter- 
minante — 1 die Operationen zweiter Art der fF” setzen; ihnen ent- 
sprechen ganzzahlige ternare Substitutionen (5) der Determinante —1. 

Die Gesammtheit der solcherweise erhaltenen terniren Substitu- 
tionen (5) bildet eine mit der ['”” holoedrisch isomorphe Gruppe, 
welche wir auch als Gruppe der ganzzahligen terniiren Substitutionen 
der terniren quadratischen Form (x*—q4?-+-ru?) in sich ansprechen 
kénnen**). Indem wir also x, 4, w als homogene Coordinaten der 
Ebene deuten, und zwar derart fixiren, dass x? — qA* + ru? = 0 eine 
Ellipse darstellt, wird sich die Hintheilung der w-Halbebene in bekannter 


*) Im Falle ¢ = 2 tritt z/ an Stelle von z;. 
**) Solchergestalt ist hier wieder Anschluss an die Poincaré’sche Original- 


arbeit gewonnen, von der ich in meiner vorletzten Arbeit ausging (cf. Bd, 38 der 
Annalen p, 50). 








} 
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Weise (cf. ,,Vorl. tiber Modulf. pag. 60) in eine geradlinige Eintheilung 
des Ellipseninneren projiciren lassen, wie sie direct der ternaren Gestalt 
der Gruppe f” zugehort. 


2. 


Reprasentation, Aequivalenz u. s. w. der Formen. Erledigung des 
Falles D< 0. 


Die Begriffsbestimmungen der Theorie der ganzzahligen biniiren 
quadratischen Formen iibertragen sich jetzt zwanglos auf die Theorie 
der Formen (x, 4, w). Wir scheiden zuvérderst die Formen positiver 
Determinante D von denen negativer Determinante und bezeichnen 
eine Form mit D < 0 als positiv oder negativ, je nachdem (x+A//q) 
einen positiven oder negativen Zahlwerth hat. Natiirlich treten nur solche 
Determinanten D auf, welche Darstellungen in der Gestalt x?— q A?+- ru? 
durch ganze Zahlen x, A, w zulassen. Den grissten gemeinsamen 
Theiler t der drei Zahlen x, 4, w benennen wir als Theiler der Form 
(x, A, w); ist c= 1, so moge (x, A, mw) als urspriingliche Form be- 
zeichnet werden, fiir t > 1 aber als abgeleitete, 

Bei negativer Determinante betrachten wir etwa nur die positiven 
Formen und reprisentiren die einzelne unter ihnen durch den in der 
positiven w-Halbebene gelegenen Punkt 


1 —uVr+iV—D ; 

(1) a 4+ 1Ve 

welcher die eine Wurzel x: y der mit Null identisch gesetzten Korm an- 
giebt. In entsprechender Weise kommen einer Form positiver Deter- 
minante die beiden reellen Wurzeln zu: 


; —=eV+VD gy _ ~0Ve-VD 

( ) @, x+ 1Vq ’ @, x+aVq ’ 

und wir benennen hier (/D stets positiv genommen) a, als erste, @, 
als zweite Wurzel der Form (x, 4, w). Letztere Form repriisentiren 
wir durch den in der positiven Halbebene gelegenen Halbkreis 


(3) (x-+ AV) (a*+-y") + 2uyr x — (x — aq) =0, 
welcher die beiden Punkte (2) verbindet, und der mit einem von a, 
nach w, hinweisenden Pfeile versehen sein soll; die beiden Formen 
(x, 4, #) und (—x, —A, —4) der Determinante D > 0 werden zwar 
durch denselben Halbkreis (3) repriisentirt, aber die zugehérigen Pfeil- 
richtungen sind gerade entgegengesetzt. 

Kine Form negativer Determinante heisst ambig, so oft ibr 
reprasentirender Punkt auf einem Symmetriekreise der Gruppe ['*” 
liegt. Kine Form positiver Determinante heisst ambig falls ihr repriisen- 
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tirender Halbkreis orthogonal gegen einen und damit (wie wir sehen 
werden) gleich gegen unendlich viele Symmetriekreise der F*” verliuft. 

Zwei Formen (x, 2, w) und (x’, 4’, uw’) heissen einander dquivalent 
oder des genaueren eigentlich dquivalent, wenn die eine in die andere 
durch eine Substitution der [%”) tiberfiihrbar ist; sie heissen wn- 
eigentlich dquivalent, wenn die eine in die andere durch eine Sub- 
stitution der [@”, combinirt mit o’ — — w, iiberfiihrbar ist. Aequi- 
valente Formen haben denselben Theiler und dieselbe Determinante ; 
ist letztere negativ, so sind beide Formen entweder positiv oder beide 
negativ. Die repriisentirenden Elemente beider Formen (Punkte, Halb- 
kreise mit Pfeilen) gehen bei eigentlicher Aequivalenz durch Sub- 
stitutionen erster Art, bei uneigentlicher Aequivalenz aber durch 
solcher zweiter Art der Gruppe ['*” in einander iiber; jedoch ist 
sehr zu betonen, dass fiir D > 0 bei uneigentlicher Aequivalenz die 
Pfeilrichtung des einen Halbkreises beim Fortgang zum andern um- 
zukehren ist, um die richtige Pfeilrichtung fiir die uneigentlich iiqui- 
valente Form zu erhalten, Man wird dies im Hinblick auf die Folge 
der Wurzeln (2) leicht durch die Bemerkung bestiitigen, dass die Aus- 
itibung der Substitution @’ ——qo nur einen Zeichenwechsel von wu 
bewirkt. 

Soll eine Form sich selbst uneigentlich aquivalent sein, so muss 
fiir D < 0 der repriisentirende Punkt auf einem Symmetriekreise der 
Theilung liegen; fiir D > 0 muss eine Operation zweiter Art in F%” 
existiren, welche den reprisentirenden Halbkreis unter Permutation 
seiner beiden Fusspunkte in sich transformirt. Dieselbe muss im 
Innern der Halbebene auf jenem Kreise einen Fixpunkt aufweisen und 
ist sonach nothwendig eine Spiegelung, deren Symmetriekreis gegen 
den repriisentirenden Halbkreis der Form orthogonal verliuft. Es 
folgt: Jede sich selbst uneigentlich dquivalente Form ist ambig.*) 

Den Ausgangsraum fiir die Gruppe [@” wiihlen wir, wie schon 
stets in den oben betrachteten Fallen, jetzt ganz allgemein derart, dass 
er sich unmittelbar oberhalb des Punktes @ = ¢ zur rechten und linken 
Seite der imaginaren Axe symmetrisch anlegt. Von den Randpunkten 
des Bereiches rechnen wir nur die auf der linken Seite der imaginaren 
Axe gelegenen demselben zu. Dies gilt freilich nur, falls F allein 
aus Spiegelungen erzeugbar ist; in den iibrigen Fallen wird man die 
Vorschrift in leicht ersichtlicher Weise modificiren. 

Eine quadratische Form negativer Determinante heisst reducirt, 
falls ihr reprisentirender Punkt dem Ausgangsraume angehért; eine 


*) Infolge der etwas veriinderten Begriffsbestimmung der ambigen Formen, 
erscheint der Wortlaut dieses Resultates gegeniiber dem bekannten Satze der 
gewohnlichen Zabhlentheorie ein wenig modificirt. 
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quadratische Form positiver Determinante heisst reducirt, falls ihr 
reprasentirender Halbkreis den Ausgangsraum schneidet. Eine Form 
negativer Determinante ist stets mit einer und nur einer reducirten Form 
dquivalent, eine Form positiver Determinante wenigstens mit einer. 
Uebrigens bemerkt man bei D > 0 als particulire Formen diejenigen, 
deren reprasentirende Halbkreise Symmetriekreise der fF” sind; diese 
werden wir reducirt nennen, wenn der betreffende Kreis den Ausgangs- 
raum begrenzt und ihm zugerechnet wird”). Indem wir alle aquivalenten 
Formen in eine Classe vereinigen, werden wir dieselbe bei D < 0 
durch ihre eine reducirte Form, bei D > 0 durch das System ihrer 
Reducirten reprisentiren kénnen. 

Indem wir weiterhin zunichst allein die Formen negativer Deter- 
minante erledigen, miissen wir die Anzahl der Substitutionen abzihlen, 
durch welche eine Form in eine mit ihr fquivalente Form und also 
in sich selbst transformirt wird. Die Eintheilung der Halbebene ergiebt 
hier sofort die Antwort: Eine Form (x, 4, ) negativer Determinante 
wird im Allgemeinen nur durch die Identitiét in sich transformirt; eine 
Ausnahme bilden nur die Formen, deren reprdsentirende Punkte Fizx- 
punkte elliptischer Substitutionen sind; ist im Einzelfall deren Periode v, 
so giebt es v Substitutionen der Form in sich. Die Determinanten 
dieser besonderen Formen sind, sofern wir letztere urspriinglich wihlen, 
D=—1, —2, —q, —2q, —r, — 2r, — qr, — 2qr, von 
denen im HKinzelfalle (g, r) natiirlich im Allgemeinen nur eine be- 
schrinkte Zahl auftritt, z. B. drei fiir (3, 1), vier fiir (11, 1) u. s. w.**) 
Die in Rede stehenden Formen sind entweder ambig, wobei ihre reprii- 
sentirenden Punkte Schnittpunkte verschiedener Symmetriekreise sind, 
oder die repriisentirenden Punkte stellen die Centren der von den 
Symmetriekreisen gebildeten Polygone dar. 

Die Bedingungen fiir die reducirten Formen lassen sich leicht in 
eine rein arithmetische Gestalt umsetzen. Man hat zum Ausdruck zu 
bringen, dass der reprisentirende Punkt (1) der Form (*, 4, w) inner- 
halb bez. ausserhalb gewisser Kreise liegt, derjenigen Kreise niimlich, 
welche den Ausgangsraum einschliessen. Zu dem Ende hat man in 
die linke Seite der betreffenden Kreisgleichung 


24 42 — *— Va > — ee? 
oo ae "saa 


einzusetzen, die solecherweise entweder > 0 oder < 0 werden muss, 
Man sieht, dass sich die Bedingungen fiir die reducirten Formen stets 











*) Jedoch bilden hier wieder die Formen (0, 0, w) eine leicht erkennbare 
Ausnahme. 
**) Unter Zugrundelegung der im vierten Abschnitt zu gebrauchenden Schreib- 


weise der Formen sind die im Texte gemeinten besonderen Formen diejenigen 
der Determinanten D = — 1 und — 2. 
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durch eine Anzahl linearer Ungleichwngen ausdriicken. Die Zahl der- 
selben ist gleich der Anzahl der Seiten des Ausgangsraumes, und 
iibrigens ist noch hinzuzusetzen, dass fiir die ambigen Formen eine 
oder zwei jener Ungleichungen in Gleichungen tibergehen, 

Beispielsweise wird im Falle (q, 7) = (3,1) der Ausgangsraum 
von den drei Kreisen begrenzt: 

(1 — V3) (@® + y)+ (1+ 73) =0, pyr +2e—1—0. 
Es ergeben sich daraufhin als Bedingungen einer reducirten positiven 
Form die nachfolgenden : 

(4) x+A>0, x+uS0, x<yp, 


wobei im Falle des Gleichheitszeichens der ersten Formel iiberdies 


noch « >0O zu fordern ist. Im Falle (gq, 7) = (11,1) haben wir die 
Grenzkreise: 


(3 —/Yil)(@+y)+@8+4/i)=0, #+y4+22—1=0, 
(—3 +Y711) @ + y*) +42 + 8 +V711) =0; 
man findet als Bedingungen einer reducirten positiven Form: 
x+34>0, x+p<0, *<gp, 
3e+114—2u>0, 3x+114+ 24> 0, 


mit der Nebenbedingung u > 0, falls in der ersten Formel das Gleich- 
heitszeichen gilt. Natiirlich ist von diesen fiinf Bedingungen keine 
einzige entbehrlich. 


(5) 


3. 
Erledigung der Formen‘von positiver Determinante. 


Die Frage, welches die Substitutionen der [%” sind, die eine 
Form (x, 4, w) positiver Determinante in sich iiberfiihren, lisst sich 
(gerade wie bei den ganzzahligen quadratischen Formen) nur erst 
durch eine arithmetische Betrachtung beantworten. Soll es hyper- 
bolische Substitutionen in [(*) geben, welche (*, 4, w) in sich tiber- 
fiihren, so werden dieselben eine cyklische Untergruppe bilden, die 
entweder nur aus Substitutionen S besteht, oder deren Substitutionen S 
eine in ihr ausgezeichnete Untergruppe des Index zwei bilden. Jeden- 
falls wird es gentigen, wenn wir fiir jede Form (x,4,«@) positiver 
Determinante hyperbolische Substitutionen S nachweisen, welche (x, 4, w) 
in sich transformiren; hierbei diirfen wir (x, A, u) offenbar als urspriing- 
liche Form voraussetzen. 

Gehért zu (x, 4,w) im mehrfach genannten Sinne die unter (1) 
pag. 63 genannte Operation S, so miissen die beiden Ausdriicke: 
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(x + 4/q) @ + 2uyro — (x — Ay), 
(— dgr + er/q) @ + 2bg/r @ + (dgr + eryQ), 


mit Null identisch gesetzt, gleiche Wurzeln haben. Demnach setzen 
wir, unter z einen Proportionalititsfactor verstehend , 


(1) —dqr=ax, cr=—ai, ba=—xu 


und berechnen unter Einfiihrung der Determinante D von (x, A, u) 
fiir die Zahl a der Substitution S die Gleichung: 


(2) a? D = qr(a? — 4). 


So oft umgekehrt in Uebereinstimmung mit (1) und (2) vier ganze 
Zahlen a,b,c, d gefunden werden kénnen, von den die drei letzten 
nicht alle verschwinden, ist dadurch eine Substitution S gesuchter Art 
wirklich bestimmt. 

Indem wir vorab bemerken, dass a jedenfalls eine ganze Zahl ist 
(da x, A, w ohne gemeinsamen Theiler sind), miissen wir fiir die weitere 
Discussion von (1) und (2) eine vierfache Fallunterscheidung treffen. 


I. x, mu nicht zugleich durch q theilbar; x, 4 nicht zugleich durch r 
theilbar. 

In diesem Falle ist x eine durch gr theilbare Zahl; wir substituiren 
ax=qrv, qrD =D’, so dass v und D' ganze Zahlen sind, und 


schreiben iibrigens der Gewohnheit wegen a=. Die Gleichungen 
(1), (2) liefern: 


(3) &—D'v?=4, a=u, b=orp, c—vgi, d=— vx. 
? 


Die unendlich vielen Lésungen der zuerst stehenden Pell’schen 
Gleichung liefern die zu (x, 4, w) gehdrende Gruppe hyperbolischer S. 


Il, «=e =0, (mod. q); *, 4 nicht zugleich durch r theilbar. 
In diesem Falle ist x durch r, D aber durch q theilbar. Schreiben 
wir alsoa=u, t=rv, rD = qD’, so sind v und D’ sicher ganze 
Zahlen. Die Gleichungen (1) und (2) gehen iiber in: 
(4) &—D'v’?—4, a=—u, bor. <, c=vdA, d=-—v- 
und liefern die gewiinschten Substitutionen S. 


m/z 


Ill. x, uw nicht zugleich durch q theilbar; x =A=O0, (mod. r). 
Jetzt ist x durch g, D aber durch r theilbar. Man setze also 
ax=qv, gD=rD’ und reihe den Formeln (4) die nachfolgenden an: 


(6) w—D'v'=4, au, bevop, cmvg-4+, d=—v-*. 
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IV. «=e=0, (mod. q); «=4=0, (mod. r). 


Nun wird man direct =v, grD’' =D setzen und hat in D’ 


eine ganze Zahl, da D durch gr theilbar ist. Ks wird aber des 
Weiteren: 


= — y-—. 


qr 

Solcherweise haben wir das Resultat erhalten: Zu jeder wrspriing- 
lichen, und also tiberhaupt zu jeder Form (x, 4, uw) positiver Deter- 
minante gehdrt eine in T\2-") enthaltene cyklische Untergruppe von hyper- 
bolischen Substitutionen, welche (x,A,m) im sich transformiren. Auf 
Grund dieses Resultates lisst sich zugleich unsere oben (in I, 3) be- 
treffs der Mannigfaltigkeit hyperbolischer Substitutionen in der [(” 
gemachte Behauptung rechtfertigen. Die Verhiiltnisse werden am 
Deutlichsten, wenn man sie sich in der Ebene der homogenen Coordi- 
naten x, 4, w veranschaulicht. Statt dabei die Form (x,4,m) durch 
eine geradlinige Transversale der Ellipse x? — qg@?-+ru?=—0 wu 
reprisentiren, kann man zu diesem Zweck direct den ausserhalb der 
Ellipse gelegenen Pol dieser Transversale benutzen, dessen Coordinaten 
gerade die Zahlen x, 4, w sind. Alle ausserhalb der Ellipse ge- 
legenen Punkte mit rationalen Coordinaten repriisentiren dann Formen 
positiver Determinanten , und dass diese Punkte ausserhalb der Ellipse 
iiberall dicht liegen, ist unmittelbar evident. Dieses ist aber im 
Grunde, was wir oben behaupteten. 

Im Allgemeinen liisst sich eine Form (x, 4, m) positiver Deter- 
minante nur durch die Substitutionen der ihr soeben zugewiesenen 
cyklischen G,, in sich transformiren, in die wir itibrigens neben den 
S die vielleicht sonst noch in Betracht kommenden hyperbolischen Sub- 
stitutionen der ['%”) aufgenommen denken. Aber es giebt besondere 
Formen (x, 4, w), die ausser der G, noch weitere Substitutionen in sich 
zulassen. Wir gedenken hier nur im Vorbeigehen der ambigen Formen, 
deren Substitutionen in sich offenbar eine erweiterte G2. bilden. 
Wichtiger sind die Formen, deren reprisentirende Kreise durch einen 
und damit durch unendlich viele Fixpunkte elliptischer Substitutionen 
der Periode zwei gehen. Die einzelne solche Substitution wird den 
reprisentirenden Kreis von (x, 4, uw) unter Wechsel der Pfeilrichtung 
in sich transformiren. Nennen wir sonach die beiden Formen (x, A, w), 
(—x*, —A, —w) der positiven Determinante D einander invers, so 
gilt ersichtlich der Satz: Hine Form (x, A, w) positiver Determinante 
ist stets und nur dann mit ihrer inversen Form dquivalent, wenn der 
reprdsentirende Kreis durch Fixpunkte elliptischer Substitutionen der 
Periode 2 geht. Sehen wir in diesem Falle die beiden einander inversen 
Formen als nicht wesentlich von einander verschieden an, so kommt 


Mathematische Annalen, XXXIX, 6 


(6) w—D'v—4, a=u, bev. =, cmo-4, d sd 








) 
- 
} 
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eine G,, von Substitutionen in sich in Betracht, welche eine den 
Diedergruppen analoge Structur zeigt. 

Als eine Besonderheit gegeniiber den ganzzahligen quadratischen 
Formen miissen wir noch hervorheben, dass auch zu den Symmetrie- 
kreisen der Halbebenentheilung von fF” cyklische G,, hyperbolischer 
Substitutionen gehéren. Diese Kreise werden im Allgemeinen durch 
eine G,,, in sich transformirt; die zugehdrigen urspriinglichen Formen 
gehéren den Determinanten D —1, 2, 2g, r, 2r, 2qr an*). 

Die Theorie der reducirten Formen gestaltet sich nun genau, wie 
bei den ganzzahligen biniiren Formen positiver Determinante. Der 
reprisentirende Halbkreis einer Form (x, 4, w) wird durch eine Reihe 
von Substitutionen der [%*) auf eine endliche Anzahl von im Aus- 
gangsraum gelegenen Kreissegmenten transformirt. Diese Kreisseg- 
mente setzen sich in bekannter Weise zu einer geschlossenen Kette 
zusammen, welche die Periode der reducirten Formen versinnlicht. 
Haben wir insbesondere mit einer ,,sich selbst inversen Classe‘‘ zu 
thun, so besteht jene Kette aus zwei mit einander coincidirenden 
Hilften, die in entgegengesetzter Richtung zu durchlaufen sind.**) 

Natiirlich ist es wieder ein Leichtes, die Bedingungen fiir eine 
reducirte Form in rein arithmetische Gestalt umzusetzen; wir miissen 
zum Ausdruck bringen, dass die Eckpunkte des Ausgangsraumes nicht 
zugleich innerhalb oder ausserhalb des Kreises: 


(7) (« + Aq) (a* + y*) + 2uyV'r x — (x — Aq) =0 

gelegen sind. So sind z. B. im Falle g=3, r= 1 die drei Ecken 
‘ ees © 1 _—14s . 

des Ausgangsdreiecks bei @ = i, i490" 148 gelegen. Die 

Bedingung einer reducirten Form ist also diese, dass die drei ganzen 

Zahlen 


(8) A, w+ 3A+u, «+34—U8 


nicht alle dasselbe Vorzeichen haben diirfen; ist im Besonderen eine 
dieser Zahlen Null, so miissen die beiden anderen verschiedenes Vor- 
zeichen haben; das Verschwinden von zwei Zahlen (8) tritt nur ein, 
wenn (7) Grenzkreis des Ausgangsraumes ist. 








*) Wie im vorigen Artikel kommen wir hier auf die Determinanten D = 1,2 
zuriick, falls wir die spiitere Schreibweise der Formen gebrauchen (Absch, IV). 

**) Man vergl. hier iiberall die eingehenden Auseinandersetzungen in den 
»Vorlesungen tiber die Modulfunctionen“. 
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Ill. 
Congruenzgruppen und Transformationstheorie. 


3 
Die Hauptcongruenzgruppe n‘** Stufe innerhalb der fF”, 


Die eleganten Anwendungen, welche die in der Theorie der 
elliptischen Functionen auftretenden Modulargleichungen auf die ganz- 
zahligen quadratischen Formen zulassen, legten den Wunsch nahe, 
nach analogen Entwicklungen im Gebiete der Gruppen [@*) und der 
zugehérigen quadratischen Formen zu suchen. Wir beginnen diese 
Entwicklung mit der Betrachtung derjenigen Untergruppe von [”), 
welche wir nach Analogie der Modulgruppe als Hauptcongruenzgruppe 
n' Stufe bezeichnen. Die Verhiiltnisse gestalten sich am durch- 
sichtigsten bei Riickgang auf die terniire Gestalt der Gruppe [»” *), 
Alle in (5) II, 1 angegebenen Substitutionen der terniiren [%"), deren 
Coefficienten die Congruenzen: 

(1) @ii=1, ax =O, (mod.n), i2k 
befriedigen , bilden offenbar eine in der Gesammtgruppe ausgezeichnete 
Untergruppe, die wir als Hauptcongruenzgruppe n' Stufe bezeichnen. 

Um diese Untergruppe bei Gebrauch der gewdhnlichen -Sub- 
stitutionen direct definiren zu kénnen, miissen wir auf die Formeln 
in Artikel Il, 1 zuriickgehen. Hierbei werden wir m sogleich auf 
ungerade gegen q und r relativ prime Zahlwerthe einschrinken, um 
die Untersuchung nicht zu complicirt zu gestalten. Soll nun (5) 
Il, 1 der Hauptcongruenzgruppe n'* Stufe angehéren, so ist jede 
der sechs Zahlen (a. + Gd), (G43 + 745;), (Qo, + 7Gy.) durch n 
theilbar, und daraus folgt durch leichte Zwischenrechnung fiir die vier 
ganzen Zahlen a, b, c, d der entsprechenden o-Substitution: 


(2) ab =ac=ad=bec=cd=db=0)0, (mod.n). 

Die Congruenzen a4, + dy. = 2, 4, — A. =O liefern weiter: 

(3) a?6,2, + b?t,2,=4, 6, + d*r,=0, (mod. n), 

und endlich folgt aus a, == 1 unter Riicksicht auf die Determinante 1 
der fraglichen o-Substitution: 

(4) a®6, a, —b?t,7,=4, co, —d?t, =0, (mod. n). 

Da hiernach b? durch » theilbar ist, so muss a prim gegen m sein, 
und also geben die Congruenzen (2) b =c=d=0, (mod. m), wahrend 


a der Congruenz a?6,2,==4 geniigen muss. Umgekehrt tiberblickt 
man sofort, dass jede diesen Bedingungen geniigende w-Substitution 


*) Cf. Poincaré’s Sfter gen. Arbeit in Liouville’s Journal, 4 Folge, Bd. 3, 
6* 























———— 
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umgekehrt eine die Congruenzen (1) befriedigende ternire Operation 
liefert, und also kommt als erstes Resultat: 


Alle den Bedingungen 
(5) a’o,x,=4, b=c=d=0, (mod. n) 
geniigenden Substitutionen (7) in II, 1 der [@”) bilden eine ausgezeichnete 
Untergruppe, die wir durch T{%" oder kurz Cin) bezeichnen und natiirlich 
wieder Hauptcongruenzgruppe n‘” Stufe nennen. 

Man untersuche jetzt zuvérderst, welche von den acht Substitutions- 
arten S, 7 etc. sich an der Untergruppe [,,) betheiligen, und stelle 
sich zu dem Ende eine ausfiihrliche Tabelle iiber die acht im Artikel II, 1 
unterschiedenen Fille auf. Man wird aus derselben leicht ablesen, 
dass den in der ersten der nachfolgenden Reihen aufgeschriebenen 


Werthen von 6,2, jeweils die darunter stehende Substitutionsart 
entspricht: 


6 6,x%,— 1, gq, 2, 2g, r, rq, 2r, 2rq, 
(6) =—S,T,U, V, S', 7, U', V’. 


Hier ist es nun weiter eine Vereinfachung unserer Betrachtung, wenn 
wir » als Primzahl annehmen; es liegt diese Voraussetzung zwar 
keineswegs im Wesen unserer Untersuchung begriindet; inzwischen ist 
es zweckmiissig, wenigstens vorab in diesem Specialfall eines prim- 
zahligen » die Entwicklung durchzufiihren. Soll jetzt die einzelne 
Substitutionsart an [(,) theilhaben, so ist als Bedingung dafiir auf- 
zustellen, dass ihr 6,2, quadratischer Rest von » ist. Betreffs des 
quadratischen Charakters der drei Zahlen 2, g, r modulo m treten 
nun acht verschiedene Fille ein. Im ersten, wo alle drei Zahlen Reste 
sind, nehmen alle acht Arten S, T,... an der Tin) theil; in den tibrigen 
sieben Fiillen jeweils nur vier 2. B. S, U, 8’, U' fiir den Fall 


<)=(£)=1, (4)—-1 u. S. W. 


Dies ist andrerseits von gruppentheoretischer Seite her verstiindlich. 
Die [@*) reducirte sich beziiglich [,%” auf eine endliche G,, die wir 
als die Gruppe der acht Substitutionen S—1, 7, U,..., V’ an- 
sehen kénnen*). Die acht Operationen der G, sind alle vertauschbar, 
und eine solche Gruppe hat, wie man sofort itiberblickt, sieben aus- 
gezeichnete G, vom Vierertypus zu Untergruppen. Diesen entsprechen 
innerhalb [@*) sieben**) ausgezeichnete [, vom Index zwei, und diese 
sind den oben unterschiedenen Fiillen eindeutig zugeordnet, bei denen 


*) Hier ist r > 1 angenommen. Die Modification fiir r = 1 wird man immer 
leicht durchfiihren. 


**) Fiir +r = 1 werden es nur drei. 
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nicht alle drei Zahlen 2, q, r Reste von m sind. Im Einzelfall ist 
Tm) Untergruppe ‘ihrer [,.- 

Mégen wir jetzt ein Repriisentantensystem fiir [,) und zwar der 
: : 2 r : 
Gesammtgruppe im Falle (=<) = (4) = (£) =-++ 1, sonst jedoch der 
zugehorigen [, aufstellen. Dieses System mag zuvdrderst aus allen 
acht bez, vier Substitutionsarten zusammengesetzt sein. Indess be- 
merke man, dass jede iiberhaupt eintretende Art auch Substitutionen 
fiir Ti») liefert. Indem wir also eine der letzteren mit jener zum 
Reprisentanten aufgegriffenen Substitution combiniren und lieber die 
so entspringende Substitution in das Repriisentantensystem wihlen, 
wird letzteres ausschliesslich aus Operationen S aufgebaut sein. Von 
hieraus entspringt durch eine elementare Zwischenrechnung der Satz: 
Der Index der Hauptcongruenzgruppe Tn) in Bezug auf die Gesammt- 
gruppe T'") ist im Falle (-) = (*) = (2) = 1 identisch mit der 
Anzahl modulo n incongruenter Substitutionen S, in den iibrigen sieben 
Fiillen ist er das Doppelte dieser letateren Anzahl. 

Nun aber liisst sich auf’s Leichteste angeben, auf wieviel incon- 
gruente Substitutionen die [, der S modulo » zuriickkommt, falls q 
und » quadratische Reste von m sind. Hier verstehe mdn einfach 
unter /q, Vr jeweils eine der beiden ganzen Zahlen mod. , deren 
Quadrate = q bez. r sind und brauche das Symbol 2—' modulo n im 


bekannten Sinne. Dann liefert die einzelne Substitution S vier ganze 
Zahlen a, B, y, 9 modulo n: 


(2) (a+b/qg2"Sea, (c¥r+dygqr)2-=f8, 
(— cY¥r+dyqr)2"=y, (a — b/g) 2°=0, 


welche eine mit 1 congruente Determinante bilden «ad —By=1, und 
umgekehrt liefert jedes solche Zahlenquadrupel offenbar eine Classe 
modulo » congruenter Substitutionen S: Die Anzahl modulo n unter- 
schiedener Substitutionen S ist gleich der Anzahl besziiglich n incon- 


gruenter Modulsubstitutionen, d. i. sie ist "“—. Aber augleich ist 


durch den eingeschlagenen Beweisgang ohne Weiteres evident geworden, 
dass die durch (7) begriindete Beziehung der modulo n in- 


n(n?—1) 


2 
congruenter Substitutionen S auf die an analoger Stelle bei den Modul- 
functionen eintretende G.,.,._,, holoedrischen Isomorphismus beider 


Gruppen darstelit. *) 





*) Auch dieser Satz war Gegenstand der Correspondenz des Hrn. Bianchi 
mit mir, und ich wollte hier jedenfalls ausdriicklich hervorheben, dass Hr. 
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Dieser merkwiirdige Satz ist hier freilich nur erst in den beiden 
Fallen 


2 r q 2 r 
G)-@=-@=1 mw -E)=-()-(=! 
bewiesen; es ist aber kaum zweifelhaft, dass er ganz allgemein giiltig 
ist. In der grésseren Zahl der tibrigen Fille gelingt der Beweis 
leicht durch Gebrauch der Galois’schen imaginiren Zahlen; inzwischen 
scheinen einzelne Fille sich auch auf die Weise noch nicht erledigen 
zu lassen. Ich will hier nicht auf die Discussion aller dieser Einzel- 


fille eingehen, um so mehr als fortan eine weitere Specialisation 
unserer Untersuchung eintreten soll, dahin gehend, dass wir nur noch 
2.39 2 q r - : ° ° 
den Fall I, nimlich (=)—( 2 )=()= 1 beriicksichtigen wollen. Die 
zu betrachtenden Primzahlen m sollen also nur noch gewissen arith- 
metischen Reihen der Differenz 8qr entnommen sein, wobei wir ja 
noch iiber unendlich viele in Betracht kommende m verfiigen. So 
z. B. handelt es sich fir g=—3, r=—1 um alle Primzahlen n der 
Form n = 24h +- 1. 
Nach dieser Beschrankung reducirt sich also die Gesammtgruppe 
f(a") beziiglich ihrer ausgezeichneten Untergruppe [(,) auf eine endliche 
P aaa welche direct mit der wohlbekannten Gruppe dieser Ordnung 
2 
in der Theorie der Modulfunctionen holoedrisch isomorph ist*). Indem 
wir das Fundamentalpolygon der [{4” zur geschlossenen Fliche F(%;” 


(n) 
umgestalten, wird diese eine regulire Eintheilung in t n(n? — 1) Be- 
Bianchi von seinen Untersuchungen iiber die automorphen Functionen der 
Gruppen des Textes aus das in Rede stehende interessante Resultat unabhingig 
und etwa zu gleicher Zeit mit mir aufgefunden hat. 

*) Man kénnte gegeniiber dieser ganzen Entwicklung den Zweifel haben, ob 
sich nicht vielleicht [”) modulo m auf eine von der Gesammtheit verschiedene 
Untergruppe der G, ,,._,) reduciren méchte. Inzwischen widerlegt man dies am 

a 
einfachsten auf gruppentheoretischem Wege, indem man einerseits die in ihrer 
Gesammtheit bekannten Untergruppen von G,,,:_,) heranzieht, sowie anderer- 
2 
seits z. B, die von den Symmetriekreisen 2 = 0, 2*-+ y* = 1 und den Ecken der 
-Halbebenentheilung herriihrenden Operationen in der modulo » reducirten 


r'?”) verfolgt. Da iibrigens G ) und Het, von ungerader Periode (mod. n), 


sind, so lassen sich diese Operationen immer in der Gestalt der Substitutionen S 

fixiren, und aus ihnen lisst sich die ganze G,),»_,, erzeugen. Sicher werden 
= 

also schon die Substitutionen S und demnach auch die iibrigen Arten 7’, U,... 

n(n? 


ae Typen aufweisen. 





modulo » im Ganzen 
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reiche tragen, welche bei den = 2 (n?— 1) eindeutigen Transformationen 


der Flache in sich unter einander vertauscht werden.*) Allen den 
unendlich vielen beim einzelnen n eintretenden Werthcombinationen (q, r) 
entsprechen solcherweise ebenso viele im Wesen verschiedene reguliir - ge- 
theilte Flichen, die gleichwohl alle sur niimlichen Gruppe G,.._,, der 
2 
Transformationen in sich Anlass geben. Um dies noch deutlicher zu 
sehen, gestalte man F(” in eine = n(n? — 1)-blittrige Riemann’sche 
Fliche iiber einer Ebene um. So kommt z. B. bei (q, 7) = (3, 1) eine 
Fliche, die an drei Stellen verzweigt ist, und zwar hingen an der 
ersten Stelle die Blatter immer zu zweien, an der zweiten Stelle zu 
je vier, an der dritten zu je sechs zusammen. Dem stelle man die 
entsprechende Fliche der Modulfunctionen gegentiber; diese wird nicht 
nur im allgemeinen ein ganz anderes Geschlecht aufweisen, sondern 
die geometrischen Verhiltnisse der Transformationen in sich gestalten 
sich beiderseits véllig verschieden, was man leicht in’s Kinzelne ver- 
folgen wird. Kinige hierauf beziigliche Ausfiihrungen fiigen wir sogleich 
im folgenden Paragraphen an. 


2. 
Einzelausfihrungen iiber die Untergruppen von G,. ,. Das Trans- 





formationspolygon n‘** Ordnung. 


Die Periodicitiit der Operationen der ['%"), modulo » betrachtet, lisst 
sich auf Grund bekannter Siitze ohne Weiteres angeben. Die Periode 


einer Substitution S ist gleich » oder ein Theiler von ” ae bez. st) : 


je nachdem (a? — 4) durch » theilbar oder Rest oder Nichtrest von n 
ist; bei den Substitutionen U giebt in entsprechender Weise (a? — 2) 
den Ausschlag u. s. w. Als eine erste Besonderheit gegentiber der 
Modulgruppe haben wir zu nennen, dass in einigen Fallen auch Sub- 
stitutionen der Periode vier und sechs Fixpunkte besitzen. Wir miissen 
in diesem Betracht einem leicht entstehenden Bedenken begegnen. 
Man nehme z. B. den Fall g = 3, r=1, wo auf der geschlossenen 
Flaiche drei Arten von Eckpunkten auftreten. Die Eckpunkte der 
ersten Art sind von vier, die der zweiten Art von acht, diejenigen 
der dritten endlich von zwdlf Klementardreiecken umlagert. Da diese 
Anzahlen immer durch vier theilbar sind, so kénnte man annehmen, 
dass es in der Ga) drei verschiedene Arten von Substitutionen der 
2 


*) Dass die in Rede stehende Fliche sogar eine regulir-symmetrische Theilung 
in n(n*— 1) Bereiche triigt, verfolgen wir nicht weiter. 
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Periode zwei giebt, was doch im Widerspruch gegen die bekannte 
Structur der G,,,._,, steht. In der That aber wird die Sachlage die 


2 

sein, dass eine einzelne Substitution der Periode zwei unter ihren 
Fixpunkten immer zugleich alle drei Arten von Eckpunkten der 
Theilung aufweisen wird. So z. B. muss fiir n = 24h — 1 die einzelne 
Substitution fraglicher Periode immer 22h Fixpuukte haben, die sich 
bez. zu 12h, 6h und 4h auf die genannten drei Arten von Eckpunkten 
vertheilen. Man wird diess sogleich noch unmitteibar bestiitigt sehen. 

Neben den Eckpunkten der Theilung der Fliche F’, wt) 

2 

die Symmetrielinien derselben besondere Aufmerksamkeit in Anspruch; 


man wird insbesondere die Diedergruppe aufsuchen wollen, welche die 
einzelne Symmetrielinie in sich transformirt. Um auch hier gleich 
wieder den Fall g = 3, r= 1 heranzuziehen, so unterscheiden wir 
drei Arten von Symmetriekreisen. Von der w-Halbebene her ent- 
nehmen wir als Beispiele dieser drei Arten die imaginire Axe, den 
Einheitskreis und den nichst grésseren mit letzterem concentrischen 
Kreis der urspriinglichen Halbebenentheilung. Zu diesen drei Kreisen 
gehéren cyklische Gruppen hyperbolischer Substitutionen, als deren 
Erzeugende ich der Reihe nach die folgenden drei berechne: 


nehmen 


2 3 0 
() oe a are | 
V3 ee 'S 1+V3 
V2’ V2 V2, 7 2 
4 = ? = ms 
1 V3 5 + V3 V 2 
Va’ Vi "n° 


Da 2 und also auch 2-' Rest von » ist, so erkennt man sofort, dass 
die Periode aller drei Substitutionen (1) die Zahl ™ —" theilt. Setze 


9 





man nun z. B. n= 23, so muss eine einzelne Substitution der Periode 11 
immer zugleich Symmetrielinien aller drei Arten in sich transformiren. 
Ueberdies muss offenbar jede Symmetrielinie aus 2.11 Elementar- 
dreiecksseiten bestehen, und dies hat fiir die Substitutionen von der 
Periode 2 interessante Folgen. Wir wollen die Eckpunkte der Theilung 
in der oben charakterisirten Folge als Punkte a, b, ¢ bezeichnen. Durch 
den einzeluen Punkt 0 gehen zwei Symmetrielinien, und die beiden 
jenem Punkte a auf diesen Linien diametral gegeniiberliegenden Punkte 
(gleichfalls Fixpunkte der zu a gehérenden Substitution) sind bez. ein 
Punkt 6 und ein Punkt c. In demselben Sinne weist man einem 
Punkte } als (auf den in Betracht kommenden Symmetrielinien) 
diametral gegeniiberliegend zwei Punkte @ und zwei Punkte ¢ nach, 
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sowie endlich jedem Punkte ¢ drei @ und drei b. Indem man be- 
merkt, dass mit dém einzelnen Eckpunkte auch jeder gegenitiberliegende 
ein Fixpunkt der zugehérigen Substitution der Periode zwei ist, ent- 
springen die obigen Anzahlen 12, 6, 4 der Fixpunkte sofort auf's Neue. 

Fiir die Anwendungen, die wir weiterhin entwickeln wollen, sind 
diejenigen (n + 1) gleichberechtigten Congruenzgruppen [,4: des 
Index (x -+ 1) besonders wichtig, welche den halbmetacyklischen Unter- 
gruppen der G,,,,_,, entsprechen. Wie in der Theorie der Modul- 


functionen bevorsuge ich auch hier diejenige unter ihnen, welche 
durch die Bedingung y = 0, (mod. ») charakterisirt ist. Diese Unter- 
gruppe gestattet noch eine etwas andere, den vorliegenden Verhiilt- 
nissen mehr entsprechende Definition. Man nehme an, dass sich die 


Zahl (—) m in das Product zweier complexen Primfactoren : 

— es = 
(2) ( rn )n = (e + V9) (4 — & V9) 
mit ganzzahligen e,, e, zerlegen liisst, Factoren, die ich auch wohl 
kurz ¢ und @ nenne.*) Braucht man /q (mod. ) in der schon ge- 
nannten Bedeutung und denkt das Vorzeichen fest fixirt, so wird einer 


der beiden Factoren e, ¢ == 0 (mod. n) sein, aber nicht beide. Man 
denke das Vorzeichen von e, so gewahlt, dass 


(3) @=e, — e, ¥q =0 (mod. n) 
autrifft. Ist wmgekehrt die ganze complexe Zahl (a —bYq) des Kérpers 


(1, Wq), modulo n betrachtet, =0, so enthilt sie den Theiler @ Ist 
nimlich « bereits durch » theilbar, so gilt dies auch von b, und der 
Satz ist bewiesen. Ist aber a und also auch b prim gegen n, so definire 
man zwei ganze Zahlen uw, v durch a=e,u, b= e,v, (mod. n). Es 


folgt dann aus a — b/q= ule, —e,vy'V/q) =0 sofort w=; 
schreibt man also a=ev+fjn, b=e,v+f,n, wo f; ganze 
rationale Zahlen sind, so kommt, wie behauptet wurde: 


os a bYq= v(e, — VQ) +(A- fVQ n. 


*) Hierzu ist zu bemerken, dass in einigen Fallen q (nimlich immer dann, 
wenn es nur eine Classe von ganzzahligen biniren quadratischen Formen der 
positiven Determinante q giebt) die gekennzeichnete Zerlegung unter den fiir 
uns giiltigen Voraussetzungen stets mdglich ist. In den tibrigen Fiillen trifft dies 
freilich nicht mehr durchweg zu; aber es giebt alsdann noch unendlich viele 
Primzahlen n, welche die fragliche Zerlegung gestatten, ein Satz, der (in anderer 
Form) von Dirichlet aufgestellt und von Hrn. H. Weber ausfihrlich begriindet 
ist (cf. »Beweis des Satzes, dass jede eigentlich primitive quadratische Form un- 
endlich viele Primzahlen darzustellen fdhig ist,“ Math. Ann, Bd. 20 (1882)). Der 
Einfachheit wegen bezichen wir die Entwicklung des Textes nur auf diese zer- 
legbaren »; in den iibrigen Fiillen hat man zu entsprechenden Entwicklungen die 
Begriffsbestimmungen der Idealtheorie heranzuziehen, 
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Alle Substitutionen der ["), bet denen im Zihler des zweiten 
Coefficienten eine durch e =e, + e,/q theilbare ganze Zahl steht, und 
also im Ziihler des dritten Coefficienten eine durch @ = e, —e,V'q theil- 


bare ganze complexe Zahl des Kérpers (1, //q), bilden eine Untergruppe 
Fai, welche jene oben besonders herausgegriffene Congruenzgruppe ist. 


Das Fundamentalpolygon F,,,, dieser [,4; beneunen wir aus im 
folgenden Artikel ersichtlich werdenden Griinden als Z'’ransformations- 
polygon n*" Ordnung. Da die zur imaginiren @-Axe gehérenden hyper- 
bolischen Substitutionen stets der [,,, angehéren, so werden wir F’,4, 
zwischen dem Einheitskreise und dem iiberniichst grésseren, mit ihm 
concentrischen Symmetriekreise einlagern kénnen (cf. die Figuren). 
Auch im iibrigen bietet es nicht besondere Schwierigkeit, gegebenen 
Falls das Transformationspolygon zu construiren. Man wolle bemerken, 
dass ein Repriisentantensystem der [,,, modulo m auf die (n + 1) Sub- 


stitutionen 1, ((° ~~) mit y=0,1,...,2—1 zuriickkommt. Re- 


ducirt sich aber eine einzelne Substitution der [@” modulo n auf 


S 5) mit einem gegen » primen y, so giebt es eine wit (% 2) 
congruente Substitution in [@” so, dass 


a’, B’\ (a 0, —1 

(0; &) Ga) = (1; o') > aod.» 
gutrifft. Hier ist 0’ = y-' und also v = y~—'d, (mod. m); so ordnet 
man jeder Substitution der [%”, die nicht schon selbst der [,4; an- 
gehort, sehr leicht ein v zu, welches wir sogleich auch als Nummer 
dem zur Substitution gehérigen Bereich der Halbebene zuertheilen. An 
den Ausgangsbereich, der die Nummer oo bekommt, reihe man jetzt 
weiter v Bereiche mit den Nummern 0, 1, 2, ..., (n — 1). 

Diese Arbeit wird bedeutend erleichtert, wenn man zugleich auf 
die Verzweigung des Transformationspolygons Bedacht nimmt. In 
manchen Fallen lisst sich dieselbe ohne Weiteres angeben. So z. b. 
verfolge man in dem oft herangezogenen Beispiele (3,1) die Trans- 
formationsgrade n= 24h — 1. Die halbmetacyklischen G ent- 


n(n —1) 


2 
halten dann weder cyklische G, noch G,; sagen wir also gleich: Die 
(n +- 1)-blittrige Fliiche iiber der Ebene ist nur an drei Stellen ver- 


sweigt; und zwar finden sich an der ersten Stelle “= Verzweigungs- 


9 
~- 





punkte zu je ewet, an der zweiten "rt Verzweigungspunkte zu je 
vier, endlich an der dritten tt Verzweigungspunkte zu je sechs 
Blittern. 
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Fiir den Fall » = 23 habe ich bei g = 3, r=—1 das Transfor- 
mationspolygon F’,, wirklich construirt und in Figur 4 der Tafel auf- 
gezeichnet, und zwar unter gleichzeitiger Angabe der Zusammen- 
gehérigkeit der Randcurven. Dass sich die Verzweigung dieses Poly- 
gons unter das soeben angegebene allgemeine Resultat subsumirt, 
wird man leicht tiberblicken. Zu einer weiteren Bestiitigung fiir die 
Richtigkeit der Figur habe ich die erzeugenden Substitutionen der 
T,, alle berechnet. Es sind in der in der Figur angegebenen Folge 
die sieben ‘Substitutionen : 


1+ V8 


3 0 
a 
(4) 5 = 143 
0, es Va sl 
5 5+4V3> —4V8 0 14+ V3 
V2’ Ve V2” V2 
vy = ? .= = = ? 
~seers. oS =... 
Ve” We V2’ pe 
( 5+/73, Kivi o> win —— 
Y= Fa = vy, = Me _}> 
' \~544y3, —54+73/]’ ° \o—4y3, —5+73 
24+4V3  —1—V3 24+4V8 7+ V3 
Wi’ OU Ve’ 
a = , |= . 
1-V3 2—4V3 —74+Vs 2-4/5 
li V2 Ve ’ V2 


Die Formel (2) lautet im gegenwiirtigen Falle 
— 23 = (2 — 3/3) (2+ 3/3), 
und nun finden wir fiir die Mittelcoefficienten der Substitutionen (4): 
5 + 4/3 = — (24+/3) (2-3/3), 7+ /3——(1+/3)(2—3/73), 
womit sich der obige allgemeine Satz iiber die Definition der [,4; 
bestiitigt. Uebrigens geht das Transformationspolygon F',4; durch 
Spiegelung an der imaginiren Axe in sich selbst iiber, waihrend durch 
Spiegelung an dem mitten durch dasselbe hindurchziehenden Kreise 
um @o =O aus F,,, das Polygon der durch B =O, (mod. m) zu 
charakterisirenden [,4, entspringt. — Weit einfacher als das hiermit 
durchgefiihrte Beispiel ist tibrigens nm —7, (g, 7) = (11, 1), wo sich 
das Transformationspolygon aus 2.8 Elementarvierecken aufbaut; es 
ist hier leider nicht Raum, dasselbe ausfiihrlich zu beschreiben. Fiir 
n = 8h + 38 tritt eine [2,49 an Stelle der bisher betrachteten Gruppe; 
die hierher gehérigen einfachsten Beispiele sind n=3, q=17, r=1; 
n=3,q=—19,r—=1; n=—=5,q—l1ll,r=l1 usw. 
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3. 


Die Transformation »'* Ordnung und die zugehiérige Hypermodular- 
gleichung. 


Es fand sich am Schlusse des Artikels I, 3, dass die Gruppen [") 
fiir die gesammten, von uns iiberhaupt zugelassenen Werthe g, 7 zum 
Geschlechte Null gehéren. Es hat das ohne Weiteres den Funda- 
mentalsatz zur Folge: 

Alle zur Gruppe [%*) gehiérenden automorphen Functionen sind 
rational in einer unter thnen darstellbar, welch’ letaztere wir J(o) 
nennen und dadurch fixiren, dass sie in drei vorgeschriebenen Ecken des 
Ausgangsraums die Werthe J=0,1, co annimmt; beispielsweise 
sollen diese Werthe bei g = 3, r = 1 in den drei Ecken a, b, c des 
Ausgangsraumes stattfinden. 

Jetzt verstehe man unter w(w) = sort eine Substitution, 


welche ihrer fiusseren Gestalt nach mit einer der acht Substitutions- 
arten der [%” iibereinstimmt, nur dass ihre Determinante (ad — bce) 
nicht 1 sondern m sein soll, die Zahl m in der bisherigen Bedeutung 
gebraucht. Den Uebergang von J(w) zu J’(@) = (<2 F7) be- 
zeichnen wir als Transformation n' Ordnung von J(@), wie auch im 
Einzelfall die Substitution w gewihlt sein mag.*) 


Um zu untersuchen, zu welcher Untergruppe von [”) die Function 
J'(@) = J (w (@)) gehért, sei v irgend eine Substitution der ['%”, 
Ks ist dann J’ (v (@)) =J'(m) stets und nur erfiillt, wenn wow = v’ 
wieder eine Substitution der Gruppe [*) ist. Bei der Discussion 
dieser Bedingung schreibe man w-! = ba ? bes *) und bemerke 
iiberdies, dass die vier ganzen rationalen Zahlen in den Ziihlern der 
Coefficienten von w modulo 2 eben jenen Bedingungen geniigen, die 
wir in I, 1 fiir die Substitutionen der [”) nambaft zu machen hatten. 
Es folgt, dass auch v’ eine der oft genannten acht Substitutions- 
gestalten zeigt, wogegen freilich v’ die Determinante n? besitzt. Soll 
hiernach o’ der [%*) angehéren, so ist dafiir hinreichend und noth- 
wendig, dass die Zahler in den Coefficienten von v’ durch m theilbar 
sind. Nennt man die Coefficienten von v kurz a, 8, y,0, so kleidet 
sich diese Bedingung in die vier Congruenzen ein: 


ada — acB + bdy — bcd =0, 
aba —a?B + by — abd =0, 
cda — 7B + dy —cdd=0, 
bea — acB + bdy —add=0, 


(1) (mod. »), 


*) Vergl. auch Poincaré |. c. 
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von denen iibrigens keine entbehrlich ist. Dies sind gerade die nim- 
lichen Congruenzen, welche an analoger Stelle in der Theorie der 
elliptischen Functionen bei Transformation n'** Ordnung der absoluten 
Invariante J(w) auftraten. Die Congruenzen (1) definirten damals 
eine der (n+-1) gleichberechtigten [,4, der Modulgruppe. Da nun die 
Operationen unserer jetzigen [{%;” offenbar alle den Bedingungen (1) 
geniigen, so werden bei dem oben begriindeten holoedrischen Isomor- 
phismus der jetzigen G,,,._,, auf die G,.,._,, der Modulfunctionen die 


n(n® 


2 2 

Congruenzen (1) innerhalb [@” eine mit der [4:1 der vorigen Nummer 
gleichberechtigte Congruenzgruppe m'*' Stufe des Index (n-+- 1) definiren. 

Zufolge dieses Resultats giebt es eine mit J’(@) gleichberechtigte 
Function, die zur [,,4; des vorigen Artikels gehért. Indem wir offen- 
bar diese letzte Function gleich selbst wieder J (w (o)) nennen diirfen, 
wollen wir die hier insbesondere eintretenden Transformationen niher 
betrachten. Soll aber die einzige Bedingung y =O zur Befriedigung 
der vier Congruenzen (1) schon ausreichen, so muss bei dem willkiirlich 
bleibenden 8 offenbar a =c=0, (mod. m) sein, womit denn auch 
alle Congruenzen (1) erfiillt sind. Ks sind also die in den Zihlern 
von a und ¢ auftretenden ganzen complexen Zahlen Multipla der 
Zahl (e,—e,/q), so dass sich weiter in b, sowie d der Factor 
(e,+e,/q) findet. Schreiben wir hiernach 


(ce, —e V9); 0 
a= my a—-(;’ ®) | ‘ (—")e+eV9 


so hat offenbar ( 6) eine der acht oft genannten Gestalten und ist 


? 
zudem von der Determinante 1; diese Substitution gehért also der 
r@” an. Die gesuchte mit J’ gleichberechtigte Function ist demnach 


¢ —s ey — @Vq 

®) 7( a) e+ @Vq #): 

Das hiermit gewonnene merkwiirdige Resultat kleiden wir in den Satz: 
Durch Transformation n‘” Ordnung von J(w@) entspringen insgesammt 
nur (n-+-1) unterschiedene Grissen J'(w), die alle mit (2) gleichberechtigt 
sind. Diese Grissen sind die Wurzeln einer irreducibeln algebraischen 
Relation: 

(3) fd’, J) =9, 

in welcher J’ und J bis auf den Grad (n+1) ansteigen, und die ich 
mit Hrn. Bianchi als die zur ni Ordnung gehirende Hypermodular- 
gleichung bezeichne. Unter Gebrauch des gleich zu nennenden Haupt- 
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reprisentanten erkennt man gerade wie in der Theorie der elliptischen 
Functionen, dass die linke Seite der Hypermodulargleichung, als ganze 
Function ihrer beiden Argumente J’, J geschrieben, in ihnen sym- 
metrisch ausfallt. Die Gleichung (3) stimmt demnach mit der Modular- 
gleichung in Grad, Vertauschbarkeit der Argumente und Monodromie- 
gruppe tiberein; sie sind aber von einander verschieden in Geschlecht und 
Verzweigung. Im Anschluss an die hiermit befiirwortete Terminologiec 
werde ich iibrigens die automorphe Function J(w) gelegentlich als einen 
Hypermodul bezeichnen. 

Nichts hindert, dass wir die Transformationstheorie der zur ['”) 
gehérenden automorphen Functionen in derselben Weise ausbauen, 
wie die Transformation der Modulfunctionen. Die gesammten Trans- 
formationen n‘* Ordnung wird man nach wohlbekanntem Princip in 
(n+1) Classen theilen und jegliche Classe durch eine zweckmissig 
ausgewihlte Transformation reprisentiren. Fiir die [,,, des vorigen 
Artikels wihlen wir etwas verschieden von Formel (2): 

n+1 
a 
(4) Ry(@) = (—1) * tara 
und benennen FR, als Hauptreprdsentant. Fir die tibrigen Repriisen- 
tanten haben wir dann R;—= R,v;, wo v; ein Repriisentantensystem 
der [,4: durchliuft; weiter sind alle Transformationen der (i+ 1)!" 
Classe v R;, wo v die ['%") zu beschreiben hat. 

Die Auswahl des Hauptrepriisentanten (4) ist deshalb besonders 
giinstig, weil @’ — R,(@) eine Substitution der Periode zwei darstellt, 
und weil andrerseits durch R, die Gruppe [,4: direct in sich trans- 
formirt wird. Dies hat auch geometrisch einige wichtige Folgen: 
Man iibe auf die w-Halbebene die Substitution @ — R,(@) aus und 
bringe die so entstehende neue Gestalt der Halbebene mit der urspriing- 
lichen zur Coincidenz. Da die Kreisbogentheilung durch wo’ = R,(@) 
nicht in sich tibergeht, so wird die Halbebene nunmehr von einer 
doppelten Theilung iiberlagert sein, die wir offenbar als w-Theilung 
und o’-Theilung unterscheiden kénnen. Die letztere wird durch die 
Substitutionen der Gruppe f’ — R,f Ro" in sich tibergefiihrt, und nun 
wolle man beachten, dass [,,; die gemeinsame Untergruppe von [ und 
r’ vorstellt. Schneidet man also aus der w-Theilung ein Transforma- 
tionspolygon F,,; aus, so wird dasselbe gerade auch aus (n + 1) 
o'-Bereichen zusammengesetzt sein (die freilich am Rande zerstiickt 
erscheinen) und wird solcherweise zugleich fiir [ ein ‘Transformations- 
polygon F,., vorstellen. 

Legen wir das Polygon zur geschlossenen Fliiche zusammen, so 
wird uns dieselbe vermége ihrer zweifachen EKintheilung in je (n + 1) 
Bereiche das anschauliche Bild fiir die Correspondenz ihrer beiden 
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algebraischen Functionen J’, J liefern, die durch die Hypermodular- 
gleichung an einander gebunden sind. Fiir die geschlossene Fliche 
F 4: aber bedeutet R, eine Transformation (erster Art) von der Periode 
zwei.in sich, Diese Transformation der Fliche in sich permutirt die 
beiden Eintheilungen mit einander und stellt sich analytisch einfach 
durch Vertauschung von J und J’ dar. — In welch’ inniger Beziehung 
die doppelt-getheilte Fliche oder auch gleich das doppelt getheilte 
Polygon der Halbebene zur Theorie der biniiren quadratischen Formen 
des vorigen Abschnitts steht, haben wir nun zu erortern. 


IV. 
Smith’sche Curven und singuliire Hypermoduln. 


. 


Die zur n*” Ordnung gehérende Smith’sche Curve und ihre Beziehung 
zu den Formen positiver Determinante. 

Bevor wir die Anwendung der Transformationstheorie auf die in 
Abschnitt II betrachteten Formen (x, 4, mw) auseinandersetzen, ist es 
zweckmiissig, eine kleine Erginzung betreffs der Schreibweise dieser 
Formen hier vorauszuschicken. Man erinnere sich der vier Fille, welche 
wir in II, 3 zu unterscheiden hatten; in den drei letzten Fallen wies 
(x, 4, w) die Factoren /q bez. Yr, Ygr auf. Wir wollen uns ent- 
schliessen, diese Factoren fortzuheben; und das kommt darauf hinaus, 
dass wir in den vier Fallen die nachfolgende, sofort verstiindliche 
Bezeichnungsweise gebrauchen : 


(1) . =%,4=4,4=m; D= te — qa? + To's 
(Ho, Ag, Mo) = (xy + Ag / gq) @?+2u,Vr@ — (%)—A V9); 
(II) {" = q%,,4=—4,4= G13 D, = q™" — A? + ru’, 
(#15 4,5 wy) = (4,+%,/q)@? + 2u,Vgro +(a,—x,/9) 
(III) c =1rx,, 4 =ri,, u = ai D, = rx? — gra? + Ho" : 
(2, Ag) Hy) = (x,+4,V9) V7 a? + 2u, 0 — (x,—A,Vg)Vr3 
(IV) {" = qrx,, drs, uo ~~ 135 D;= qr," — ri,? + ats", 
(#3) Ag, My) = (Ag+ xy VQ) Vra?+2u,/qa-+ (4;—x,/ 9g) Vr. 


Die Entwicklungen des Abschnitts II tiber Transformation der Formen 
in sich oder in gleichartige Formen sind offenbar von Factoren, 
die wir den Formen anhiingen oder nehmen, ganz unabhiingig. Ins- 
besondere folgt, dass die terniren Substitutionen von (%,, 4), f)), auf 
eines der drei anderen Variabelensysteme (x;, 4;, ui) umgerechnet, 
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wiederum ganzzahlig ausfallen miissen. In ihrer ersten Gestalt werden 
also die terniiren Substitutionen die Bedingungen 
Ay. = Gy, =0, (mod. gq), a, = a., = 0, (mod. r) 

befriedigen miissen , was auch ein Blick auf (5) in II, 1 sofort bestitigt. 
Infolge unserer Massnahme haben wir bei der einzelnen Determinante 
D jetzt immer vier Formarten zu unterscheiden, und es ist sofort 
evident, dass eine einzelne Form immer nur wieder mit einer gleich- 
artigen Form fquivalent sein kann; natiirlich brauchen keineswegs 
beim einzelnen D alle vier Arten aufzutreten. 

Die Eckpunkte des Ausgangsraums, in welchen wir fiir die auto- 
morphe Fanction J(@) die Werthe 0, 1, co vorschrieben, sollen jeden- 
falls durchgehends Schnittpunkte von Symmetriekreisen der ['%”) sein. Es 
wird alsdann J(@) auf der imaginiiren Axe, wie tiberhaupt auf allen 
Symmetriekreisen allenthalben reell sein, und also miissen die numerischen 
Coefficienten der Hypermodulargleichung durchgingig reell sein. In 
dieser Gleichung fiihre man jetzt die Transformation aus: 


(1) J=X+iY, J’=—=X- iY, 
wodurch die Hypermodulargleichung iibergeht in: 
(2) f(X—iY, X+iY) = F(X, Y)=0. 


Da f seine beiden Argumente vertauschungsfihig enthielt, so weist 
F(X, Y) nur gerade Potenzen von Y auf und hat demnach gleich- 
falls ausschliesslich reelle Coefficienten. Deutet man J’, J als Car- 
tesische Coordinaten, so benenne man die durch f(J’, J) 0 dargestellte 
Curve als Hypermodulareurve; andererseits benennen wir die in den 
Coordinaten X, Y durch F(X, Y) =O dargestellte Curve als Smith’sche 
Curve*). Diese beiden beim n'** Transformationsgrad auftretenden 
Curven sind durch (1) collinear auf einander bezogen; die zur n'e" Ord- 
nung gehérende Smith’sche Curve ist sonach irreducibel und _besitzt 
also insbesondere keine doppelt zéhlende Curvenaiige. 

Es sind nun vor allen Dingen die reellen Punkte der Smith’schen 
Curve, denen unsere Untersuchung gilt. Wir denken uns diese Punkte 
in der XY-Ebene, d. i. in der Ebene der Variabelen J wirklich 
markirt, wo sie dann gewisse reelle Curvenziige oder auch isolirte 
Punkte vorstellen mégen. Man sieht aber sofort: Die so gezeichneten 
Punkte der J-Ebene sind gerade alle diejenigen, fiir welche wenigstens 
eine der zugehirigen Wurzeln J’ der Hypermodulargleichung einen zu 
J conjugirt complexen Werth aufweist. An diesen Umstand kniipft die 





*) Die hier im Texte 2u gebende Ideenentwicklung ist im Bereich der Modul- 
functionen und also der ganzzahligen quadratischen Formen von Stephen Smith 
angegeben worden, was die im Texte gebrauchte Bezeichnung rechtfertigen mag ; 


man vergl. iibrigens die beziiglichen im Bande II der ,,Modulfanctionen“‘ zu geben- 
den Citate. 
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nachfolgende arithmetische Betrachtung, zu deren Einleitung wir die 
J-Ebene vermége (J) auf den Ausgangsraum der ['%") conform ab- 
bilden. Dabei geht der reelle Theil der Smith’schen Curve in gewisse 
Linienstiicke (oder auch Punkte) des Ausgangsraumes iiber, und die 
Bedeutung der letzteren wollen wir jetzt allererst erkliren. 

Greifen wir die einzelne Wurzel J (w(@)) der Hypermodulargleichung 
auf, so hat dieselbe im Punkte wm des Ausgangsraumes stets und nur 
dann einen mit J(w) conjugirt complexen Werth, falls sich eine der 
Bedingung vw (@) = — @ geniigende Substitution v in der Gruppe [@”) 
auffinden lisst. Fassen wir vw zur Transformation mn Ordnung 
(a? Db) zusammen, so schreibt sich die ausgesprochene Bedingung 
explicite: 

Coaao+ Da+Ao+B=0, 
Da A, B,C, D reelle Zahlen sind, so kann diese Gleichung fiir einen 
Punkt @ des Ausgangsraumes nur dann bestehen, wenn A = D ist; 
sie ist dann aber sogleich fiir alle Punkte des Kreisbogens: 
(3) C(at+y?) +2Aca+ B=0 
erfiillt. Man nehme nun an, vw habe die Gestalt S; dann ist unter 
den vier ganzen rationalen Zahlen a, b, c, d dieser Substitution die 
zweite Null, und also sind die drei tibrigen gerade. Setzen wir also: 

c= —2x,, d=21,, a=2p,, 

so geht die Gleichung (3) in die folgende iiber: 


(4) (+41 Q)V 0 (ae? +y") + 2u,% — (x, —a,VO)Vr = 0. 
Ersichtlich haben wir hier den repriisentirenden Halbkreis einer Form 
(%, Ay, #) gewonnen; dieselbe hat die positive Determinante » und 
ist reducirt, insofern ja der Halbkreis (4) den Ausgangsraum durch- 
setzen soll. Hat des weiteren vw die Gestalt einer Substitution 7, 
S’, T’, so kommen wir zu einem vdllig gleichlautenden Resultate, nur 
dass jetzt die reducirte Form der Determinante m bez. der vierten, 
ersten oder zweiten Art (p. 95) angehdrt. Zieht man jetzt auch die Ge- 
stalten U’, V’, U, V heran, so entspringen wieder reducirte Formen 
der vier Arten, nun jedoch der positiven Determinante 2n, 

Das erhaltene Resultat ist sofort der Umkehrung fahig. Jede 
reducirte Form der Determinante » oder 2m liefert eine Transformation 
n'ee Grades w, welche der Gleichung w(@) = — @ geniigende Punkte @ 
des Ausgangsraumes ergiebt. So z. B. gewinnen wir von einer Form 
(x,, 4,, uy) der Determinante 2” aus die Transformation n'** Ordnung: 





Me gy — r+ hVar 

(6) ssa oe a .. iilllan 
ta Vr + a3V gr o 4 te 
v2 V2 
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welche die Gestalt einer Substitution U besitzt. Die Gesammtheit aller 
reellen Punkte der zur n' Ordnung gehirenden Smith’schen Curve stellt 
also, auf den Ausgangsraum iibertragen, dortselbst das System aller zu 
den reducirten Formen der Determinanten n und 2n gehirenden Kreis- 
segmente vor. Indem wir uns aber an die Zusammenordnung dieser 
Kreissegmente zu den geschlossenen Ketten erinnern, entspringt bei 
Riickgang vom Ausgangsraume zur complexen J-Ebene (unter Vorbehalt 
einer gleich folgenden Ergiinzung) der nachfolgende Hauptsatz: Die 
Smith’sche Curve F’' = 0 weist soviele geschlossene, allenthalben stetig 
gekriimmte reelle Ziige auf, als es Formclassen der positiven Determi- 
nanten n und 2n giebt. Zerschneidet man die reelle J-Axe lings der- 
jenigen Stiicke, welche beim Fortgang zum Ausgangsraum offene 
Randeurven desselben werden, so wird dadurch jeder reelle Zug in 
soviele Stiicke geschnitten, als die zugehdrige Formenperiode reducirte 
Formen enthiilt. 

Die Ergiinzung, welche noch ndéthig ist, betrifft die sich selbst 
inversen Classen. Da die Smith’sche Curve keine doppelt ziihlenden 
Curvenziige aufweist, so kommt in dem soeben ausgesprochenen Haupt- 
satze unter zwei inversen Formen immer uur eine zur Geltung. Ist 
nun eine Classe sich selbst invers, so war die zugehdrige Kette der 
Kreisbogen nur erst dadurch zu einer geschlossenen geworden, dass 
jedes einzelne Segment zweimal (in entgegengesetzter Richtung) durch- 
laufen wurde. Der betreffende Zug von J’ = 0, fiir sich betrachtet, 
wird also nicht geschlossen sein; Anfangs- und Endpunkt werden viel- 
mehr in zwei singuliren*) Stellen J liegen, und wenn sie ja coincidiren 
sollten, so wiirde doch der betrachtete Curvenzug dortselbst eine stetige 
Kriimmung im allgemeinen nicht aufweisen. Inzwischen bemerkt man 
doch aus dem Bisherigen leicht, dass sich der in Rede stehende 
Curvenzug iiber jeden singuliiren Punkt hinaus unter stetiger Kriim- 
mung weiter fortsetzt. Indem wir also noch betonen, dass die hier 
zur Geltung kommenden singuliiren Punkte J diejenigen sind, deren 
zugehdérige elliptische Substitutionen eine gerade Periode aufweisen, 
haben wir das ergiinzende Resultat auszusprechen: Sollte ein reeller 
Zug der Smith’schen Curve durch singuliire Punkte fraglicher Art gehen, 
so entspricht jedem zwischen zwei aufeinanderfolgenden solchen Punkten 
liegenden Theile dieses Curvenzuges eine sich selbst inverse Classe. 

Durch Riickgang zur @-Halbebene entspringt der nachfolgende 
Satz: Zieht der repriisentirende Halbkreis einer Form der Determinante 
m oder 2m durch den Fixpunkt einer elliptischen Substitution der 
Periode 2v, und man construirt denjenigex zur reellen Axe orthogonalen 


*) Es seien damit fiir den Augenblick kurz diejenigen Punkte J bezeichnet, 
welche Fixpunkten elliptischer Substitutionen der w-Halbebene entsprechen. 


eee aaa 
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Halbkreis, welcher jenen ersten im fraglichen Fixpunkt unter dem 


Winkel = schneidet, so repriisentirt auch dieser neue Halbkreis eine 


Form der Determinante » oder 2n, die iibrigens im allgemeinen mit 
jener ersten Form nicht iiquivalent ist, 


2. 
Uebertragung der Smith’schen Curve auf das Transformationspolygon. 


Eine: viel allgemeinere Auffassung der Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen gewinnen wir durch Benutzung des Transformations- 
polygons n'* Ordnung F’,,,. Den Uebergang zu demselben findet man 
in folgender Art: Wenn wir vorhin die (n+ 1) Wurzeln der Hyper- 
modulargleichung mit dem urspriinglichen J im Ausgangsbereich ver- 
glichen, so erreichen wir dasselbe, falls wir die eine zum Haupt- 
repriisentanten gehérende Wurzel J’(@) = J (R,(o)) in allen (n+ 1) 
Bereichen des Transformationspolygons vergleichen. Jedes beim ersten 
Vergleich gefundene Kreissegment des Ausgangsbereichs wird sich dann 
in einem und nur einem bestimmten jener (x + 1) Bereiche von F’,41 
wiederfinden; was also vorher in einem einzelnen Bereich iiber einander 
geschichtet war, finden wir jetzt in (n-+ 1) Bereichen auseinander- 
gelegt. 

Wenn wir F',,; zur geschlossenen Fliche umgestalten, werden 
sich die Punkte conjugirt complexer J, J’ zu einer reellen Curve zu- 
sammenlegen, welche auf die reelle Smith’sche Curve der J-Ebene 
wechselweise eindeutig bezogen ist. Indem wir sie als ,,die auf der 
Fliche F,41 gelegene Smith’sche Curve“ bezeichnen, besitzen wir in 
der doppelten Kintheilung der Fliche F’,,; ein anschauliches Hilfsmittel, 
den Verlauf der Curve unmittelbar zu erblicken. Die w-Bereiche sind 
zur Hilfte schraffirt zur Hilfte frei, und es wird immer die schraffirte 
Hilfte die eine, etwa positive J-Halbebene abbilden, die freie Hiilfte 
aber die negative*). Indem ein Gleiches fiir die ’-Theilung stattfindet, 
wird die doppelt getheilte F’,,, sehr viel kleinere Bereiche aufweisen, 
die theils frei, theils einfach, theils doppelt schraffirt sind. Die 
Smith’sche Curve wird immer nur durch einfach schraffirte Bereiche 
hindurehziehen kénnen; wo sie eine Grenzlinie**) der einen Theilung 
schneidet, muss sie immer zugleich auch eine der andern Theilung 
kreuzen. Wofern also beide fraglichen Linien nicht coincidiren (was 
vereinzelt auftritt, niimlich fiir die reellen Ziige der Hypermodularcurve), 
wird die Smith’sche Curve durch die Kreuzungspunkte der beiderlei 


*) Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Verhiiltnisse auch bei denjenigen 
r%”) zutreffen, die nicht mehr allein aus Spiegelungen erzeugbar sind. 
**) Diese Linien sind im allgemeinen keine Symmetrielinien der Theilung. 
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Grenzlinien hindurchgehen; sie setzt sich also, allgemein zu reden, aus 
einer Reihe von Diagonalen solcher einfach schraffirten Bereiche zusam- 
men, welche durch die Doppeltheilung der Oberfliiche entspringen. 
Eine besonders elegante Deutung fiir die auf der geschlossenen 
Fliche F,4, gelegene Smith’sche Curve gewinnen wir dadurch, dass 
wir die Transformationen der F',;; in sich analytisch durch das zu- 
gehérige Functionssystem J, J’ darstellen. Wir bemerkten schon 
wiederholt, dass F,,,; neben der Identitit noch drei Transformationen 
in sich zuliisst, von denen zwei von den @-Substitutionen R, und A 
herriihren (letztere in der gewohnten Bedeutung A (@) = — @ gebraucht) ‘ 


Vor allem wichtig ist nun fiir uns die dritte Transformation R, A, und 
indem wir die transformirten J, J’ durch untere Indices auszeichnen, 
haben wir fiir dieselbe die Darstellung 

(1) (R.A) * Jd, Jf Hd. 

R, A stellt nun eine symmetrische Umformung der F’,,, in sich dar 
und weist als solche eine Reihe von Symmetrielinien auf der Fliche 
auf, die wir aus (1) einfach dadurch ableiten, dass wir das transformirte 
Functionssystem J, , J,’ mit dem urspriinglichen J, J’ identisch setzen*). 
Hier ist nun bei der Gestalt von (1) ohne weiteres evident: Die auf 
F 4: tibertragene Smith’sche Curve stellt das System der Symmetriclinien 
dar, welche F 41 bei ihrer symmetrischen Umformung R,A aufweist; 
die Zahl dieser Symmetrielinien giebt uns also die Classenzahl der 
Formen der positiven Determinanten n und 2n. — Die Uebertragung 
aller dieser Siitze auf das urspriingliche Polygon F',,,, wo wir die 
Smith’sche Curve als eine Reihe dasselbe durchsetzender Kreisbogen 
wiederfinden, bietet sich von selbst dar. Insbesondere wolle man 
bemerken, dass die im Polygon F,,; gezeichnete Smith’sche Curve 
nur dann durch einen Eckpunkt der w-Theilung hindurchziehen kann, 
wenn eben dortselbst auch ein gleichartiger Eckpunkt der o'-Theilung 
gelegen ist. Eine solche Stelle wird leicht ersichtlich auf der ge- 
schlossenen F’,,, nur von je zwei Elementarbereichen der einzelnen 
Theilung umlagert sein, und also folgt der Satz: Soll es bei den 
Determinanten n oder 2n sich selbst inverse Classen geben, so miissen 


*) Zur Sicherstellung dieses Schlussverfahrens mag man sich iibrigens die 
Verhiiltnisse veranschaulichen, die bei einer Transformation erster Art der F, 44 
in sich eintreten. Die Fixpunkte einer solchen werden wir sicher alle erhalten, 
indem wir das transformirte Functionssystem mit den urspriinglichen identisch 
setzen. Aber dabei kénnen wir auch noch solche fremde Punkte erhalten, deren 
zugehérige Werthsysteme J, J’ zu jenen particuliren gehdren, welche mehr als 
einmal auf der Fliche vorkommen. Weil indessen solche Punkte eben nur ver- 
einzelt vorkommen, so werden wir die besondere Riicksichtnahme auf sie im Texte 
ausser Acht lassen kinnen, wo es sich doch immer um ganze festbleibende Linien- 
ziige handelt. 
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auf dem Rande des Polygons F 4, Fixpunkte elliptischer Substitutionen 
gerader Periode zu finden sein, die der Tai: angehdren; so z. B. werden 
bei (q, 7) = (3, 1) und m = 24h — 1 sich selbst inverse Classen tiber- 
haupt nicht auftreten. 

Statt iibrigens der analytischen Formulirung der geschilderten 
geometrischen Verhiiltnisse die (n-+ 1)-werthige Function J der Flache 
F 4: zu Grunde zu legen, kénnen wir zu diesem Zweck auch eine 
geringer werthige Function ¢ verwenden. Nur werden wir dieselbe 
so wiihlen, dass sie auf der imaginiiren w-Axe durchgehends reelle 
Werthe aufweist und jedenfalls nicht durch die Substitution Ry in sich 
trausformirt wird. Es hat dies einerseits den Vortheil, dass wir ¢ und 


2 (@) = 2 (R,(@)) zu einem vollen Functionssystem der Fliiche F’,+: 


wiihlen kénnen, welche beiden Gréssen alsdann durch eine algebraische 
Relation: 

(2) g(7, 2) =90 

mit ausschliesslich reellen Coefficienten an einander gebunden sind; 
auf der anderen Seite stellt sich die Umformung R, A wieder in der 
Gestalt: 2, == 2, 2, = 2% dar, so dass unter der Substitution 2 = § + in 
die auf die §y-Ebene iibertragene Smith’sche Curve direct durch die 
Gleichung: 

(3) g(E—tin, E+in) = GE, 4) = 0 

gegeben ist. Ist z. B. p = 0, so wihle man ¢ als Hauptfunction; als- 
dann wird (3) einen Kreis darstellen, und es giebt demnach in diesem 
Kalle im Bereich der*Determinanten », 2” entweder nur eine Form- 
classe oder mehrere, die dann jedoch alle sich selbst invers sind und im 
Sinne des vorigen Artikels zu einem System gehéren. Die eindeutige 
Beziehung zwischen den beiden Curven G(&, 4) =0, F(X, Y) =0 
entwickelt man iibrigens analytisch sehr leicht aus den Formeln 


(4) e=R(J',J), o =RU, I’); IHRE, 2), J mR, #)- 


Die singuliren Hypermoduln und ihre Beziehung zu den quadratischen 
Formen negativer Determinante. 


Letzten Endes bleibt noch tibrig, die Anwendung der Hyper- 
modulargleichung auf die quadratischen Formen negativer Determinante 
zu skizziren, wobei gleichfalls wieder volle Analogie zu den betreffen- 
den Entwicklungen in der Theorie der elliptischen Functionen vorliegt. 
Indem wir in der Hypermodulargleichung J’ = J setzen, entspringt 
eine algebraische Gleichung f(J, J) = 0 mit ausschliesslich numerischen 
Coefficienten, deren Wurzeln wir als die zur Ordnung n gehirenden 
singuliren Hypermoduln bezeichnen. Die reellen Wurzeln von f(J,J)=0 
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kénnte man auch als die Werthe X in den Schnittpunkten der reellen 
Ziige der Smith’schen Curve F(X, Y) =O mit der X-Axe definiren. 
Die Beziehung der singuliren Hypermoduln zu den quadratischen Formen 
wird durch folgende arithmetische Ueberlegung klargelegt. 

Soll der zum Punkte des Ausgangsraums gehérende Werth J 
singulirer Hypermodul n'** Ordnung sein, so ist dazu hinreichend und 


nothwendig, dass es eine Transformation n‘* Ordnung w =(¢ D) 
? 


giebt, fiir welche die Gleichung 
(1) Ca’? + (D— A)o— B=0 
erfiillt ist. Hier stellt offenbar die linke Seite von (1) eine reducirte 
quadratische Form negativer Determinante vor; und wir miissen, um 
des genaueren Art und Determinante von (1) zu gewinnen, fiir w 
wieder die oft genannte achtfache Fallunterscheidung durchfiihren. 
Hat w eine der Gestalten S, 7, S’, 7’, so nehme man iiberdies 
in die linke Seite von (1) den Factor 2 auf und findet alsdann bez. 
eine Form der 4', 3'", 2', ersten Art (cf. p. 95); fiir die zugehérigen 
Determinanten D = — A findet man bez. die Zahlwerthe: 
(2) A, = 4n — a?, A, = 4n— qb’, A, —=4n—re’, A, =4n— ra’, 
wo @ die im Zihler von A stehende ganze Zahl ist, falls w die Gestalt 
S hat u. s. w. Hat zweitens w eine der Gestalten U, V, U’, V’, so 
nehme man den Factor 7/2 in die linke Seite von (1) auf und erhiilt 
alsdann wieder eine Form der 4'" bez. 3, 2', ersten Art, jetzt 
jedoch der Determinante: 


(3) A, =2n — a’, A, = 2n— qb’, A, = 2n—re, A, = 2n—gqra. 
Die Entwicklung ist nun wieder sofort der Umkehrung fihig. 
Liegt z. B. fiir irgend eine ganze Zahl c, fiir welche A, = 2n —rc? > 0 


wird, eine reducirte Form (x,, 4,, u,) zweiter Art der Determinante 
— A, vor, so gewinnen wir von ihr aus in 


Vr+uVar y—«Vq 


(4) sk V2 ‘ é V2 r 
— Ate Vq eVr — uVar 


eine Transformation n'** Ordnung der Gestalt U’. In derselben Weise 
gestaltet sich die Umkehrung auch in den iibrigen Fallen. Die genauere 
Untersuchung der in Rede stehenden Verhiiltnisse erledigt sich in der- 
selben Weise, wie in der Theorie der elliptischen Functionen. Wir 
finden, dass jeder reducirten Form und also jeder Formclasse einer 
Determinante — A; = — 2n oder — 4n immer ein einfacher Nullpunkt 
von f(J, J) wechselweise eindeutig zugeordnet ist, jeder Formclasse 
einer grésseren Determinante (2), (3) jedoch ein Paar coincidirender 
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Nullpunkte; haben wir z. B. eine Classe vierter Art der Determinante 
— A, = — (2n—a’), so entspricht der eine Nullpunkt dem positiven 
Zeichen von a, der andere dem negativen u.s.w. Hierbei ist jedoch 
noch hinzuzusetzen, dass die Formclassen, deren repriisentirende Punkte 
im Fixpunkte einer elliptischen Substitution der Periode v coincidiren, 
nur erst zu v eim Paar coincidirender Nullpunkte von f(J, J) ergeben. 

Die Anzahl einfacher Nullpunkte von f(J, J) im Ausgangsraum, 
d. i. der Grad der Gleichung f(J, J) =0 ist hiernach sofort durch 
eine Summe von Classenanzahlen ausdriickbar. Bezeichnen wir durch 
H;(4) die Classenanzahl quadratischer Formen i" Art der Determinante 
— A, wobei jedoch die Classen, deren reprisentirende Punkte Fix- 


punkte elliptischer Substitutionen der Periode v sind, nur mit > in 


Anrechnung kommen sollen, so berechnet sich der Grad m der Glei- 
chung f(J, J) = 0 offenbar zu: 


(5) m =H, (2n— gra) +--+ S'H,2n —a?) 
i= 0,+1,-:- a=0,+1,--- 
+ 7H, (4n—grd’)+- +--+ >)H, (4n—a’). 
d=0, +1,--- a=0,+1,-:- 


In der einzelnen dieser acht Classenzahlsummen soll der Summations- 
buchstabe d, c,... jedesmal alle ganzzabhligen Werthe durchlaufen, 
fiir welche das Argument des betreffenden H, positiv ausfiillt. 

Andrerseits kénnen wir m auch als Anzahl einfacher Unstetig- 
keitspunkte von f(J, J) im Ausgangsraum definiren, wobei dann durch . 
Abziihlung dieser Zahl und Identischsetzen derselben mit (5) eine 
Classenzahlrelation entspringen wiirde. Die Bestimmung von m auf 
diesem neuen Wege wiirde bei primzahligen » nicht schwer sein; im 
Falle » = 12h —1 ist sie sogar besonders einfach.. In diesem Falle 
werden sich auf der geschlossenen Fliiche F',,;, die Bereiche um die 
Kckpunkte der Eintheilung gerade so gruppiren, wie in der urspriing- 
lichen Kintheilung der w-Halbebene, weil in [,4; fiir diesen Fall 
elliptische Substitutionen nicht enthalten sein kénnen. In den Ecken 
einer gewissen Art von F’,;, liegen die Unstetigkeitspunkte der Func- 
tion J. Sollte in einem dieser Punkte auch J’ = oo werden, so wiirde 
in der Umgebung dieser Stelle J, J’ ein mehrwerthiges Functionssystem 
darstellen, was unmdglich ist. Der héchste Term der Hypermodular- 
gleichung ist also J’"+'. J™+', so dass wir auf diesem functionen- 
theoretischen Wege fiir m den Werth (2n-+2) gewinnen. 

Es ist kaum fraglich, dass man auf Grundlage der bisherigen 
Entwicklungen der Theorie der singuliiren Hypermoduln eine analoge 
Ausbildung verleihen kann, wie sie diejenige der singuliiren Moduln der 
elliptischen Functionen erfahren hat. Diejenige Gleichung, deren 
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Wurzeln die ,,eigentlich“ zur Determinante — A gehdrenden singuliren 
Hypermoduln sind*), diirfte in algebraischer wie arithmetischer Riick- 
sicht eine aihnliche Rolle spielen, wie die entsprechende Gleichung der 
elliptischen Functionen. Wenn iibrigens die Hypermodulargleichung 
gegeniiber der Modulargleichung nicht wesentlich neu war, insofern 
sie mit jener Grad und Monodromiegruppe gemein hat, so gestaltet sich 
dies ganz anders, wenn wir die Substitution J’ = J ausfiihren und 
die beiderseits entspringenden Gleichungen mit rein numerischen Coef- 
ficienten betrachtea. In der That scheint’s, dass die Gleichungen der 
singuliren Hypermoduln gegeniiber denjenigen der singuliren Moduln, 
wenn auch von analogem Charakter, so doch wesentlich neu sind. 

Endlich mégen wir noch tiberlegen, welche Ausgestaltung die bis- 
herige Entwicklung durch consequente Heranziehung des Transforma- 
tionspolygons F,,, erfihrt. Zur Einfiihrung von F’,,; benutzen wir 
wieder denselben Gedankengang wie oben bei den positiven Deter- 
minanten: Statt alle (n-+-1) Wurzeln J’ im Ausgangsraum in Bezug 
auf ihr Identischwerden mit J zu untersuchen, betrachten wir nur die 
dem Hauptrepriisentanten entsprechende Wurzel J’, diese jedoch in 
allen (n-++ 1) Bereichen von F’,,;. Die Nullpunkte von f(J, J), welche 
wir vordem alle im Ausgangsraum aufsuchten, sind jetzt auf die (n+ 1) 
Bereiche von J',,; vertheilt, und man erhirtet durch eine leichte 
Zwischenbetrachtung, dass auf der geschlossenen F’,,, keine zwei von 
diesen Nullpunkten mehr coincidiren. Wo der reelle Zug der auf F’,,.; 
gelegenen Smith’schen Curve die Linien der beiderlei Kintheilungen 
kreuzt, ist jedesmal ein Nullpunkt mit reellem singuliren Hypermodul 
J zu finden, dem eine ambige Formclasse im Bereich der Determinanten 
(2), (3) entspricht. Sonstige Nullpunkte liegen im Innern freier oder 
doppelt-schraffirter Bereiche der Doppeltheilung und ergeben nicht- 
ambige Classen. 

Fiir die Berechnung der singuliren Hypermoduln scheint es stets 
unbequem zu sein, direct die Werthe von J selbst in Erfahrung bringen 
zu wollen**). Das ist durchaus verstindlich, da J eine (n+1)-, d. i. 
verhiltnissmissig viel-werthige Function der F,4; ist. Zweckmiissiger 
Weise wird man in den soeben auf der F',,, markirten singuliiren 
Punkten die Zahlwerthe einer méglichst einfachen Function ¢ der I’; 
bestimmen und sich beziiglich der singuliiren Werthe J auf die Dar- 
stellung J = R(z’, z) berufen (vergl. die Formeln des vorigen Artikels). 








*) Die betreffenden Entwicklungen kommen fiir die elliptischen Functionen 
ausfiihrlich im zweiten Bande der ,,Modulfunctionen® zur Darsiellung. 

**) Diese Bemerkung scheint im elliptischen Gebiete z. B. auch Hr. Weber 
bei seinen Untersuchungen iiber die singuliren Moduln gemacht zu haben; doch 
benutzt derselbe zur Ueberwindung dieser Schwierigkeit eine andere Massregel, 
als die, welche ich im Texte befiirworte. 














Specielle automorphe Gruppen und quadratische Formen, 105 


Die fraglichen Werthe z werden wir aber einfach durch Auflésung des 
Gleichungssystems 

(6) R(#, 2) — R(z, 7) =0, g(e,2)=—0 

gewinnen. 

Die Mehrzahl der in Rede stehenden singuliiren Hypermoduln J 
ergiebt solche Punkte der complexen J-Ebene, welche mehrfache Punkte 
der Hypermodularcurve f(J’, J) == 0 sind; einzig die zu den Deter- 
minanten — 2 und — 4n gehdrenden J bilden hiervon eine Ausnahme. 
Ks liisst sich nun stets der Ausdruck R’(J’, J) der Function z derart 
wihlen, dass R’ an den Stellen der letzteren Art nicht unter der 


Form > erscheint; es folgt: Wie wir auch die Function ¢ auswiihlen 


mégen, an den zu den Determinanten — 2n und — 4m gehdrenden 
singuliren Stellen von F’,4; ist stets ¢ =’. Bei der Unbestimmtheit 
von ¢ ist dies nur dann méglich, wenn bei der Transformation R, der 
Fn41. eine Stelle fraglicher Art in sich selbst tibergeht. Umgekehrt 
gehért zu jedem Fixpunkte der Transformation R, von F,4; nicht nur 
J’ =J, sondern man kann iiberdies leicht zeigen, dass die zugehérige 
quadratische Form eine durch » theilbare Determinante hat, was fiir 
die in Betracht kommenden Determinanten nur bei A = 2n, 4n ein- 
tritt, Es ergiebt sich so das Resultat: Die zw den Formclassen der 
Determinanten — 2n und — 4n gehirenden singuliren Stellen der L'y41 
sind die Fixpunkte, welche diese Fiche bei der Transformation R, in 
sich aufweist, ein Satz, der dem im vorigen Artikel bei den positiven 
Determinanten gewonnenen Hauptresultate bis ins einzelne entspricht. 


Alle diese Entwicklungen der letzten beiden Abschnitte wird man 
wiinschen durch zweckmiissige Kinzelbeispiele illustrirt zu sehen. Ich 
kann in dieser Beziechung nur erst anfiihren, dass ich neuerdings im 
elliptischen Gebiete sowohl den Gebrauch der doppelt-getheilten Polygone 
zur Aufstellung der Formclassen, als auch die Berechnung der singu- 
liren Moduln nach der gekennzeichneten Methode in den Fiillen n = 5 
und » =7 ohne jede Miihe zu Ende gefiihrt hahe. Aber es ist wohl 
kaum fraglich, dass sich im Gebiete der Gruppen [”) namentlich, 
wenn man unter g, 7 auch zusammengesetzte Zahlen verstehen will, 
eine gréssere Reihe von Hinzelbeispielen auffinden lisst, bei denen die 
volle Durchfiihrung unserer allgemeinen Eatwicklungen keinen erheb- 
lichen Schwierigkeiten begegnet; und ich hoffe bald in diesem Betracht 
meiner gegenwirtigen Arbeit eine Ergiinzung folgen lassen zu kénnen. 
Andrerseits wollte ich noch auf die offen zu Tage liegende Méglich- 
keit der Verallgemeinerung der gewonnenen Resultate hinweisen. In 
der That wird man ja auch bei denjenigen automorphen Gruppen, 
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denen Zahlkérper von einem héheren als zweiten Grade zu Grunde 
liegen, auf ganz analogem Wege eine Theorie der Formen, der 
Congruenzgruppen etc. construiren kénnen. Als ein Beispiel erwiihne 


, . , : : & a - 
ich nur die zur s-Function mit der Verzweigung (=, = =) gehérende 


Gruppe, welcher der durch 2! — 2z?— 10 definirte Zahlkérper 
vierten Grades zu Grunde liegt; mit gleicher Leichtigkeit, wie oben 
sehen wir auch hier, dass die Reduction modulo » auf die bekannte 
G .q2—1 Zurtickfiihrt, sofern «— 22*—1=0 (mod. m) reelle Wurzeln « 
2 

besitzt u. s. w. Zum Schluss mag noch die Ueberzeugung Ausdruck 
finden, dass die interessante Gebietserweiterung der iiberkommenen 
Zahlentheorie, auf welche wir im Verlauf unserer Entwicklungen ge- 
stossen sind, am leichtesten unter consequentem Gebrauch der alge- 
braischen Zahlen durchfiihrbar ist, dass aber auf der anderen Seite 
diese Durchfiihrung in den geometrischen Anschauwungen, die wir iiberall 
zu Grunde legen, ihr wichtigstes Hilfsmittel zur behenden Erledigung 
der entspringenden Probleme findet. 


Berlin, den 19. Marz 1891, 














Ueber das Axiom des Archimedes. 
Von 


O. Sroxuz in Innsbruck. 


1. Herr P. Veronese, welcher erkannte, dass das Axiom des 
Archimedes nicht Folge der Stetigkeit sei, hat mich darauf aufmerksam 
gemacht*), dass aus den Eigenschaften des zusammenhiingenden Grossen- 
systemes TT, welches ich in meinen Vorlesungen iib. allg. Arithmetik I, 
benutze, schon hervorgehen miisse, dass fiir die Grissen desselben das 
Axiom des Archimedes Geltung hat. Das liisst sich in der That in 
folgender Weise zeigen. 

Ich erinnere zuniichst an die Voraussetzungen iiber die Gréssen 
des Systemes TT. 

I) Je zwei Grossen des Systemes TT kénnen entweder als gleich 
oder ungleich und im letzteren Falle kann die eine von ihnen als die 
gréssere bezeichnet werden. 

II) die Gréssen lassen sich genaw so addiren, wie die natiirlichen 
Zahlen. 

Ill) Falls A < B ist, so giebt es im Systeme TT eine (und zwar 
zufolge II) nur eine) Grésse X, so dass A+ X = B ist. 

IV) Zwischen je zwei ungleichen Gréssen liegt immer noch eine 
Grosse des Systemes und es giebt neben jeder Grésse noch eine kleinere, 
somit keine kleinste. 

Ich nenne eine Liicke des Systemes TT jede Theilung der ihm an- 
gehérigen Gréssen P in zwei Gruppen P,, P, von den folgenden 
Kigenschaften: 1) Jede Grésse P gehdrt einer und nur einer Gruppe 
an. 2) Wenn P, eine Grésse der ersten Gruppe ist, so auch jede 
Grosse, welche kleiner als P, — und wenn P, eine Grosse der zweiten 
Gruppe ist, so auch jede Grésse, welche grésser als P, ist. 3) Es 
gehort zur ersten Gruppe neben P, eine Grésse, welche grésser als P, 





*) Hrn. Veronese’s Ausfiihrungen liegen jetzt gedruckt vor in der Ab- 
handlung; ,,Il continuo rettilineo et l’Assioma V d’Archimede“ (Memorie d, Acc. 
dei Lincei ser. 4, Vol, VI, p. 608). 
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und zur zweiten Gruppe neben P, eine Grosse, welche kleiner als 
P, ist. 

Ausserdem ist dem System TT noch die Kigenschaft beigelegt: 

V) Findet sich in demselben eine Liicke (P,, P,), so kann man 
zu jeder Grosse D von TI Gréssen P, P, in der Art bestimmen, dass 
P, — P, < D ist. 

Die Eigenschaft V) ist nun vdllig gleichbedeutend damit, dass 
die Gréssen von TT dem Axiome des Archimedes geniigen*) d. h. 

V*) ,,Sind A und B zwei Grissen des Systemes Tl, und ist B 
die kleinere darunter, so giebt es ein Vielfaches von B, welches grisser 
als A ist.“ 

In der That folgt nicht allein aus der Annahme V*), dass jede 
Liicke des Systemes TT die in V) ausgesprochene Beschaffenheit haben 
muss, sondern auch umgekehrt, dass wenn die Gréssen von TT der 
Eigenschaft V) geniigen, sie auch den Satz V*) erfiillen. 

Den ersten Theil dieser Behauptung habe ich bereits in meinen 
Vorlesungen iiber allg. Arithmetik (1. p. 81) bewiesen; der zweite er- 
giebt sich gleichfalls durch einen indirecten Beweis. 

Wir bemerken zuniichst, dass wenn einer Grésse R von TT eine 
kleinere S desselben Systemes TT sich so zuordnen liisst, dass jedes 
Vielfache nS von S kleiner als R ist, R — nS fiir jeden Werth von 
nm groésser als S ist.— Denn was » fiir eine natiirliche Zahl auch sein 
mag, so soll ja auch (n+ 1)S< PR sein. 

Sodann ergiebt sich der folgende Satz: ,,Liisst sich einer Grosse 
A von TT eine kleinere dieses Systemes B so zuordnen, dass jedes 
Vielfache von B kleiner als A ist, so weist das System TT eine Liicke 
(P,, P,) auf, man hiitte jedoch, was P, fiir eine Grisse der ersten, 
P,, der zweiten Gruppe auch sein mag, stets P, — P, > B.“ Ich theile 
die Gréssen von TT in die Gruppen P, und P,, wovon die erstere 
eine jede Grésse enthilt, die kleiner ist als irgend ein Vielfaches von 
B, die letztere eine jede, welcher grésser ist als jedes Vielfache von B. 
Diese beiden Classen entsprechen in der That den oben angegebenen 
drei Bedingungen, was beziiglich der beiden ersten unmittelbar klar 
ist, beziiglich der dritten auf folgende Art gezeigt wird. Ist P, eine 
Grosse der ersten Gruppe, so ist P, kleiner als ein gewisses Vielfache 
von B:kB. Bedeutet nun Q irgend eine kleinere Grésse als B, so 
hat man P, + @ < (A+ 1) B; also gehért P, + Q auch noch zur 
ersten Gruppe. Gehért digegen P, in die zweite Gruppe, so hat man 
fiir jeden Werth der natiirlichen Zahln P,—nB>Bd.i. P,—B>nB, 


*) Nach Vollendung dieser Note fand ich, dass die niimliche Bemerkung 
schon von Hrn, R. Bettazzi in seiner von der Acc. dei Lincei gekrénten Preis- 
schrift: ,,Teoria delle grandezze* (Pisa 1890) p. 43 gemacht worden ist. 
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also ist P, — B noch zur zweiten Gruppe zu rechnen, — Ist endlich 
P, < kB, so ist jedenfalls P, >(k+ 1) B, also P,—P,>B. 

Zufolge der Annahme V) darf das System TT keine Liicke von 
der Beschaffenheit aufweisen, wie die soeben betrachtete. Die in dem 
letzten Satze gemachte Voraussetzung ist mithin unzulissig. D. i. es 
besteht fiir das System TT das Axiom des Archimedes V*). Damit wird 
aber der von mir in Math. Ann. XXII p. 511 vorgefiihrte Beweis des 
Satzes, dass fiir ein stetiges Gréssensystem das in Rede stehende 
Axiom gilt, — welcher als besonderen Fall den gleichlautenden Satz 
iiber das System TT enthilt — iiberfliissig und hat zu entfallen. 


Hingegen folgt aus den Annahmen I)—V) keineswegs die un- 
begrenate Theilbarkeit einer jeden zu TI gehirigen Grésse in unterein- 
ander gleiche Theile, welche ebenfalls im Systeme TT vorkommen. Dass 
dies nicht der Fall sein kénne, zeigt schon das System der endlichen 
Decimalzahlen d.h. der absoluten ganzen Zahlen und echten, sowie 
unechten endlichen Decimalbriiche. Obwohl es die Bedingungen I) — V) 
offenbar erfiillt, so giebt es in demselben dennoch keine Zahl, deren 
dreifaches gleich 1 wiire. 

Durch Ausfiillung der Liicken eines zusammenhiingenden Grdéssen- 
systemes TT gelangt man nach Dedekind*) zu einem stetigen Grossen- 
system**), Dass alle Gréssen des letzteren Systemes dem Axiom des 
Archimedes geniigen, ist nunmehr leicht zu zeigen (s. u.). Mithin 
liegt dieses Axiom fiir die stetigen Gréssen in der Eigenschaft V) des 
zu ihrer Definition benutzten zusammenhingenden Systemes d. h. im 
Grunde darin, dass die Gréssen von TT ihm geniigen. So gilt es fiir 
die reellen Zahlen allgemein, weil es fiir die rationalen Zahlen besteht, 


2. Aufstellung des gemeinen stetigen Grissensystems. Nach Hrn. 
Veronese hat man unter den stetigen Gréssensystemen solche zu 
unterscheiden, wofiir unser Axiom gilt und solche, wofiir es nicht 
gilt. Eines von der ersten Art mége nach Veronese ,,gemeines 
stetiges“ System heissen. Nun wollen wir noch in Kiirze darlegen, 
wie die Aufstellung eines derartigen Gréssensystemes vor sich geht bei 
Benutzung der von Dedekind herriihrenden Methode der ,,Liicken“***) 
eines bestimmten bloss mit den Eigenschaften I)—IV) ausgestatteten 
Grdssensystemes TT. 

*) Stetigkeit und irrationale Zahlen 1870, § 4. 

**) Vol. diese Ann. XXII, p. 508. 

***#) Dedekind selbst bezeichnet a, a. O. die ,,Liicken‘“t des Systemes der 
rationalen Zahlen als ,,Schnitte. Der letztere Begriff ist allgemeiner, indem 
dieses System z. B, auch so zerschnitten werden kann, dass man aus ihm als 


erste Gruppe alle Zahlen, die kleiner sind als eine gegebene rationale Zahl wnd 
diese selbst heraushebt. 
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Annahme V). ,,Jeder Liicke (P,;, P,) des gegebenen Gréssen- 
systems TT entspricht eine und nur eine Grisse S, welche grosser als 
jede Grésse P, der zur Liicke gehérigen ersten Gruppe von TT, kleiner 
als jede Grosse P, der zweiten heissen soll. Das aus den Gréssen TT 
und den neu hinzugefiigten Gréssen S und nur aus diesen bestehende 
System sei mit 2 bezeichnet.“ 

Es fragt sich nun, in wie weit die Gréssen des soeben gebildeten 
Systemes 2 den obigen Annahmen I)—IV) geniigen,*) 

Was zuniichst die Vergleichung der Gréssen von 2 (Ann. I) be- 
trifft, so lassen sich die Definitionen von Dedekind**) unmittelbar 
verwenden. 

1, Def. Zwei Grossen S, S’, die erste durch die Liicke (P,, P,), 
die zweite durch die Liicke (P,’, P,) definirt, sind einander gleich, 
wenn jede Grésse der zu S gehérigen ersten Gruppe P, auch in der 
zu S’ gehdérigen ersten Gruppe P,’ vorkommt und wmgekehrt. 

Die Definition ist zulissig, weil nach ihr die Gleichungen S = S’, 
S = 8" die Gl. S’ = 8” nach sich ziehen. 

Unter Beibehaltung der soeben benutzten Bezeichnungen setzt 
man weiter fest: 2. Def. ,Kommen in der Gruppe P, Gréssen vor, 
welche in der Gruppe P,’ nicht erscheinen (oder fehlen in P, Gréssen 
von P,'), so heisst S grésser als S’. — Fehlen in der Gruppe P, 
Gréssen, welche in der Gruppe P,’ erscheinen (oder kommen in P, 
Gréssen vor, welche in P,' fehlen), so heisst S Kleiner als S’ “. 

Auch hier sind die bekannten formalen Bedingungen erfiillt. 

Nun zeigt sich sofort das Bestehen der Annahme IV): 

1. Satz. ,,Ist S>S8S° (S< 8’), so liegen zwischen S und S’ 
Gréssen, welche den Gruppen P, und P, (P, und P,') gemeinsam 
sind.“ — Denn falls S > S’ ist, so giebt es wnedhlige Gréssen Q in 
der Gruppe P,, welche zur Gruppe P,' gehéren, also hat man nach V) 
8>@,0>58. 

2. Satz. ,,lm Systeme 2 giebt es keine kleinste Grosse.“ 


3. Satz. ,,Es ist nicht méglich, die Gréssen des Systemes 2 in 
zwei Gruppen 8, 3, von iabnlichen Eigenschaften, wie sie in Nr. 1 
der zu einer Liicke gehérigen Gruppen P, P, beigelegt sind, zu zer- 
legen. Das System X hat keine Liicken mehr.“***) 


*) Bei den Betrachtungen, welche dazu dienen, um die Vergleichung der 
neu eingefiihrten Gréssen S und die Rechnungsoperationen mit denselben zu be- 
griinden, ist der in der Note pag. 109 erwiihnte Dedekind’ sche Begriff ,,Schnitt“ 
dem unserer ,,Liicke“t vorzuziehen, weil unter ihn sowohl die Grissen von TT als 
auch die neuen Grissen S gebracht werden kénnen. 

**) Dedekind a. a, O. p. 22, 
***) Dedekind a.a. QO. p. 25. Hier lautet der Beweis folgendermassen: An- 
genommen es sei eine Theilung von & in zwei solche Gruppen $$, mdglich, 
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Versucht man nun weiter die Summe zweier Gréssen von 2 zu 
definiren und die-den Annahmen II) und III) entsprechenden Siitze 
zu erweisen, so wird man des als Axiom des Archimedes bezeichneten 
Satzes fiir die Grissen von TT bediirfen. 

Annahme VI). ,,Bedeuten A und B zwei Grissen des Systemes TI, 
wovon B die kleinere ist, so giebt es ein Vielfaches von B, welches 
grosser als A ist.‘ 

Nunmehr kann man ohne Anstand beweisen, dass die Annahmen 
IT) und IIJ) auch fiir das System 2 bestehen*) Man hat ferner den 
folgenden Satz: 

a) ,,Der in der Annahme VI) niedergelegte Satz gilt auch, wenn AB 
irgend zwei Grossen des Systemes & bedeuten, wovon B die kleinere ist.‘ 

1. Beweis (indirect). Es wird auf dieselbe Art wie in Nr. 1 ge- 
zeigt, dass wenn jedes Vielfache von Bb grésser als A wiire, das 
System 2 eine Liicke darbieten wiirde, was gegen den 3, Satz ver- 
stésst. — 2. Beweis. Im Systeme TT giebt es solche Gréssen P,, Q,, 
so dass QY, < B A< P, ist. Nach der Annahme VI) lassen sich 
aber ganze Zahlen m so bestimmen, dass mQ,> P, ist. Da mB>mQ, 
P,> A ist, so ist mB > A. 

Kin System 2 von Gréssen, welche den Annahmen I—V und 
dem im Satze a) ausgesprochenen Satze des Archimedes geniigen, 
heisst gemein-stetig. Dafiir gelten noch weiter die Siitze: 

b) ,,Zu jeder Grésse A von Z und jeder natiirlichen Zahl n giebt 
es im Systeme 2 eine Grésse X von der Art, dass nX =— A ist.“**) 

c) Bedeutet 22 eine beliebige Grosse von 2, so lisst sich jede 
Grésse des Systemes 2 in der Form @F darstellen, wobei a eine 
absolute rationale oder irrationale Zahl ist. 
so sind dadurch auch die Gréssen von TI in zwei Gruppen P, P, getheilt. Dieser 
Liicke von TT entspreche die Griésse S. Da wir nun zeigen kénnen, dass S weder 
zu 3, noch zu f, gehdren kann, so ist es tiberhaupt nicht miglich das System J 
derart zu zerschneiden. Gehérte niimlich S zur Gruppe 9, so kiime darin auch 
eine Grésse S’>S vor, S’ kann nicht Griésse von TT d,i. der Gruppe P, sein 
(Ann, V), aber auch nicht eine neue Grésse, denn es miissten Gréssen von P, 
zwischen S und §" liegen (1. Satz). 

*) Die Addition und Subtraction der Gréssen des Systemes 2 wird nun 
gerade so durchgefiihrt, wie bei Dedekind (a. a, O. p.27), J. Tannery (Intro- 
duction & la theorie d. fonctions p. 9), Pasch (Kinleitung in die Diff.- u. Integral- 
rechnung p, 4). Das archimedische Axiom fiir die Gréssen von TT wird nach der 
Darstellung der beiden ersteren zu der Definition der Summe S-+ 8S” bendthigt, 
nach Pasch zum Beweise des Satzes: ,,Ist S’> 8”, so ist S+ 8S’ >S8+8"%, 
wobei der folgende Satz zu benutzen ist: Ist eine Grésse « von TT und eine 
Strecke A gegeben, so kann man stets eine Grisse @ von TT angeben, welche 
zur Strecke A gehdrt, wiihrend die Grisse «-+-« weder zur Strecke A gehirt, 
noch sie begrenzt. 

**) Beweis in Math. Annalen XXII, p. 510, 
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3. Ob ein bereits irgendwie vollstiindig definirtes Gréssensystem 
= z. B. die geradlinigen Strecken im absoluten Sinne als stetig in 
der gewoéhnlichen Bedeutung des Wortes zu bezeichnen ist, hiingt 
natiirlich davon ab, ob es die soeben angegebenen Eigenschaften 
besitzt. Kann man aus den Grissen von 2’ ein System TT’ bilden, 
welches die Voraussetzungen I—IV) wnd VJ) erfiillt und enthdlt das 
System 2X’ neben den Grissen von TI’ keine anderen als die durch die 
Definition V) gegebenen, so erscheint das Axiom des Archimedes fiir _ 
die Gréssen von 2’ als eine Folgerung. Was nun die geradlinigen 
Strecken betrifft, so giebt die Euklid’sche Geometrie durch Verviel- 
faltigen und Theilen einer gegebenen Strecke E die Mittel an die 
Hand, ein System TT’ aus ihnen zu bilden. Um aber zu zeigen, dass 
jede in der Geometrie denkbare Strecke aus TT’ mittelst der Definition 
V) abgeleitet werden kann, bedarf man des Archimedischen Axiomes 
fiir alle Strecken. Es ist mithin nicht zulissig, wie ich friiher be- 
hauptete*), dieses Axiom fiir die Strecken als eine Folge der Stetigkeit 
anzusehen oder mittelst des Begriffes der Grenze zu beweisen. 


Innsbruck, 18. Miiraz 1891. 


*) Math. Ann, XXII, p. 512. 














Ueber die Einfiihrung der sogenannten idealen Elemente in 
die projective Geometrie. 


Von 


Frreprich Scuur in Dorpat. 


Die Ergiinzungen, welche Herr F. Klein im 37. Bande dieser 
Annalen*) zu seinen friiheren Abhandlungen iiber Nicht-Euklidische 
Geometrie gegeben hat, veranlassen mich auf einen Punkt zuriick- 
zukommen, den Herr F. Klein dort nicht besonders beriihrt hat, der 
mir aber desshalb nicht ohne Interesse zu sein scheint, weil er auf 
die wichtige und vielleicht nickt von allen Seiten vollkommen ver- 
standene Thatsache Bezug hat, dass die projective Geometrie unab- 
hiingig vom Parallelenaxiom begriindet werden kann. Bekanntlich 
verdankt man diese Entdeckung Herrn F. Klein, welcher im 6, Bande 
dieser Annalen**) alle zur Durchfiihrung seines Gedankens néthigen 
Elemente angegeben hat. Da indessen Vieles nur angedeutet ist, so 
dass ein vollkommenes Verstiindniss nicht ganz leicht war, so war ein 
ausfiihrlicherer Beweis dieses fundamentalen Theorems ein Bediirfniss. 
Demselben wurde zuerst durch Herrn Pasch***) in seinen Vorlesungen 
iiber neuere Geometrie abgeholfen. Hierbei zeigte Herr Pasch zugleich, 
dass die Hinfiihrung der idealen Elemente zur Vervollstindigung des 
zuniichst als begrenzt vorausgesetzten Raumes unabhingig von einem 
gewissen zur Begriindung des Fundamentalsatzes der projectiven Geo- 
metrie, wie es scheint, unentbehrlichen Axioms+}) geschehen kann, 


*) F. Klein, Zur Nicht-Euklidischen Geometrie, Ann. Bd. 37, 8S, 544. 
**) F. Klein, Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, Annalen 
Bd, 6, S. 132. 
***) Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig, Teubner 1882, 
8. 33-64, 
+) F. Klein, a. a. O. S. 140, Pasch, a, a, O, 8.126, Thomae, Ebene geo- 
metrische Gebilde 1, und 2. Ordnung, Halle, Nebert 1873, 8. 12. Von einem 
solchen Axiome gehen auch die metrischen Beweise des Fundamentalsatzes aus, 
insofern dieselben auf der Proportionslehre beruhen, 
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welches entweder nach Herrn F. Klein in der Adjunction von Grenz- 
elementen besteht oder nach Herru Pasch dem Bereiche der Congruenz- 
axiome zu entnehmen ist oder endlich nach Herrn Thomae auf dem 
Bewegungsbegriffe beruht. Indessen verlangen die scharfsinnigen Be- 
weise des Herrn Pasch das Hineindenken in ungemein complicirte 
Figuren, entfernen sich auch erheblich von dem Gedankengange des 
Herrn Klein. Eine zweite Ausfiihrung gab Herr Lindemann*) in den 
vor Kurzem erschienenen Vorlesungen iiber Geometrie des Raumes. 
Dieselbe macht jedoch die Einfiihrung der idealen Elemente nicht von 
dem erwihnten Axiome unabhiingig, sodass eine ausfiihrlichere Dar- 
stellung der Idee des Herrn Klein, welche sich seinem Gedankengange 
anschliesst, zugleich aber das Axiom vermeidet und auf einfacheren 
Figuren beruht, vielleicht nicht unwillkommen sein mag. Im Folgen- 
den glaube ich dies Ziel erreicht zu haben durch das Studium der 
perspectiven Beziehung zweier Strahlenbiindel vermittelst einer Ebene 
innerhalb eines begrenzten Raumstiickes, wobei die harmonischen 
Elemente zur Vervollstindigung dieser Beziehung und damit zur Kin- 
fiihrung der idealen Punkte und Geraden dienen. Die perspective 
Beziehung zweier Ebenen vermittelst eines idealen Punktes fiihrt dann 
bei Ausfiihrung fast derselben Schliisse zu den idealen Ebenen. 


§ 1. 
Ueber die harmonischen Elemente. 


Als erreichbar bezeichnen wir alles, was innerhalb eines irgendwie 
begrenzten geschlossenen Raumes liegt, z. B. innerhalb eines Tetraeders. 
In unsern Zeichnungen sind demnach nur solche Elemente als die 
Bilder wirklicher oder angeschauter Raumelemente zu betrachten, die 
innerhalb dieses Raumes liegen; wenn wir auch andre Elemente in 
gewohnlicher Weise abbilden, so geschieht dies nur um der Vorstellung 
zu Hilfe zu kommen, wir werden sie stets von den erreichbaren 
Elementen durch punktirte Linien abgrenzen. Wir stiitzen uns im 
Folgenden nur auf diese Axiome: 

I. Durch je zwei erreichbare Punkte ist eine erreichbare Gerade 
bestimmt. 

Il. Durch je drei erreichbare Punkte ist eine erreichbare Ebene 
bestimmt, in welcher jede Gerade enthalten ist, welche zwei erreichbare 
Punkte mit thr gemein hat. 


Ill. Jede erreichbare Ebene theilt den erreichbaren Raum in zwei 


*) Vorlesungen iiber Geometrie u. s. w. II. Bd, 1, Theil, Leipzig, Teubner 
1891, S. 433 ff. 
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Theile derart, dass jede Gerade, welche einen erreichbaren Punkt des 
einen Theiles mit einem erreichbaren Punkte des andern Theiles verbindet, 
die Ebene in einem zwischen diesen beiden Punkten gelegenen erreich- 
baren Punkte trifft. 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar der Satz: 


Satz 1. Jede erreichbare Gerade theilt eine sie enthaltende Ebene 
derart in swei Theile, dass jede Gerade, welche einen erreichbaren 
Punkt des einen Theiles mit einem des andern Theiles verbindet, die 
Gerade in einem zwischen diesen beiden Punkten gelegenen erreichbaren 
Punkte trijft. 

Ferner ist klar, dass zwei Ebenen, die einen erreichbaren Punkt 
gemein haben, sich in einer erreichbaren Geraden schneiden miissen. 
Ist niimlich (Fig. 1) S der gemeinsame Punkt 
der beiden Ebenen e und # und sind A und B 
zwei erreichbare Punkte einer durch S gehen- 
den und in @ enthaltenen Geraden auf ver- 
schiedenen Seiten von S, so liegen A und B 
auch auf verschiedenen Seiten von f. Ist 
daher C irgend ein nicht auf der Geraden 
AB gelegener erreichbarer Punkt von @, so 
wird derselbe entweder mit A oder mit B 
auf derselben Seite von B liegen, nehmen 
wir an mit A. Alsdann liegen B und C auf verschiedenen Seiten 
von £, sodass die Gerade BC die Ebene B in einem erreichbaren 
Punkte D trifft, welcher mit S verbunden die gemeinsame erreichbare 
Gerade der beiden Ebenen « und @ liefert. 

Wir erhalten daher den Satz: 


Satz 2. Im Strahlenbiindel mit einem erreichbaren Centrum ist 
ausnahmslos durch zwei Strahlen eine Ebene und durch zwei Ebenen 
ein Strahl bestimmt. 


Im Strahlenbiindel ist es daher unndthig die Elemente durch das 
Attribut ,,erreichbar“' zu kennzeichnen. 

Wir beweisen nunmehr den folgenden Fundamentalsatz: 

Satz 3. Sind in einem Biindel durch S drei Strahlen a, b, d einer 
Ebene gegeben, nimmt man dann einen willkiirlichen Strahl e des Biindels 
ausserhalb dieser Ebene und durch d eine willkiirliche Ebene « an, 
welche die Ebenen (ea) uud (eb) in den Strahlen f und g schneiden 
mag, verbindet endlich den Schnitistrahl h der Ebenen (ag) und (bf) 
mit e durch eine Ebene, so schneidet dieselbe die Ebene (ab) in einem 
Strahle c, welcher von den beiden willkiirlichen Elementen e und € unserer 


Figur unabhiingig ist und der von d durch a und b harmonisch getrennte 
Strahl heisst. 








g* 
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Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir zuniichst (Fig. 2) auf 

b und d die Punkte B und D auf verschiedenen Seiten von a an, 
sodass BD den Strahl a in einem zwischen B und D gelegenen 
Punkte A treffen wird. Nehmen wir dann 

noch auf e den Punkt FE so an, dass er 

auf der entgegengesetzten Seite von g 

liegt wie B, sodass BE den Strahl g in 

einem zwischen B und E gelegenen 
Punkte G trifft, so liegen B und G auf 

‘ derselben, B und D dagegen auf verschie- 
\. denen Seiten von AZ; es trifft daher 
»p—) GD die A Fin einem zwischen G und D 

/  gelegenen Punkte F’, welcher auf dem 
f Strahle f liegt. Da A und B auf der- 
selben, B und FE hingegen auf verschie- 

denen Seiten von GD liegen, so liegt 





WAZ F auch zwischen A und £. Ebenso 
gas beweist man, dass AG und BF 


sich in einem zwischen A und G@ 
sowohl wie zwischen B und F' gelegenen Punkte H treffen, der auf 
dem Strahle h liegt. Da endlich B und G auf derselben, A und G 
hingegen auf verschiedenen Seiten von EH liegen, so schneidet AB 
die EH in einem zwischen A und B gelegenen Punkte C, welcher 
auf ¢ liegt; da B und C auf derselben, LB und EF dagegen auf ver- 
schiedenen Seiten von AG liegen, so gilt dasselbe von E und C, oder 
H liegt zwischen E und C. Wir erhalten so unsere riumliche Figur 
als Projection einer ebenen aus lauter erreichbaren Elementen bestehen- 
den und sehen, dass jedenfalls C und D durch a und 3b, also auch c 
von d@ durch a und b getrennt ist. 

Mégen nun die willkiirlichen Elemente e und « irgend welche 
andre Lagen haben, die wir mit e und ¢ bezeichnen wollen und ent- 
sprechend die iibrigen aus ihnen entstehenden Strahlen mit /’, 74h’, ¢, 
so nehmen wir auf kh’ den Punkt H’ in einer von den Ebenen « und 
ABE verschiedenen Ebene so an, dass A und H’ auf verschiedenen 
Seiten von g’ liegen; es schneidet daher AH’ den Strahl g’ in einem 
zwischen a und h’ gelegenen Punkte G’. Man beweist nun wie oben, 
dass BH’ die DG’ in einem zwischen B und H’ gelegenen Punkte F”’ 
auf f° schneidet, ebenso AF” die BG’ in einem zwischen A und FL” 
sowohl wie zwischen B und G’ auf e’ gelegenen Punkte EH’ und end- 
lich E’ H’ die AB in einem zwischen A und B auf c’ so gelegenen 
Punkte C’, dass E’ zwischen C’ und H’ fiallt. Nun ist leicht zu 
sehen, dass sich in je einem erreichbaren Punkte schneiden EE’ und 


FF’, FF’ wid GG’, GG’ und EE’, Weil aber die Punkte EFG 
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und E’ F’G’ nicht in derselben Ebene liegen, so miissen sich die drei 
Geraden EE’, FF’, GG’ in demselben Punkte 7’ schneiden. Ebenso 
beweist man, dass HH’, FF’ und GG’ sich in demselben, also eben- 
falls im Punkte 7’ schneiden. Es liegen demnach FE’ und HH’ in der- 
selben Ebene, sodass C und C’, mithin auch c und ¢’ zusammenfallen 
miissen. Hiermit ist unser Satz vollstiindig bewiesen*). 

Da man in unserer Figur bei Festhaltung der Strahlen a und b 
den Strahlen c,g,h,e,f die Rolle der Strahlen d, e, f, g, h ertheilen 
kann, und-hierbei ¢ in d tibergeht, so sieht man, dass auch d der von 


e durch a und b harmonisch getrennte Strahl ist. Wir erhalten mithin 
den Satz: 


Satz 4. Ist ce von d durch a und b harmonisch getrennt, so ist 
auch d von ¢ durch a und b harmonisch getrennt. 

Wir wollen vier solche Strahlen kiirzer vier harmonische Strahlen 
nennen; dieselben bilden zwei durch einander getrennte Paare, welche 
hier nicht als gleichberechtigt erscheinen , wiihrend die Strahlen jedes 
Paares mit einander vertauscht werden kinnen**), 

Da in unserer Figur die Strahlen /, g, d,e,ab,h die Rolle der 
Strahlen a, b, d, e, f, g, h erhalten kénnen, so schneiden sich die Ebenen 
(eh) und (fg) in einem Strahle m, welcher von d durch f und g har- 
monisch getrennt ist. Die vier Ebenen (ea), (eb), (ec), (ed) werden 
daher von jeder Ebene durch d in vier harmonischen Strahlen ge- 
schnitten; da weiter von jeder Ebene durch m dasselbe gilt, so werden 
diese vier Ebenen iiberhaupt von jeder Ebene des Biindels in vier 
harmonischen Strahlen geschnitten. Projicirt man endlich unsere 
Figur in der Ebene ABE von irgend einem Punkte S’ der Geraden 
ES aus, sodass 8S’A, S’B, S'C, S’D vier harmonische Strahlen des 
Biindels durch S’ sind, so sieht man, dass die vier Ebenen tiberhaupt 
durch jede Ebene, welche ihre Axe in einem erreichbaren Punkte trifft, 
in vier harmonischen Strahlen geschnitten werden. Nennen wir daher 
die Ebenen, welche vier harmonische Strahlen projiciren, vier harmo- 
nische Ebenen, so kénnen wir den Satz aussprechen: 


Satz 5. Vier harmonische Strahlen werden aus jedem Punkte 
durch vier harmonische Ebenen projicirt und vier harmonische Ebenen 
durch jede Ebene, welche ihre Axe in einem erreichbaren Punkte trifft, 
im vier harmonischen Strahlen geschnitten. 


Hieraus ergiebt sich auf Grund von Satz 3 das Corollar: 

Satz 6. Sind die Ebenen y und @ harmonisch getrennt durch « 

*) Vergl. wegen dieses Beweises: Pasch, a, a. O. S. 33 und Reyes y Présper, 
Sur la géométrie non-Euclidienne, Ann. Bd, 29, S, 154. 


**) Dass auch a von b durch ¢ und d harmonisch getrennt ist, kommt fiir 
das Folgende nicht in Betracht und braucht daher hier nicht bewiesen zu werden. 








i 
| 
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und B und es enthalten a, B, y dret von den vier harmonischen Strahlen 
a, b, ¢, d, niimlich a, b, ¢ resp., so geht auch 0 durch d. 

Schliesslich heben wir noch den Satz hervor: 

Satz 7. Werden die Ebenen y und 0 durch a und B harmonisch 
getrennt, und es trifft die zwei erreichbaren Punkte A und B von resp. 
a und B verbindende Gerade 3 entweder iiberhaupt in keinem erreich- 
baren Punkte oder in einem solchen, welcher ausserhalb der Strecke AB 
liegt, so trifft y die AB in einem zwischen A und B gelegenen erfeich- 
baren Punkte. 

Der Voraussetzung gemiiss liegen niimlich A und B sicher auf 
derselben Seite von 0; da aber y von 6 durch @ und # getrennt ist, 
so liegen A und B auf verschiedenen Seiten von y. 


§ 2. 
Ueber die perspective Beziehung zweier Strahlenbiindel und die idealen 
Punkte und Geraden. 


Wir denken uns gegeben irgend zwei Strahlenbiindel mit den 
erreichbaren Centren S und S’ und eine erreichbare Ebene , welche 
weder durch S noch durch S’ geht, und die beiden Strahlenbiindel so 
auf einander bezogen, dass jedem Strahle e und jeder Ebene « durch 
S, welche 4 in einem erreichbaren Punkte / und einer erreichbaren 
Geraden « schneiden, der Strahl S’H und die Ebene S’q entsprechen 
und umgekehrt, Dann ist das Folgende unmittelbar klar. 

Drei Strahlen durch S einer Ebene, welche y in erreichbaren 
Punkten treffen, entsprechen durch S’ wiederum drei Strahlen einer 
Ebene. 

Drei Ebenen durch denselben Strahl von S, welcher » in einem 
erreichbaren Punkte trifft, entsprechen durch S’ drei Ebenen, welche 
ebenfalls durch denselben Strahl gehen. 

Weiter ergiebt sich aus Satz 5: 

Vier harmonischen Strahlen von S, welche y in vier erreichbaren 
Punkten schneiden, entsprechen vier harmonische Strahlen von S’. 

Nun folgt weiter: 

Gehen drei Ebenen von S, welche y in erreichbaren Geraden 
treffen, durch denselben Strahl, so gilt dasselbe fiir die entsprechenden 
Ebenen durch 8S’. 

Sind nimlich a, 6, > die drei Geraden von y, welche mit dem 
Strahle e durch S in je einer Ebene liegen mégen, so bedarf der Satz 
natiirlich nur fiir den Fall eines Beweises, dass sich a, 6, > nicht in 
einem erreichbaren Punkte E treffen (Fig. 3, s. folgende Seite). Dann 
werden die erreichbaren Punkte einer der drei Geraden ganz zwischen den 
beiden andern liegen ; wir wollen annehmen, dass zwischen } und > liege. 


-_— 














-_— 
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Sind demnach B und D irgend zwei Punkte auf 6 und b, so wird 
BD die « in einem zwischen B und D gelegenen Punkte A treffen. 
Derjenige Strahl, welcher von SD durch SA und SB harmonisch 
getrennt ist, trifft demnach nach Satz 7 
die y in einem zwischen A und B gelegenen 
Punkte C und es sind (eA), (eB), (eC), ANS 
(eD) vier harmonische Ebenen. Legen wir mt 
nun durch SD eine Ebene, welche 6 in 
dem erreichbaren Punkte G schneiden mag, 
so trifft sie auch a und ¢ = (n, (eC)) in 
den erreichbaren Punkten F und sO, 
dass SF, SG, SM, SD vier harmonische 
Strahlen sind (Satz 5). Nunmehr ent- 
sprechen den zweimal vier harmonischen 
Strahlen SA, SB, SC, SD und SF, SG, 
SM, SD die zweimal vier harmonischen 
Strahlen S’A, S’B, S’C, S’D und 8’ F, v 

S’G, 8’'M, S’D. Schneiden sich daher ish 

die Ebenen (S’a) und (S’b) in ¢, so sind (eA), (eB), (eC), (eD) 
vier harmonische Ebenen, miissen also nach Satz 5 die Ebene S’ DG 
in vier harmonischen Strahlen schneiden. Da drei von ihnen mit 
S'F, 8S’G, S’D zusammenfallen, so muss der vierte nach Satz 6 mit 
S’M iibereinstimmen, d. h. (eC) geht durch M oder die Ebenen 
(S’a), (S’b), (S’c) gehen durch denselben Strahl ¢’, 

Schneidet ferner irgend eine durch SG gehende Ebene die Gerade 
> in einem erreichbaren Punkte Z, sodass dieselbe Ebene auch a und ¢ 
in erreichbaren Punkten K und N schneiden wird, so sind die Strahlen 
SN und SZ harmonisch getrennt durch SG und SK, und es ent- 
sprechen ihnen in S’ ebenfalls vier harmonische Strahlen S’G, S’K, 
S’N, S’'L. Da nun von den vier harmonischen Ebenen (eA), (¢ B), 
(eC), (¢D) drei durch K, G, N resp. gehen, so muss auch (¢’ D) 
den Punkt Z enthalten oder es geht auch die Ebene (S’d) durch ¢ 
w. z b. w. Aus dem Beweise ergiebt sich zugleich: 

Vier harmonischen Ebenen durch S, welche y in erreichbaren 
Geraden schneiden, entsprechen durch S' wieder vier harmonische 
Ebenen. 

Hiernach entspricht jedem Strahle e durch S eindeutig ein gewisser 
Strahl e’ durch S’ und umgekehrt, und zwar entsprechen drei Strahlen 
durch S einer Ebene, welche y in einer erreichbaren Geraden trifft, 
drei Strahlen durch S’ von derselben Beschaffenheit. 

Nunmehr lisst sich auch beweisen: 

Irgend drei Strahlen durch S, welche in einer Ebene liegen, ent- 
sprechen durch S’ drei ebensolche Strahlen. 


(E) 
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Sind namlich a, b, d die drei Strahlen durch S, und ¢ von d durch 
a und b harmonisch getrennt, so projiciren wir dieselben von einem 
Strahle e durch S, welcher y in dem erreichbaren Punkte E (Fig. 4) 

, trifft, durch die vier harmonischen Ebenen 
(c)__p)_-—--~77_ (ea), (eb), (ec), (ed), ebenso von einem 
-/  Strahle h durch S der Ebene (ec) aus, 
welcher 9 in dem erreichbaren Punkte 
H trifft, durch die vier harmonischen 
Ebenen (ha), (hb), (he), (hd). Ihnen 
entsprechen, wie wir soeben sahen, 
durch S’ die zweimal vier harmonischen 
Ebenen (e'a’), (eb), (ec), (ed’) und 
(h'a’), (h'b), (hc), (h’'d’). Es schneidet 
demnach die Ebene (a’b’) jedes dieser 
Quadrupel harmonischer Ebenen in vier 
harmonischen Strahlen. Da je drei von diesen coincidiren, nimlich 
a, b und die Schnittlinie mit (ec) = (h'c), so miissen sich auch 
(e'd’) und (h' da’) auf (a’b’) schneiden w. z. b. w. 

Hiernach entspricht jeder Ebene « durch S eine Ebene a’ durch S’ 
und umgekehrt, und zwar entsprechen drei Ebenen von S durch den- 
selben Strahl drei Ebenen durch S’ von derselben Beschaffenheit. 
Da nunmehr jeder zur Construction von vier harmonischen Strahlen 
gehérigen Figur eine analoge im andern Biindel entspricht, so ent- 
sprechen je vier harmonischen Strahlen oder Ebenen vier harmonische 
Strahlen oder Ebenen. 

Da endlich jede Ebene durch 8S’, welche y in einer erreichbaren 
Geraden trifft, sich selbst entspricht, so gilt dasselbe von jeder Ebene d 
durch SS’. Denn sind « und B irgend zwei Ebenen durch SS’, welche 
y in erreichbaren Geraden a und } treffen, so wird die Ebene y, 
welche von @ durch « und # harmonisch getrennt ist, ebenfalls in 
einer zwischen q und } liegenden erreichbaren Geraden treffen (Satz 7). 
Da nun von den zweimal vier harmonischen Ebenen a, 6, y, 0 und 
«, B, y’, 0 die Ebenen a, 6, y mit a’, B’, y’ zusammenfallen, so ist 
auch é identisch mit 0”. 

Wir kénnen so schiesslich das folgende Resultat aussprechen: 

Satz 8. Werden zwei Strahlenbiindel mit den erreichbaren Centren 
S und S’ derart auf einander bezogen, dass jedem Strahle durch S, 
welcher eine feste erreichbare Ebene » in einem erreichbaren Punkte E 
trifft, der Strahl S’ E zugewiesen wird, so ist dadurch jedem Strahle 
durch S eindeutig ein entsprechender Strahl durch S’ derart gzugewiesen, 
dass je drei Strahlen einer Ebene wieder drei Strahlen einer Ebene ent- 
sprechen, und jede gemeinsame Ebene der beiden Biindel sich selbst ent- 
spricht. 





Fig. 4. 
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Dieser Satz lehrt uns, wie durch zwei erreichbare Geraden a und } 
derselben Ebene y stets ein aus erreichbaren Strahlen bestehendes 
Biindel bestimmt ist von der Beschaffenheit, dass je zwei Geraden des 
Biindels durch eine Ebene verbunden werden kénnen. In der That 
erhalten wir den durch irgend einen Punkt S gehenden Strahl e des 
Bindels als Schnittlinie der beiden Ebenen (Sa) und (Sb), und nach 
dem Satze liegt derselbe mit der Schnittlinie e’ der Ebenen (S’a) und 
(S’b), wo S’ ganz beliebig, in derselben Ebene. Ist ferner ¢ eine 
Gerade .von 4, welche mit e in derselben Ebene liegt, so liegt sie 
nach dem Satze auch mit e’ in einer Ebene. Wir wollen daher auch 
in dem Falle, dass wir tiber den etwaigen Schnittpunkt der Strahlen a 
‘und 6 nichts wissen, von einem idealen Centrum des Biindels reden, 
dessen in jedem Falle erreichbares Substrat eben die erreichbaren 
Strahlen des zugehérigen Biindels sind. Dann kénnen wir folgenden 
Satz aussprechen: 


Satz 9. Jede erreichbare Gerade bestimmt mit jeder erreichbaren 
Ebene, oder je zwei erreichbare Geraden derselben Ebene bestimmen das 
Centrum eines Biindels erreichbarer Strahlen derart, dass durch jeden 
erreichbaren Punkt einer hindurchgeht, und je zwei Strahlen in derselben 
Ebene liegen. Ist das Centrum wnerreichbar, so wollen wir dasselbe 
einen idealen Punkt nennen. 


Sind zwei ideale Punkte mit den zugehérigen Biindeln gegeben, 
so ist unmittelbar klar, dass durch jeden erreichbaren Punkt S§ eine 
gemeinsame Ebene der beiden Biindel geht; sie ist bestimmt durch 
die Strahlen, welche die beiden Biindel durch den Punkt S schicken, 
uud es hegen in ihr noch einfach unendlich viel Strahlen aus jedem 
Biindel. Es bestimmen also die beiden idealen Punkte ein Ebenen- 
biischel, dessen Axe wir in jedem Falle eine ideale Gerade nennen 
kénnen. Denken wir uns, was immer mdglich ist, die beiden idealen 
Punkte bestimmt durch eine gemeinsame Ebene ihrer Biindel und 
durch zwei Strahlen a und b von S, so wird jeder Strahl c der Ebene 
(ab) durch S einen idealen Punkt bestimmen, den wir als der idealen 
Geraden angehérig betrachten kénnen. Denn schicken die drei idealen 
Punkte [a, 4], [b, 9], [e, m] durch irgend einen erreichbaren Punkt S’ 
die Strahlen a’, b’, c’, so liegen dieselben nach Satz 8 ebenfalls in 
einer Ebene, welche unserem Biischel angehért und zugleich jedem 
der zu den drei idealen Punkten gehérigen Biindel. Wir erhalten 
daher den Satz: 


Satz 10. Je zwei ideale Punkte oder je zwei erreichbare Ebenen 
bestimmen ein Biischel idealer Punkte und erreichbarer Ebenen derart, 
dass durch jeden erreichbaren Punkt eine Ebene desselben geht, welche 
zugleich allen zu den idealen Punkten gehorigen Biindeln gemeinsam 
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ist; ist die Axe des Biischels wnerreichbar, so wird sie eine ideale Gerade 
genannt. 


Das Biischel der erreichbaren Ebenen ist das erreichbare Substrat 
der idealen Geraden. Nun ist der Satz evident: 


Satz 11. Je drei erreichbare Ebenen oder jede ideale Gerade und 
eine erreichbare Ebene haben einen erreichbaren oder idealen Punkt 
gemein. 

Sind niimlich %, 8, € die drei Ebenen, so schicken die Biischel 
(B, ©), (€, W), (A,B) durch jeden erreichbaren Punkt S je eine 
Ebene, @, 8, y, welche sich in demselben Strahle e schneiden miissen. 
Denn schneiden sich 6 und y in e, so gehéren die Ebenen # und y 
dem durch e und % bestimmten Biindel an. Da ferner 8 und © den 
Biischeln (%, y) und (%, 8) resp. angehéren, so gehéren sie auch 
zum Biindel [e, 2] und in Folge dessen auch a, welche dem Biischel 
(B, ©) angehért, d. h. e liegt auch in «. 


g 3. 


Ueber die perspective Beziehung zweier erreichbarer Ebenen und die 
ideale Ebene. 


Nach der Einfiihrung der idealen Punkte und Geraden steht jetzt 
auch in der Ebene dem Satze, dass je zwei Punkte eine Gerade be- 
stimmen, ausnahmslos der Satz gegeniiber, dass je zwei Geraden einen 
Punkt bestimmen, Hierbei mag bemerkt werden, dass das erreichbare 
Substrat einer idealen Geraden innerhalb der Ebene eine perspective 
Beziebung je zweier erreichbarer Strahlenbiischel ist, zu deren Be- 
stimmung irgend ein ausserhalb gelegener Punkt S dient. Ebenso 
ergiebt sich aus dem fiir Strahlenbiindel erwiesenen Satze 3 iiber har- 
monische Strahlen durch Projection ein entsprechender Satz iiber har- 
monische Punkte; wir brauchen im Satze nur Strahl durch Punkt und 
Ebene durch Gerade zu ersetzen. Dann ist klar, dass je vier harmonische 
Punkte von jedem Punkte der Ebene aus durch -vier harmonische 
Strahlen projicirt werden, und dass je vier harmonische Strahlen durch 
jede Gerade der Ebene in vier harmonischen Punkten geschnitten werden. 

Um diesem Satze eine allgemeinere Ausdehnung geben zu kénnen, 
studiren wir diejenige Beziehung zwischen zwei erreichbaren Ebenen y 
und 9’, welche jedem Punkte von » denjenigen Punkt von y’ zuweist, 
welcher mit ihm und einem idealen Punkte (X)*) auf einer Geraden 
liegt. Hierbei entsprechen offenbar drei Punkten von 4, welche in 
einer erreichbaren Geraden liegen, drei Punkte von y', welche in 


*) Wir wollen die Punkte, die entweder nur ideal sind oder es sein kiénnten, 
durch Klammern kennzeichnen. 
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einer erreichbaren oder idealen Geraden liegen. Vier harmonischen 
Strahlen von y durch einen erreichbaren Punkt E entsprechen eben- 
falls vier harmonische Strahlen von »’, wie sofort einleuchtet, wenn 
der Hilfspunkt S auf der Geraden E(X) angenommen wird. Nunmehr 
ist leicht zu sehen, dass drei Punkten irgend einer Geraden von y drei 
Punkte einer Geraden von 9’ entsprechen. Seien niimlich (A), (B), (D) 
die drei Punkte, ferner (C) von (D) durch (A) und (B) harmonisch 
getrennt und EF und H irgend zwei erreichbare Punkte auf einer Geraden 
von 7 durch (C), so entsprechen den zweimal vier harmonischen Strahlen, 
welche E und H mit (A), (B), (C), (D) verbinden in ’ zweimal 
vier harmonische Strahlen, welche (Z’) und (H’) mit (A’), (B’), (C’), (D’) 
verbinden und die Gerade (A’) (B’) in zweimal vier harmonischen 
Punkten treffen miissen; da von diesen je drei, namlich (A’), (B’) 
und der Schnittpunkt von (4’)(B’) mit (E’)(C’) = (H'’)(D’) coinci- 
diren, so treffen auch (Z’) (D’) und (H’) (D’) die (A’) (B’) in einem 
und demselben Punkte D’ oder (A’), (B’), (D’) liegen in einer Geraden. 
Wir erhalten mithin den Satz: 


Satz 12. Sind zwei erreichbare Ebenen so auf einander bezogen, 
dass je zwei Punkte einander entsprechen, welche mit einem idealen 
Punkte in je einer erreichbaren oder idealen Geraden liegen, so ent- 
sprechen je drei Punkten einer Geraden der einen Ebene auf’ der andern 
wieder drei Punkte einer Geraden. 


Wir kénnen diesen Satz offenbar auch dahin aussprechen, dass 
der Ort der idealen Geraden, welche ein idealer Punkt mit den Punkten 
einer idealen Geraden bestimmt, durch jede erreichbare Ebene in einer 
idealen Geraden getroffen wird. Wir werden daher diesen Ort eine 
ideale Ebene nennen kénnen. In der That muss jede ideale Gerade, 
welche zwei ihrer Punkte enthilt, ganz in ihr enthalten sein; denn 
nach der zweiten Form unseres Satzes schneidet irgend eine erreichbare 
Ebene durch die beiden idealen Punkte die durch diese bestimmte ideale 
Gerade aus dem Orte aus, Wir kénnen daher unsern Satz auch so 
formuliren : 


Satz 13. Der Ort der idealen Geraden, welche einen idealen 
Punkt mit allen Punkten einer idealen Geraden verbinden, ist eine 
ideale Ebene, welche jede ideale Gerade enthdlt, die zwei Punkte mit 
thr gemein hat. 

Da jede ideale Gerade durch zwei erreichbare Ebenen bestimmt 
wird, und jede erreichbare Ebene mit einer idealen Ebene eine ideale 
Gerade gemein hat, so wird nach Satz 11 jede ideale Ebene von jeder 
idealen Geraden in einem idealen Punkte getroffen und nach Satz 13, 
wenn die Gerade nicht in der Ebene enthalten ist, nur in einem Punkte. 
Hieraus geht hervor, dass je zwei ideale Ebenen eine ideale Gerade 
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gemein haben, welche durch die Schnittpunkte irgend zweier idealen 
Geraden der einen Ebene mit der andern bestimmt ist. Daraus folgt 
endlich, dass je drei ideale Ebenen einen idealen Punkt oder eine 
ideale Gerade gemein haben. Wir erhalten daher zum Schlusse den Satz: 


Satz 14. Je zwei ideale Ebenen haben eine ideale Gerade gemein 
und je drei ideale Ebenen einen idealen Punkt oder eine ideale Gerade. 

Das erreichbare Substrat einer idealen Ebene ist offenbar eine 
perspective Beziehung je zweier erreichbarer Strahlenbiindel. 

Hiermit ist nun in aller Vollstindigkeit bewiesen, dass, wenn 
man sich auf die Betrachtung eines endlichen Raumstiickes beschrinkt, 
bei Adjunction der idealen Elemente die Fundamente der projectiven 
Geometrie denselben allgemeinen Charakter erhalten, wie bei Voraus- 
setzung des Parallelenaxioms durch Adjunction der sogenannten un- 
endlich fernen Elemente. 


Dorpat, im April 1891. 














Zur Theorie der sogenannten Convergenz-Kriterien zweiter Art. 
(Nachtrag zu dem Aufsatze: ,,Allgemeine Theorie der Divergens wnd 
Convergenz von Reihen mit positiven Gliedern“ — im 35, Bande 4, Ztschr.). 

Von 


Aurrep PringsHem in Miinchen. 


Bedeutet 2a, eine beliebig vorgelegte Reihe mit positiven Gliedern, 


1 1 
— bezw. = 
D, C, 


convergent erkannten Reihe, so ergeben sich zuniichst ohne weiteres 
die Beziehungen: 





das allgemeine Glied einer bereits als divergent bezw. 


G1, D 
vtP_< a fiir alle » >n, 
“yt pl ¥ 


Gi» > Chas 
a4 p+ : C, 
oder anders geschrieben: 


(p eine feste ganze Zahl >0), 





(1) D, —te ai ee Dy < 0, 
By ty =: 
a 
(2) C, —"H— — C41 D0 
Gy 4 ppt ae 


als hinreichend fiir die Divergenz bezw. Convergenz von Za,. Um nun 
das auf diese Weise hergeleitete Convergenz-Kriterium ,,ceweiter Art‘ 
so umzuformen, dass dessen linke Seite mit derjenigen des entsprechen- 
den Divergenz-Kriteriums identisch wird, habe ich in der oben citirten 
Abhandlung behufs Elimination von C, den Ausdruck 


M,,, — ™, 
ft ¥ —1 —eM, 
Meta = Dr ¢@ eH (9 >0) 


Cr! = 


eingefiihrt*), und zwar durch den Umstand bewogen, dass gerade diese 
,typische Form“ des allgemeinen Gliedes zur Ableitung des allgemeinsten 


*) a. a, O. p. 360, 
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Convergenz-Kriteriums erster Art sich als besonders zweckmissig 
erwiesen hatte*). Inzwischen habe ich nun aber erkannt, dass gerade 


die Einfiihrung des allereinfachsten Typus**) fir C;*, nimlich: 


on! = Mn M, (M, eine positive monotone Function 
: M,4,M, von v mit dem Grenzwerthe oo) 


v1 
etwas schneller zu dem gewiinschten Resultate fiihrt. Man erhilt niim- 
lich auf diese Weise aus (2) nach Weglassung des gemeinsamen 
Factors M,.; zunichst: 


M, : Wp ae M, + ae 0 
M4, ” M, Qy4 ptt M,, —M,, _ 
oder, wenn man beachtet, dass: 


M. 


v2 a. v+1 
Mis — M4, i+ M,2— M,,, 


und ausserdem die ganze Relation mit emer beliebig klein anzunehmen- 
den positiven Grésse g multiplicirt: 
M M 
. a : _ “vp —s el 2 
e M,,—4M, Qy4 pt ° M. +2 M,.. =? 
Da aber das allgemeine Glied D;* jeder divergenten Reihe (ohne irgend- 
welche Einschrinkung) auf die Form: 


1 Mss —- M, 


@ M, 
gebracht werden kann***), so lisst sich die letzte Beziehung auch 
folgendermaassen schreiben: 
(3) D, - tt? — Din De 
Gy tpt 

und das Bestehen derselben giebt also stets eine hinreichende Bedingung 
fiir die Convergenz von Za,. 

Dureh Vereinigung von (1) und (3) und Uebergang zur Grenze 
m= oo ergiebt sich alsdann ohne weiteres das disjunctive Haupt- 
Kriterium zweiter Art: 


(4) lim 2 - tp i — Dus) { < 0: Diwvergenz ? 
n=x Gat ptt > 0: Convergenz, 
wihrend die Verbindung von (2) mit (3) — wenn man beriicksichtigt 


dass jede Reihe positiver Gréssen m(v) (v = 1, 2,3...) entweder der 
Classe der Zahlen C, oder derjenigen der Zahlen D, angehéren muss — 


*) a, a. O. p. 339 ff 
**) a. a, O, p. 327, Gl. (11). 
*#*) a. a. O. p. 320. 
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das nach dem Vorgange des Herrn Dini*) von jeder Nebenbedingung 
befreite Kummer’sche Kriterium liefert: 


(6) tim ( (0) <= — gen + 1)) > 0: Convergens, 


wo also alia keiner i aa Beschrinkung unterliegt als der, positiv 
zu sein. 

Zu vorstehender Mittheilung wurde ich angeregt durch die Lectiire 
eines Aufsatzes, welchen Herr Giudice jiingst in den Rendiconti del 
Circolo Matematico di Palermo**) veréffentlicht hat. Dort wird nach 
Erwihnung meiner hier citirten Abhandlung iiber Convergenztheorie 
folgendes gesagt: 

»Nichts desto weniger scheint es mir , dass kein neues Kriterium 
aufgestellt wurde, welches sich von den wichtigen Untersuchungen 
Cauchy’s und Abel’s und der fundamentalen Arbeit Kummer’s 
merklich unterschiede. Dagegen ist vielleicht das Kriterium, welches 
ich jetzt mittheilen will, wegen der vdélligen Unbeschriinktheit der 
dabei auftretenden Functionen der besonderen Beachtung werth. 
Dasselbe lautet: 


Fiir die Convergenz der Reihe mit positiven Gliedern 


Uy Uy + ty + --- 
ist nothwendig und hinreichend, dass sich eine Function a, bestimmen 
liisst, fiir welche bei allen Werthen n: 
_), ail 
Gynt 


Hierzu méchte ich mir nun erlauben, folgendes zu bemerken, Es 
war gerade ein Hauptziel meiner ganzen Convergenzuntersuchung, das 
Dini-Kummer’sche Kriterium, welches in seiner schier verbliiffenden 
Allgemeinheit als ausschliessliches Kriterium zweiter Art neben allen 
iibrigen Kriterien erster wie zweiter Art bisher vdllig isolirt dastand, 
aus dieser formlich riathselhaft erscheinenden Sonderstellung zu befreien. 
Und in der That ist es mir denn auch gelungen, ein meines Wissens 
bisher nicht bekanntes Kriterium erster Art von ganz ihnlich all- 
gemeinen Charakter aufzustellen, niamlich ; ***) 





m>0 >a (1 + 


le 
lim 90) Sap > 0: Convergenz 


ame =. 


*) a. a. O, p. 362, zweite Fussnote, 
**) T. IV, p. 278: Un nuovo criterio di convergenza per le serie a termini 
positivi. 
***) a. a. O. p. 342, (H). 
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wo wiederum g(v) an keinerlei andere Beschrinkung gebunden ist, 
als die, wesentlich positiv zu sein. 

Sodann habe ich auch gezeigt, dass ausser dem gewdéhnlichen 
Dini-Kummer’schen Kriterium zweiter Art auch noch andere von 
gleicher formaler Allgemeinheit und gleicher Tragweite existiren, die sich 
simmtlich aus einer gemeinsamen Quelle nach einer einfachen, genau 
priacisirten Methode ableiten lassen, wie z. B. das folgende:*) 


lim o(n + 1) lg 


Mag man nun aber auch das Neue, was etwa in diesen Kriterien 
enthalten sein mag, noch so gering anschlagen, so muss auf der andern 
Seite beziiglich des angeblich neuen, von Herrn Giudice aufgestellten 
Kriteriums gesagt werden, dass dasselbe doch wohl gar keinen An- 
spruch auf Neuheit machen kann, vielmehr mit dem Dini- Kummer’ - 
schen Kriterium schlechthin identisch ist. 

Bringt man nimlich die betreffende Ungleichung auf die Form: 


p(n) - Grip 
(n+ 1) Gt ptt 





> 0: Convergenz. 


1 4 —— e- SZ > 1 


a, Unity Git 


und vergleicht damit das Dini- Kummer’ sche Kriterium (s. oben: (5)): 


o(n) ." — om + 1) Ze (e> 9), 


so ergiebt sich sofort die Identitiit beider Kriterien, wenn 


1 1 
a ans GS) 


gesetzt wird — was ohne Weiteres gestattet ist, da den Gréssen = - 


, , 1 , . ; 
einerseits und =? (mn) andererseits genau das gleiche Maass von Will- 


kiirlichkeit zuakommt. Das einzig Neue bei dem Kriterium des Herrn 
Giudice liegt also in einem geringfiigigen und an sich véllig be- 
deutungslosen Unterschiede der Bezeichnung. 


Miinchen, im Marz 1891. 


*) a. a. O. p. 372, (P). 


———=2 


————=2 


Ueber Functionen von zwei Verinderlichen und einen Satz 
des Herrn Nother. 


Von 


A. Brix in Tibingen. 


Die Untersuchungen von Herrn Weierstrass ,,Zur Theorie der 
Functionen von mehr Verinderlichen“ in dessen ,,Abhandlungen zur 
Functionenlehre“ (1886, 5. 107) beruhen auf einem auch sonst grund- 
legenden Satz, der im Wesentlichen auf die Umwandlung einer Func- 
tion, die in der Umgebung einer ihrer Nullstellen als Potenzreihe 
darstellbar ist, in eine einfachere und zwar nothwendige Form abzielt. 
Die vereinfachte Gestalt der Function stimmt mit der urspriinglichen 
in der niaichsten Umgebung jener Stelle iiberein, und unterscheidet sich 
von ihr weiterhin durch einen Factor, dem man die Form einer mit 1 
beginnenden gewohnlichen Potenzreihe geben kann. 

Diesem Satz lasst sich ein analoger an die Seite stellen, in 
welchem mehrere Functionen mit gemeinsamer Verschwindungsstelle 
auftreten, und der fiir den hier zu betrachtenden Fall von zwei Ver- 
anderlichen folgendermassen lautet: 

Sind drei gewéhnliche Potenzreihen (oder auch ganze Functionen) 
F, %, ¥ von x —a%, y— Yo gegeben, die fir r= 2%, y= Y 80 
verschwinden, dass sich zwei ganze Functionen A, B von 2, y be- 
stimmen lassen, welche die Gleichung: 


F=Ao+ BY 


hinsichtlich der Glieder niedrigster bis zu beliebig hoher (vorgegebener) 
Dimension in x — 2%, y¥ — Yp hin erfiillen, so lassen sich die Func- 
tionen A, B in solche unendliche Reihen A’, B’ verwandeln, dass 
die Gleichung: 

F=AO0+BY 


Mathematische Annalen, XXXIX, 9 
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formal befriedigt wird hinsichtlich aller Glieder von beliebig hoher 
Dimension, wihrend zugleich den Reihen A’, B’ ein endlicher Conver- 
genzbereich in der Umgebung von 2,, y, zukommt. 

Die Aufgabe, diese Reihen zu bestimmen, steht in engem Bezug 
zu einem bekannten Satz, den Herr Nother im 6. Bande der Math. 
Ann. aufgestellt hat. Zwar fordert der von dem Urheber selbst ge- 
gebene Beweis des Satzes die Lésung jener Aufgabe nicht. Denn 
damit zwischen drei ganzen Functionen F, ©, Y die identische Glei- 
chung : 

F=M0-+ NY 


bestehe, wo M und N ganze Functionen sind, wird von Herrn Nother 
im Grunde genommen nur das Folgende verlangt: 

Fiir jede gemeinsame Verschwindungsstelle z,, y, von ® und Y 
muss auch ¥' verschwinden und zwar so, dass zwei ganze Functionen 
A, B gefunden werden kénnen derart, dass die Function: 


AO+ BY, 


nach Dimensionen von 2— 2%, ¥—¥Y, geordnet, hinsichtlich der 
Glieder nullter, erster u. s. w. bis (& — 1)‘ Dimension mit denen 
der ebenso geordneten Function F' iibereinstimmt, wo die Zahl k von 
dem gegenseitigen Verhalten der Functionen ©, ¥ in der Nihe der 
Stelle x,y, abhiingt, hichstens aber gleich der Vielfachheit des Factors 
x — X, (bezw. y — y) in der Resultante von © und ¥ ist*). 

Auf die Beschaffenheit der Glieder héherer Ordnung in A, B 
recurrirt diese Forderung — die ,,Schnittpunktbedingung“, wie ich sie 
kurz nennen will — nicht. 

Anders aber verhiilt sich die von Herrn Voss (Math. Ann. Bd. 27, 
S. 527, § 1) gegebene modificirte Form des Néther’schen Satzes. Sie 
fordert fir jeden gemeinsamen Schnittpunkt z,, y, von F=—0, 9 = 0, 
Y =O die Existenz von zwei (hinsichtlich y nur bis zu einem end- 
lichen Grad ansteigenden) Potenzreihen A’, B’ von %— 2%, y—%, 
die in der Umgebung von 2,, y, die Gleichung erfiillen: 


F=AO+ AY. 


Nun lassen sich zwar, wie Herr Nother im 30. Bande 8. 415 dieser 








*) Den letzteren Werth nimmt & wirklich an, wenn die Curven ® =0, ¥=0 
in 2, Yo lings eines Zweiges k consecutive Punkte gemeinsam haben, Be- 
riihren sich dagegen diese Curven nicht, haben aber in a, yp, einen p-, bezw, 
q-fachen Punkt, so ist (Noether a. a.0.; Voss, Math. Ann. Bd. 27, 8. 532) & nicht 
= pq, sondern bloss = p ++ q¢— 1, und jene Forderung bestimmt nur die Glieder 
von der nullten bis zur (q —2)'" Dimension (incl.) in A, die bis zur (p— 2)! 
in B. 
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Annalen gezeigt hat, solche Reihen A’, B’ formal wirklich herstellen, 
wenn die (Néther’sche) Schnittpunktbedingung in 2, y, erfiillt ist — 
freilich auf beschwerlichem Weg, indem die verlangte Eindeutigkeit 
ein abwechselndes Vergleichen von Gliedergruppen gleicher Dimension 
und von solchen gleich hoher Potenzen von « — 2, néthig macht. 
Auch wiirde die Kiirze des Voss’schen Beweises diesem einen Vorzug 
sichern. Aber die spiiter erforderlichen Operationen an den Potenz- 
reihen sind an die Existenz eines gemeinsamen Convergenzbereiches fiir 
sie in der Umgebung von 2, y, gebunden, wie er zwar vermuthet 
werden muss, aber in expliciter Form meines Wissens noch nicht nach- 
gewiesen ist. 

Auch die neue Wendung, die Herr Stickelberger (Math. Ann. 
Bd. 30) dem Voss’schen Beweise giebt, durch welche jene Coefficien- 
tenvergleichung umgangen werden kann, setzt die Convergenz der 
Reihen A’, B’ voraus und fordert insofern gleichfalls mehr, als die 
Nother’sche Schnittpunktbedingung. 

Diese Liicke auszufiillen beabsichtige ich mit der nachstehenden 
Krérterung der eingangs bezeichneten Aufgabe. Sie kniipft an ganz 
elementare Betrachtungen an, die mit den bekannten Cauchy’schen 
Existenzbeweisen nur die Grundlagen gemeinsam haben und ist, wie 
ich an einer anderen Stelle zu zeigen gedenke, da sie nur rationaler 
Processe sich bedient, auch auf andere Fragen der beregten Art an- 
wendbar. 

§ 1 enthilt zwei Hiilfssiitze, in den §§ 2, 3 wird die Aufgabe unter 
einer vereinfachenden Voraussetzung gelést, in den §§ 4, 5 allgemein. 


1. 


Ich stiitze mich auf den eingangs erwihnten Satz des Herrn 
Weierstrass, der in dem Umfang, in dem ich ihn hier verwende, lautet 
wie folgt: 

I. Zu einer nach positiven ganzen Potenzen der Variabeln 2, y 
fortschreitenden Potenzreihe ®, deren Glieder niedrigster Dimension 
®, (p >0) den von z@ freien Term y? enthalten, kann man immer 
und nur auf eine Weise eine gewdhnliche Potenzreihe a, die fiir 
x=0, y=O sich auf 1 reducirt und in der Umgebung dieser Stelle 
convergirt, bestimmen derart, dass das Product «® in eine Potenz- 
reihe (die ,,reducirte’ Form) tibergeht, die — abgesehen von dem 
Term y? — hinsichtlich y nur bis zur Ordnung p — 1 ansteigt. 

Ist also die Reihe gegeben: 


D = Dp + pz + Ppye ++; 
wo hier wie in der Folge der untere Index die Dimension des betreffen- 
g* 
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den Polynoms in z, y anzeigt, so lassen sich durch Vergleichen der 
Glieder der Identitat: 
aD = @ 


immer und nur auf eine Weise zwei Reihen a, m von der Form: 


alfa $a $e, 
Pp =O, + 2 ppt Bypp-i+ a gpit+::: 


ermitteln, die mit ® einen Convergenzbereich in der Umgebung von 
von «=0(0, y=0O gemeinsam haben. — Bekanntlich giebt es dann 
auch einen solchen fiir die Reihe «’, wenn 


® =a'g 
gesetzt wird. 


Wir bediirfen im Folgenden noch des bekannten Satzes aus der 
Theorie der algebraischen Functionen: 


II. Sind drei ganze homogene Functionen von zwei Verinderlichen 
gegeben: ,, Y,, Fpie-1, 80 lassen sich immer und nur auf eine 
Weise zwei ganze Functionen A,;, B,_; bestimmen, so dass identisch 


Aj_s By 
Pia =- 7 %, + R Yo 








wird, wo R die Resultante aus ,, Y, ist, die Coefficienten von A 
und B ganze Functionen der Coefficienten von F,;,-1, ®,, VY, sind. 
Und zwar sind sie hinsichtlich derer von / linear und homogen, also 
jeder Coefficient der Functionen A, B in der Form darstelibar: 


Ry, FO + Rex Fe free t Ryp+9,% Fi(rt, 


wo die F die Coefficienten in F,,,-, sind, die R;, Unterdeter- 
minanten der als (p-+-q)-reihige Determinante geschriebenen Resultante 
R von %, und ¥Y,. Wenn man von den Gréssen R;, die absolut 
genommen groésste mit r bezeichnet, von den | F'| die grésste mit F, 
so liegt somit der absolute Werth jedes der Coefficienten a, b der 
Polynome A,1, Bp; unterhalb des Werthes: 


a, <@ + OIF. 


2. 


Die zu betrachtende gemeinsame Verschwindungsstelle der Func- 
tionen F', ©, Y von x und y sei e=0, y=O0. Wir beschriinken 
uns fiirs Erste auf die Annahme (den ,,einfachen Fall‘), dass an der 





Ueber Functionen von zwei Veriinderlichen, 133 


Stelle s—=y=0O die p Zweige der Curve ®=0O von den gq der 
WY =—( verschieden seien, dass also die Resultante aus den Gliedern 
niederster Dimension ®, und Y, in den nach Dimensionen von 2, y 
angeordneten Entwicklungen: 

D = D, + Doi + Ppie2 +--+: 

¥ = Mo + Voters +o 
nicht verschwindet. Sei p >q. Die Function F erfiille an der Stelle 


x= 0, y = 0 die in der Einleitung aufgestellte Schnittpunktbedingung, 
dass niimlich die Anfangsglieder der Entwicklung: 


P= Fy t+ Pop t+ Foe t+: 
bis zur (p + g — 2)" Dimension (incl.) mit einer Function: 


A®% + BY 
iibereinstimmen, wenn: 
A= Ay Ay te++ + Apa, 
B=B,+B,+--+-+ Bs 
ganze Functionen sind. — Es steht nichts im Weg, die Functionen 
F,, ¥ als Potenzreihen in x, y aufzufassen, deren Coefficienteu 
dem absoluten Betrag nach eine endliche Grenze nicht iiberschreiten. 
Sie besitzen dann bekanntlich in der Umgebung von 27 =0, y=0 
einen gemeinsamen Convergenzbereich. 
Es sind nun zwei Potenzreihen A’ B’ so zu bestimmen, dass in 
der Umgebung jener Stelle die identische Gleichung: 
F=AO+ BY 
besteht, oder auch, wenn das Polynom (die Reihe) 
AO+ BY=Ff 
gesetzt wird, und also: 


F— Fo =F = Pye + Foy + Pope ts: 
wird, dass zwei Reihen A, B gefunden werden kénnen, die in der 
Umgebung von « = 0, y =O der Gleichung gentigen: — 
F=A®%-+ BY. 


Zu dem Zwecke bestimme man zuniichst drei Potenzreihen a, B, y 
(mit dem Anfangsgliede 1) so, dass die Producte aF, BY, y¥ die 
»reducirte Form (§ 1) annehmen: 








| 
| 
| 
| 
| 
| 
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@P =f = Pope + 2" fpte-2 + 2° fptea +: -°, 
bo = p= 9, + 2? Qi + Bgppit+-::-, 
eek ok er ed a 


Alsdann lassen sich zwei Reihen: 


a = Aya + Lag-1 + Vay 1+ ---, ) 
b = Bp + ebp_y + aby +--s, 


die in y bloss bis zur (qg — 1)", bezw. (p — 1)'" Potenz ansteigen, 
so bestimmen, dass eindeutig und Glied fiir Glied die Gleichung 


erfiillt ist: 
f=ag + by. 


Denn durch Gleichsetzen je der Glieder gleichhoher Dimension erhilt 
man, vom untersten aufsteigend, 


Bp pg—1 = %q-1 Pp + pay; 
— &(Gq—1 Pp—1 + By—1 Wp—1 — fpta-2) = AP + Op-ay, 
— © (09-1 Pp—1 HF Op —aW—a 1 Ppa + p-1 Ve — frte-2) 
a ar, + 00.1%, , 


Aus diesen Gleichungen ergeben sich nach Hilfssatz II (§ 1) eindeutig 
der Reihe nach die Biniarformen 


” 


, , ” 
Ag—1, bp—13 Ag—1) by. eee 


Kann man fiir die Reihen a, b einen Convergenzbereich in der Um- 
gebung von «=(, y==0 nachweisen, wie dies in § 3 geschehen 
soll, so resultirt auch ein solcher fiir die Reihen A’ B’, weil wegen 


PoP oy Y wy ao+ BY 
und 
F=F+F =(A+ 404+ (84+ B)¥ ‘ 
=—A'o+ BY 
die Reihen: 


A=A+, BoB 


denselben Convergenzbereich haben, der den Reihen F, ®, Y, a, b, . ‘ 


8, y gemeinsam ist, und der nach den getroffenen Bestimmungen fiir 
jede von ihnen um 7 = 0, y = 0 herum von endlicher Ausdehnung ist. 
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3. 
Um nunmehr einen Convergenzbereich fiir die Reihen a, b mu 
finden, transformire man (sofern dies néthig ist), damit die Coefficien- 


ten der Reihen f, », ~ simmtlich dem absoluten Betrage nach eine 
endliche Grésse nicht iiberschreiten, bevor man die Relation ansetzt: 


f = agp + by, 
f, p, ¥ durch die Gleichungen: 
t=ex, yoy’, 

wo @ kleiner als der kleinste Radius des um den Punkt 0, 0 gelegenen 
den drei Reihen gemeinschaftlichen Convergenzbereichs ist. Die trans- 
formirten Reihen haben dann die gewtinschte Eigenschaft, und durch 
Division jener Relation mit einer endlichen Constanten lassen sich die 
Coefficienten der drei Reihen weiterhin noch dem absoluten Betrage 
nach auf oder unter die Grésse 1 herabdriicken. 

Unter Beibehaltung der Bezeichnungen des vorigen Paragraphen 
auch fiir die transformirte Gleichung und deren Coefficienten recurrire 


ich nun auf diejenigen Formeln des § 2, aus denen sich die einzelnen 
Glieder a’, b’, a’, b”,... der Reihen a, b bestimmen. 
Sie sind von der Form: 
f y(¥) a” (¥) 
(1) Se oie + te 


wo: 
(y) —< yo) ’ Ww Vy (v—2) (9) y, ” . 
ae 1 ~~ , q-l 9.8 b, -1 = 1 + G4 Pp-1 + b, -1 vou4 + 
(v—1) vf) (v—1) 
_ a iP + bi ¥, —T pt ,,) 


ist. 
Nach § 1, a. E. liegen die absoluten Werthe der Coefficienten 


der Binairformen ars) .. unterhalb der Grosse: 


|a\”| rai) 

a) < (p+4q) (rR)? 

wo r, R die friihere Bedeutung (§ 1) haben, G der dem absoluten 
Betrag nach grésste der Coefficienten in a ist. Setzt man zur 
Abkiirzung 


1 
(P+) TR =e & 


so ist auch 
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1 
} 
| 


a”) 1 
| =f <zel@|. 


Sei G! _, das Polynom a geschrieben in den absoluten Be- 
triigen der Coefficienten der Einzelfactoren statt in diesen selbst. Dann 
wird der Werth des Coefficienten |G)| noch weiter erhéht, wenn man: 


(v) v . 
1. Statt a “ ee , einfiihrt. 


2. Die Coefficienten der Polynome f’_ Ped = 99 Peon G-®, F,..,.9%-% 
durch 1 ersetzt. 

3. Statt der Coefficienten in a1, bp-1; ...; _ _ ary jedem 
oberen Index (¢) entsprechend einen anderen noch naher Geinahdlien- 


den héheren Werth = 40 eintrigt. 
4, Statt des Factors 7... (x + y) setzt. 
So erhalt man die Ungleichung: 
E < (wpy)PAA-D $ AO. a 41), 
wo sich das Zeichen < auf die Coefficienten bezieht; und weiter wird: 
ja 


oma OY $ APY fee fa +1), 


Fixirt man den noch unbestimmt gelassenen héheren Werth eT A® fir 


die Coefficienten in 
a, 0, <>) 


vermoge der Gleichung: 
+ 40 = : o(A—) 4 aie 4... +a 4-1), 
so wird, weil sich hieraus sofort 


a = (1 +e) , 
ergiebt, auch 


ja”| 


rc) <ze(l+ey. 


Die Reihen a, 6 convergiren also fiir solche absolute Betriige der 
Verinderlichen x, die der Ungleichung geniigen: 


<4 


+e 
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Hieraus folgt zunichst die Existenz eines Convergenzbereiches fiir die 
riicktransformirten Reihen a,b und wegen § 2, a. E., auch die eines 
solchen fiir die Reihen A’ B’ in 


F=AO+ BY. 


4, 


Es bleibt noch tbrig, den bewiesenen Satz auf den Fall aus- 
zudehnen, dass die Functionen ©, Y in dem betrachteten Nullpunkt 
ein beliebiges gegenseitiges Verhalten zeigen. 

Wenn ®, ¥ endliche Polynome sind, so kann man an das von 
Herrn Nother im 30. Bd. der Math. Ann. gegebene Verfahren an- 
kniipfen, nach welchem der allgemeine Fall mit Hilfe des Ausdrucks, 
den man der Resultante von , ¥ als linearer Function dieser Griésse 
geben kann, auf den ,,einfachen Fall“ der §§ 2, 3 zuriickkommt. 
Wenn aber, wie wir dies hier voraussetzen, an die Stelle der ganzen 
Functionen ®, ¥ auch unendliche Potenzreihen von gewei Verdnderlichen 
treten kénnen, so steht man vor der Frage, ob fiir solche tiberhaupt 
ein Analogon zu dem Resultantenbegriff existirt. 

Es seien ®, Y Reihen, die nach Potenzen von 2, y aufsteigen 
mit gemeinsamem Convergenzbereich um die Stelle z=—0, y=—0, 
die fiir einen unbestimmten Werth von 2 theilerfremd sind (eine 
Forderung, die sogleich erliutert werden wird), und fiir welche die 
Anfangsglieder ,, Y, (p'*" beazw. q'** Dimension) so beschaffen sind, 
dass sie fiir = 0 nicht verschwinden.*) 

Man bringe nun zuniichst die Reihen ®, Y durch Multiplication 
mit den Reihen a, B (§ 1), die mit 1 beginnen, in die ,,reducirte 
Form“ g, y: 


aD = DP = Pp + LV? Pp +H Qp-1 + -°° 

= yh + ye Be) $e + a BO-O(@); 
BYV=dve=ytPyi1t 81 +::: 

= yt + yt £Q (x) +eeet+ LIQ AN (zg), 


wo die $, O in der Nihe von «=O convergirende gewdhnliche 
Potenzreihen in « sind. 

Wenn nun die Functionen g, w, die hinsichtlich y bis zu einem 
endlichen Grad ansteigen, eine nicht identisch verschwindende Re- 
sultante R haben — vorhin wurden deshalb auch die nicht reducirten 


*) Diese Forderung implicirt unter Umstiinden die Einfiihrung einer neuen 
Verinderlichen statt a: ° 
ae =ay+ca. 
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Functionen ®, ¥ ,,theilerfremd“ genannt — so existiren bekanntlich : 
zwei solehe ganze Functionen c, d vom Grad q—1 bezw. p—1 in y, dass “5 
| (1) R=cp+dy 
\ eine identische Gleichung ist. JR, c, d sind als ganze Functionen von 
¥, OQ convergente Reihen in x Daraus folgt weiter 
(1a) R= Co + DY 
wo 
, e. 7 
(1b) C= a? ait 
| wieder gewohnliche Potenzreihen in x, y sind, R eine solche ‘von xz 
allein. 
Die so definirte Reihe R ist nun ihrer Entstehung nach und 
wegen der Gleichung (1), der sie geniigt, als Resultante der unend- 
lichen Potenzreihen ©, ¥ in der Umgebung von «x =0, y=O an- 
zusprechen. 
5. 
Ich wénde mich jetzt der im Eingang formulirten allgemeinen ' 


Aufgabe zu: zwei Potenzreihen a, b anzugeben, welche die Gleichung: 
) F=a0+ bY 


Glied fiir Glied zu einer identischen machen unter der Voraussetzung, 

) dass die ,,Schnittpunktbedingung“ erfiillt ist, dass also ein Paar von 
ganzen Functionen A, B existirt derart, dass die Glieder niedrigster 
bis aufwarts zu denen (& — 1) Dimension in 


Ad + BY 


| mit denen der ebenso geordneten Function F iibereinstimmen, wenn 
| z* das Anfangsglied der in § 4 als Resultante definirten Reihe 
R ist. 

Giebt man dieser Annahme die Form: 


F= A+ BY, 


was also bedeuten soll, dass die Gleichung richtig ist bis zu den 
Gliedern einer endlichen, hier der (A — 1)", Dimension hin, so wird 
sie, wenn man beiderseits mit der oben (§ 4) definirten Function C 
multiplicirt, die mit Gliedern (¢— 1)'* Dimension von x, y beginnt, 
richtig bleiben bis zu den Gliedern (& + q — 2)" Dimension (incl.). 
In diesem Umfang besteht also die Beziehung: 
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(2) CF = AC%-+ BCY 
= A(R — DY¥Y)+ BCY 
=AR+(BC—AD)¥. 
Die Reihen R und ¥, von denen die erste mit 2* beginnt, die andere 
das Anfangsglied , hat, das nach Annahme fiir «=O nicht ver- 
schwindet, erfiillen die im Anfang des §2 gemachte Voraussetzung, 
und weil CF auch der Schnittpunktbedingung gegeniiber R und Y 
geniigt, indem CF in g +k —2 Gliedern mit dem Ausdruck rechts 


in (2) iibereinstimmt, so lassen sich nach Massgabe jenes Verfahrens 
zwei convergente Reihen A’, B’ angeben derart, dass 


CF=AR+BY 
befriedigt wird. Schreibt man statt dessen 
CF = A (Co+ DY)+ BY 
= AC0O+ (B+ AD), 


so besteht also in der Umgebung der Stelle ~=—0, y=0O die Glei- 
chung: 
Y. 


F=AO+ ¥+22 


Man kann dem letzten Glied derselben (§ 4, 1b) die Form geben: 


«e B+A'D 
e 7 v, 








wo = als gewdhnliche Potenzreihe darstellbar ist. Die Functionen 


q'" und (q — 1)'" Grades ~ und ¢ kénnen nur einen Theiler gemein- 
sam haben, der, wegen § 4, (1), auch solcher von FR, also eine Func- 
tion von « allein ist, eine Function, die aber jedenfalls durch « selbst 
nicht theilbar sein kann, weil ~ dies nicht ist. — Der reciproke Werth 
derselben ist eine gewdhnliche Potenzreihe. Fiihrt man nun — 
eventuell nach vorgingiger Transformation mittelst 2 =—«-+ ay — 
die drei Reihen BD’ + A’ D =—TI, ¥ und C durch Multiplication mit je 
einer Reihe, deren reciproker Werth eine gewodhnliche Potenzreihe ist, 
in die reducirten Formen bezw. 2, y, ¢ tiber, so werden in dem an- 
gedeuteten Sinne ~ und ¢ theilerfremd sein. Weil aber die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung fir die Darstellbarkeit von: 


F—Ao=—2tAD 


durch eine in der Umgebung von x=0, y =O giltige Potenzreihe 
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nach Herrn Weierstrass (Abhandl. Seite 118) die ist, dass die reducirte 
Form des Nenners in der des Zihlers, hier also dem Product yz 
enthalten ist, so muss ¢ in w enthalten sein. Hieraus folgt, dass sich: 


in eine gewdhnliche Potenzreihe entwickeln lassen muss. 
Es existiren also in allen Fiillen zwei in der Umgebung von 
x = 0, y=O0 convergente Potenzreihen: 





a= JA’, 
_ B+4D 
b= 
welche die Gleichung: 
F=ad-+ b¥ 


erfiillen, sofern die Reihen F, 2, ¥ nur selbst einen um jene Stelle 
gelegenen Convergenzbereich gemeinsam haben, und die Anfangsglieder 
der Entwicklungen von F,%, ¥ nach x, y die in der Einleitung 
definirte Schnitipunktbedingung erfiillen. 


Sind insbesondere F’, >, ¥ abbrechende Potenzreihen, oder steigen 
sie hinsichtlich y nur bis zu endlichen Graden an: Y bis zum n'" 
(sowohl allgemein wie auch fiir x — 0), ® bis zum m'” Grad, erfiillen 
sie ferner die Schnittpunktbedingung in = 0, y= 0, so kann man 


der im Vorstehenden nachgewiesenen Identitiét, die in der Umgebung 
von £=0, y= 0 besteht: 


F=ae-+od¥ 
die Form: 


F = (a —a¥) + ¥(b + Ao) 


geben, und die Grésse 4 sowie eine andere a’ als convergente Potenz- 
reihen von 2, y aus der Gleichung: 


a=Aa¥+ad 


so bestimmen, dass a’ hinsichtlich y nur bis héchstens zum (m — 1)' 
Grade ansteigt (Stickelberger, Math. Annalen Bd. 30, S. 404). Dann 
muss, wenn yin F' nur bis zum Grad » + m — 1 vorkommt, — nach 
der friiheren Schlussweise — auch die Reihe: 
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b+imd—V' 


convergiren, und weil sie y nur im Grad m — 1 enthalten kann, so 
ist damit die Function F' auf die in der Umgebung des Punktes 2 = 0, 
y = 0 von Herrn Voss als méglich angenommene Form: 


F=ao+0Y¥ 
gebracht. 


Tiibingen, 8. Juni 1891. 














Sur les formes quadratiques & indéterminées conjuguées. 
(Extrait d’une lettre adressée & Mr. F. Klein). 


Par 


Emite Picarp & Paris. 


Le trés intéressant article que M. Bianchi vient de publier dans 
les Mathematische Annalen me remet en mémoire le point de vue 
auquel je me suis placé autrefois dans |’étude des transformations 
employées par M. Poincaré pour les points de l’espace situés du méme 
eoté d’un plan. Dans un petit travail inséré au bulletin de la Société 
Mathématique (Mars, 1884) et intitulé: Sur wn groupe de transfor- 
mations des points de Vespace situés du méme cété d'un plan, j'ai con- 
sidéré la forme quadratique 4 indéterminées conjuguées X, Y, X,, Y, 
(1) XX, + #XY¥, + mX,¥ + (ea+y) YX, 

«x représentant une quantité complexe arbitraire, et y une quantité 
réelle positive. 

Effectuons sur cette forme la substitution 

(X,¥,dX+bY,cX+aY) [ad—be—1] 

ou a, b, ¢, d sont des quantités complexes. Cette substitution trans- 
forme la forme (1) en la suivante 

AXX,+BXY,+ BX, Y+C YY, 
en posant 

A’ = Cty (4% +’) + dex + dcx, + dd, 

B = cy (%%q)+y") + agdx + chy xq + dby, 

C = aa,(xa+y’) + bax + bax, + bby. 

On est ainsi conduit & une transformation relative 4 la variable 
complexe x et & la somme xa, + y’, substitution qui peut s’écrire 


ook CA, (x y-+-Yy*) + anda + cbhox + db, 


(s) veep (@xy+y*) + dopa + dyea)+ddy’ 


aa + y? = Oy (@Xq-+-Y*) + Daye + boas + bby - 
0 CCy (@Xq-+-y?) + deyx + dycay + dd, 
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A un systéme de valeurs de la quantité complexe 2 et de la quantité 
positive y correspond par ces formules un systéme parfaitement déterminé 
de « et y' (y’ étant positive comme y). Ce mode de transformation 
forme d’ailleurs évidemment un groupe. 

On peut donner une forme, géométrique 4 ce résultat. Soient 
O&, On, O€ un systéme d’axes de coordonnées rectangulaires et con- 
sidérons le demi-espace situé au dessus du plan des §y; & chaque point 
(§, m7, €) correspond un systéme de valeurs de la quantité complexe x 
et de la quantité positive y, si l’on pose 


a=E+in, y= 

On est ainsi conduit, par des considérations algébriques, au mode de 
transformation des figures dans un demi espace, dont M. Poincaré a 
fait usage dans son mémoire sur les groupes kleinéens et auquel il a 
été amené par des considérations géométriques. 

J’ai considéré particulitrement, dans le travail cité, le cas ot 
a, b, ce, d sont des entiers complexes. Les substitutions (S) forment 
alors un groupe discontinu. Pour trouver son polyédre fondamental, il 
suffit de faire usage du théor®me de M. Hermite relatif 4 la réduction 
des formes quadratiques binaires définies & indéterminées conjuguées. 
Etant donnée une telle forme 


AXX,+ BXY,+B,X,Y+ CYY, 
(BB, —AC <0, A>0, C>0) 
dont les coefficients sont quelconques, on peut trouver une substitution, 


de déterminant wn, d coefficients entiers complexes, telle que dans la 
forme transformée 


AXX,+BXY,+B/XY+C YY, 


A<C’, —A<2m< A, —A KAN CA 
en posant 


on ait 


B=m-+ni. 
Cette Substitution sera, en général, unique. 

Ceci rappelé, soit (x, y) un systéme de valeurs correspondant a 
un point arbitraire du demi espace, et prenons la forme (1) corre- 
spondante. La réduction de cette forme d’aprés le théoreme précédent, 
transformera (a, y) en (2’, y’) par la substitution (S); la partie réelle 


et le coefficient de i dans 2 seront compris entre —+ et +5 et 
l'on aura en outre 

wt, +y¥? >I. 
Si Yon revient au point (&, y, §) et & son transformé (&’, 7’, £), on aura 


—SSE<p, —ysStsy W407 4+ 6721. 








; 
' 
} 
; 
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Nous arrivons donc ainsi au polyédre fondamental du groupe. Il 

est limité par les quatre plans 
1 1 1 1 
f= f=—=—>3>, 7 oe FS Be 

et est extérieur & la sphére de rayon wn. Il y a dans ce polyédre un 
seul point correspondant & un point pris arbitrairement dans le demi 
espace. Ce résultat est bien d’accord avec le théoréme démontré par 
Véminent géométre italien. Ce polyédre fondamental est entitrement 
analogue au triangle fondamental dans le demi pian, qui joue un role 
si important dans vos admirables recherches sur les fonctions modulaires. 


Paris, le 15. Mai 1891. 














Ueber die complexe Multiplication der elliptischen Functionen. 
Abhandlung 1. 
Von 


L. Kierert in Hannover. 


Bei meinen langjahrigen Arbeiten iiber die Transformation der 
elliptischen Functionen*) hatte ich ganz besonders den Zweck im Auge, 
die Herleitung der algebraischen Beziehungen, welche bei der complexen 
Multiplication auftreten, einfacher und iibersichtlicher zu gestalten. 

Dass meine Untersuchungen in dieser Hinsicht wirklich mit Nutzen 
verwendbar sind, hat schon Herr Greenhill in seinen Arbeiten**) 
durch zahlreiche Beispiele gezeigt. Leider konnte er meine letzten 
Abhandlungen (Band 32 und 37) noch nicht bei seinen Berechnungen 
benutzen; es wird sich aber in dem zweiten und in den spiiteren Theilen 
der hier folgenden Arbeit zeigen, dass gerade meine neueren Unter- 
suchungen iiber die Transformation die werthvollsten Hiilfsmittel fiir 
die Ausfiihrung der complexen Multiplication der elliptischen Fune- 
tionen bieten. 

Auch die Abhandlung von Herrn H. Weber: ,,Zur Theorie der 
elliptischen Functionen (2. Abh.)***) folgte meiner Arbeit in Band 32 
so schnell, dass sich Herr Weber nur auf meine Multiplicatorglei- 
chungen (Z-Gleichungen) beziehen konnte, von denen er nicht ganz 
mit Unrecht behauptet, dass sie fiir die Berechnung der singuliiren 
Moduln weniger geeignet seien als die von ihm selbst verwendeten 
»Schlafli’schen Modulargleichungen“. In der vorliegenden Abhandlung 
will ich aber den Nachweis fiihren, dass die Z-Gleichung fiir die Be- 








*) Journal fiir Mathematik, Band 87, S.199—216, Band 88, S. 205—212 
und Band 95, S, 218—231; ferner Math. Annalen, Band 26, 8, 369—454, Band 32, 
8. 1—135 und Band 37, S. 368—398. 
Da die drei letzten Arbeiten in dem Folgenden dfters zu erwihnen sind, 
so sollen sie der Kiirze wegen nur durch die Worte: Band 26, bezw. Band 32 
und Band 87 citirt werden. 

**) Proceedings of the London Mathematical Society, Vol. XIX, 8, 301—364, 
Quaterly Journal of Pure and Applied Mathematics, Nr. 86, 1887, S, 119—174, 
Proceedings of the London Mathematical Society, Vol. XXI, S. 403—422. 

***) Acta mathematica, Band 11, 8. 333—390. Man vergl. auch das nach 
Abfassung der vorliegenden Abhandlung von Herrn Weber herausgegebene Werk: 
»Elliptische Functionen't Braunschweig 1891, 


Mathematische Annalen, XXXIX. 10 
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rechnung der singuliren Invarianten, bei denen complexe Multiplication 
stattfindet, doch in weiterem Umfange mit Vortheil verwendet werden 

kann, als es Herr Weber bemerkt hat. Auch bildete meine Theorie 

der L-Gleichungen (in Band 26) nur die Vorstufe zur Theorie der 
Parametergleichungen (in Band 32), und diese enthalten, wie ich in 

Band 37 gezeigt habe, auch die Schlédfli’schen Modulargleichungen als 
besonderen Fall. Ebenso habe ich einen Fall der irrationalen Modular- 
gleichungen schon vor Herrn Weber ausgefiihrt, indem ich (Band 32, 

8. 93—98) die Transformation 11'° Grades aus der vom Grade 22 her- 

leitete. Die eingehendere Behandlung der irrationalen Modularglei- 

chungen durch Herrn Weber giebt mir die erwiinschte Anregung, auf 

diesen Gegenstand spiiter noch zuriickzukommen und die von Herrn 
Weber angegebene Methode zur Aufstellung irrationaler Modularglei- 
chungen wesentlich zu verallgemeinern, *) 

Es soll hierdurch nur hervorgehoben werden, dass meine Be- 
strebungen mit denen des Herrn Weber in bestem Kinklange stehen; 
namentlich stimme ich ihm darin bei, dass es vortheilhaft ist, die 
singuliren Invarianten zu berechnen, wihrend man bisher meist die 
singuliren Moduln berechnet hat.**) Diese Ansicht habe ich bereits in 
einem Vortrage vertreten, den ich im Jahre 1881 auf der Naturforscher- 
Versammlung in Salzburg iiber die complexe Multiplication der 
elliptischen Functionen gehalten und in den Sitzungsberichten (Seite 
[21] bis [28]) veréffentlicht habe. Die hier folgende Abhandlung 1 
umfasst, abgesehen von einigen Beispielen, die ich spiter hinzugefiigt 
habe, im Wesentlichen den Inhalt jenes Vortrages. 

In den folgenden Abhandlungen sollen dann auch die Methoden 
des Herrn Weber beriicksichtigt werden, nach welchen er aus den 
Hermite’schen Functionen o(@), #(@), y(@) drei Hiilfsgréssen f(a), 

f,(@), f,(@) dureh die Gleichungen 
6/— 6,- 
r@-2 











(a) Vek 
a 
1 7 @ VS LY 
® \i(o) = 22 72 





f:(@) = iow _ yay e 


*) Man vergleiche auch die aleines von Herrn Klein: ,,Zur Theorie 
der elliptischen Modulfunctionen“ (Math. Annalen, Bd, XVII, 8. 62—70), in welcher 
der Begriff der irrationalen Modulargleichungen ganz allgemein erliutert wird. 

**) In den Abhandlungen von Herrn Pick; ,,Ueber die complexe Multipli- 
cation der elliptischen Functionen“ (Math, Annalen, Bd. XXV, 8, 438-447 und 
Bd, XXV1, S, 219—280) werden gleichfalls die singuliiren Invarianten in Betracht 
gezogen, 
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ableitet und zur Berechnung der singuliren Invarianten benutzt. Von 
constanten Factoren abgesehen, sind aber diese drei Hiilfsgréssen den 
Wurzeln der Z-Gleichung fiir die Transformation zweiten Grades gleich, 
denn es ist 


ni mi 

(2) f(@)=—e*-L,2), f)=e *.L)2), f,(@) = Le (2), 
und diese drei Gréssen L,, (2), L)(2), LZ, (2) geniigen der Gleichung 
(3) L* — 12y,L' + 16=0. 
Mit dem gleichen Rechte kann man auch die Hiilfsgréssen Z(3), L (4), 
(5), ... einfiihren; ob auch mit dem gleichen Nutzen, hingt natiir- 
lich von dem Grade der Transformation ab, mit welchem die complexe 
Multiplication in jedem besonderen Falle in Zusammenhang gebracht wird. 

Man kann sogar noch weiter gehen und irgend einen Parameter 
in gleicher Weise als Hiilfsgrésse einfiihren wie vorher die Gréssen 
L(2), L(3), L(4) us. w. Ist z B. der Charakter eines solchen 
Parameters gleich 1, so ist die Invariante J eine rationale Function 
dieses Parameters. Kennt man also den singuliren Werth des Para- 
meters, so ist damit auch der singuliire Werth der Invariante J selbst 
bekannt. 


Erster Abschnitt. 


Allgemeine Theorie der complexen Multiplication der elliptischen 
Functionen. 


§ 1. 
Begriff der complexen Multiplication. 


Bei der ganzzahligen Multiplication der elliptischen Functionen 
handelt es sich bekanntlich darum, die elliptische Function sin? am (mu, k) 
als rationale Function von sin? am (uw, k) darzustellen, wobei m eine 
ganze rationale Zahl ist, oder wenn man sich der Bezeichnungen des 
Herrn Weierstrass bedient, so handelt es sich darum, die elliptische 
Function g(mwu, go, gs) als rationale Function von g(u, g., gs) dar- 
zustellen, was durch die Gleichung 


(4) (mu; Jor 9s) = RL (u, G2, 9s)] 
angedeutet werden mige. 

Es ist nun die Frage, unter welchen Bedingungen ist eine solche 
Darstellung noch méglich, wenn m nicht mehr eine ganze rationale 
Zahl ist? 


Die Antwort ergiebt sich unmittelbar aus der folgenden Be- 
trachtung. 


Bezeichnet man ein primitives Periodenpaar von g(w, g,, 93) mit 
2@, 2’, so folgt aus der Gleichung (4), dass auch 2m@ und 2mq’ 
10* 
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Perioden von 9(#, 92, 93) sein miissen, d. h. es muss, da es auf das 
Vorzeichen von m dabei nicht ankommt, 


(5) 


sein, wobei p’, q’, p’, g positive oder negative ganze Zahlen sind. 
Setzt man nun noch 


—-ma =ypa+ qa, 
— mo’ am pat q' a 


(6) — m= 2 
so folgt hieraus die Gleichung 

o p'oa+q'a : __ p’+q't 
: o— pgatga? OT T= Fh ge? 
also 
(7) qe + (py —q")t —p" = 0. 


Dabei miissen die Wurzeln dieser ganzzahligen Gleichung complex 
sein, d. h. es muss 

(8) (py —a")? + 4p"d = ('+a"P — 4(n'g"—9""/) 

negativ sein, damit die elliptische Function g(w, g., 9) doppelt-perio- 
disch ist. Der Multiplicator 


(9) m= — (p+q't)=— * tes 


wird, wenn q’ gleich 0 ist, eine ganze Zahl, so dass in diesem Falle 
nur ganzzahlige Multiplication stattfindet. Ist aber g' von 0 verschieden, 
so ist auch der Multiplicator m eine complexe Zahl, wodurch die Be- 
zeichnung ,,complexe Multiplication der elliptischen Functionen“’ gerecht- 
fertigt wird. 

Méglicher Weise haben die Coefficienten in Gleichung (7) noch 
einen gemeinsamen Factor f, so dass also 


(10) q=—f.A4, p—q—f.B, —p'=f.C 
wird, dann kann man die Gleichung (7) auf die Form 
(11) Ar? + Br+C=—0 


bringen, wo die drei Coefficienten A, B, C keinen Factor mehr gemein 
haben, und wo die Determinante 

(12) D= B—4AC< 0 

ist. 


Man kann auch umgekehrt von der Gleichung (11) ausgehen, 
indem man fiir A, B, C drei beliebige ganze Zahlen ohne gemein- 
samen Factor wihlt, so dass sie der Ungleichung (12) gentigen. Hierbei 
hat der Fall, wo B eine ungerade Zahl ist, dasselbe Interesse wie der 
Fall, wo B eine gerade Zahl ist. Um beide Fille gleichzeitig zu 
beriicksichtigen, werde die Zahl ¢ eingefiihrt, die gleich 0 sein midge, 
wenn B gerade, und die gleich 1 sein mége, wenn B ungerade ist, also 


ape ex. 





ee ee 
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é = 0 oder 1, jenachdem B gerade oder ungerade, 

(13) D=B —4AC=— (4n— 8). 
Ferner sei 
(14) pan —2tiewe 

2 5] 
dann wird 

j —B 2 
(15) t= = =at et -s 
° , , ’ B a . . 
(16) | wap — (te —p +f — fe, 
B-—s 





oder, wenn man die ganze Zahl p’ — f mit g bezeichnet, 


2 
(16a) m=—=—g — fu. 
Dabei sind f und g noch ganz beliebige, von A, B, C unabhingige 
ganze Zahlen. Aus diesen 5 beliebigen ganzen Zahlen findet man 
dann die ganzen Zahlen p’, q’, p”, q” durch die Gleichungen 


, B-—e, . . 
p=—gt 2 ~f, q =4f, 

(17) “” . 7” B . 
p" = — Cf, q=9—-> Ff 


2 
Man darf hierbei die Voraussetzung machen, dass p’ und q’ keinen 
gemeinsamen Factor « haben, denn wire 

’ , , , 

pap, ¢ = aq, 
so wire « auch ein ganzzahliger Factor von m, weil nach Glei- 
chung (16) 


m= —p — (t= — a(p, +47) = am, 
sein wiirde. Man kénnte daher durch ganzzahlige Multiplication mit 
dem Factor « zuniichst g(@m,u, go, gs) rational durch g(m,u, go, Js) 
darstellen und hiitte dann nur noch die complexe Multiplication mit 
dem Multiplicator m, durchzufiihren, fiir welchen die Voraussetzung, 
dass p,’ und q,’ theilerfremd sind, zutrifft. 
Ebenso darf man die Voraussetzung machen, dass q’ und q” theiler- 
fremd sind. Es wird niimlich nach den Gleichungen (10) 
m= — (p+q't) = — ("+Bf+qt)=— (+94), 


wobei 


Bf B p+ 2 
eee ee 
so dass t, der Gleichung 
(18) Ar, — Br, +C=0 


geniigt. Wiire also 
q = 64, q = Ba’ 
m= — (9 +9'%) = — BY +a) = Bm. 


so ware 
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Man wiirde also auch in diesem Falle die ganzzahlige Multiplication 
mit dem Factor 6 und dann nur noch die complexe Multiplication mit 
dem Multiplicator m, = — (q,"-+q,'t,) auszufiihren haben, wobei man 
die Zahlen q,’ und q,” als theilerfremd voraussetzen darf. 

Dabei sind, wie in §3 gezeigt werden soll, die Werthe der abso- 
luten Invariante J, welche t und t, entsprechen, entweder einander 
gleich, oder sie sind doch Wurzeln derselben Gleichung. 

Bezeichnet man mit m’ die zu m conjugirt complexe Grésse und 
mit » die Norm der beiden Zahlen m und m’, dann folgt aus den 
Gleichungen (16), (14) und (7) 
ot 

n= mm =—pgq —g_[{(p—-q)t+qr]—pq —p4, 
oder 
(19a) n=g? —efg+f?u. 


§ 2. 
Zurickfihrung der complexen Multiplication mit m auf eine 
Transformation vom Grade n. 

Da q’ nach Voraussetzung zu p’ und q” theilerfremd ist, so muss 
q nach Gleichung (19) auch theilerfremd zu m» sein. Es giebt also 
zwischen 0 und » — 1 eine ganze Zahl r, fiir welche 
(20) qr = — q (mod. n) 
ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, es giebt zwei ganze Zahlen 
q und ¢, fiir welche 
(20a) qu+qr+q° =0 
wird. Multiplicirt man diese Gleichung mit p’, und beachtet man, 
dass nach Gleichung (19) 


vq =n-+ pg 
wird, so findet man 
(21) n(l+p'a) + (pr+p") =0. 

Da q' theilerfremd zu » ist, so muss p’y + p” durch » theilbar sein, 
d. h. es giebt eine ganze Zahl p, welche der Gleichung 

(22) pn+pr+p" =0 

gentigt. Nach Fortlassung des Factors — n geht daher die Gleichung 
(21) tiber in 

(23) pg —pqa=+1. 

Dabei kann noch die Beschrinkung, dass die Zahl r zwischen 0 und 


m—1 liegt, aufgehoben werden; man kann vielmehr noch ein be- 
liebiges Vielfache von zu r addiren. 


Nach diesen Vorbereitungen kann man ohne Weiteres zeigen, 





_* 


ae 


~ 
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dass die complexe Multiplication mit dem Maultiplicator m auf eine 
Transformation vom Grade m zuriickgefiihrt werden kann. Ks gilt 
uiimlich ganz allgemein, was auch m sein mag, die Formel 


(7) *) 
m? m/f? 
: ’ Side , 2 20’ 
wobei man auf der rechten Seite das primitive Periodenpaar a — 
noch durch ein anderes, z. B. durch 


(24) m’ o(mu|@, a’) = ~ (u 





2peo 2qa’ 2p'o 2q' a’ 
m - m? m + m 





ersetzen kann. Nun ist aber nach den Bestimmungen, die hier iiber die 


~ o oo , 
Gréssen —-—= Tt, p, 7, p, 7, m und r getroffen sind, 


Spe , Se0' _, —wots o) —sip ote S) _ Sratiew 
(25) m nn nm n ’ 
25 — 

PE a ES oe — Sis 

m + nn 20; 
folglich geht die Gleichung (24) iiber in 
26 m?o( — rete _ 
(26) m? o(mu| @, @') = @ (u | a @), 


ro+ a’ : 
os oo o) durch Transformation »'** Grades als 


rationale Function von g(w|@, @’) darstellen lasst. 
Man nennt daher » den Grad der complexen Multiplication. 





wobei sich (w | 


Anzahl .der singuliren Invarianten, welche demselben Werthe der 
Determinante D — B* — 4AC = — (4n—e) entsprechen. 


Zu jedem Werthe der negativen Determinante B? — 4AC gehoren 
noch unendlich viele Werthe von A, B, C; denn zuniichst kann man 
den Werth von B noch ganz beliebig*) annehmen und findet dann 
aus der Gleichung 

4AC= B?— D 
noch eine endliche Anzahl von Werthepaaren fiir A und C. Deshalb 
ist auch die Anzahl der Werthe, welche t haben darf, und welche der- 
selben Determinante entsprechen, noch wnendlich gross. Dagegen ist 
die Anzahl der entsprechenden Werthe des zugehérigen Moduls k? 
oder der zugehérigen absoluten Invarianten 








Senet Veli eae an Se 

- 2 Pg ~CCR 

(27) J— 127 pt ae 2 (8p Be 2) 
ae fy 9° — 279" 27 hake, 


*) Natiirlich muss man fiir B eine gerade oder ungerade Zahl nehmen, je- 
nachdem D=0 oder D=1 (mod. 4) ist. 
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eine beschrankte.*) Aus der Bildung der beiden Invarianten 


(29) gg = 602" 95 = 1405" —— 


1 
(2v@+20'a')® 
geht namlich hervor, dass sich g, und g, gar nicht indern, wenn man 
das primitive Periodenpaar 2@, 2@' mit einem anderen 


2G =2pa+2qo, 20 —2p'a+2¢a0 (py —p'q=—+1) 
vertauscht. 
I. Ist nun B gerade, so setze man 


oS. Se wt) 
(2va@+22'@)'’ 


(30) A=a, B=2b, C=c, 
also 
(31) D=B—4AC= 4(b?—ac) = — 4n. 


Der Gleichung 
Ao’?+ Baw + Ca’ =0 

entspricht dann eine quadratische Form 
(32) (a, b, c) = aa’? + 2ba@ + ca? 
mit der Determinante — n, welche durch die Vertauschung des primi- 
tiven Periodenpaares 2@, 2@' mit 2@, 2@’ in eine eigentlich diquivalente 
iibergeht. Zwei verschiedene Zahlsysteme 

A=a, B=2b,C=c und A,—a,, B, =2b,, C, =¢, 
liefern daher dieselbe absolute Invariante J=y,° (oder J—1—27y,°), 
wenn die quadratischen Formen (a, b, c) und (a,, b,, ¢,) einander 
eigentlich aquivalent sind. 

Il. Ist B wngerade, so setze man 


(33) 2A=a, B=b, 2C—c, 
also 
(34) D=B—4AC=0*? — ae= — (4n—1). 


*) Herr Kronecker nennt diejenigen Werthe von 4%, fiir welche complexe 
Multiplication stattfindet, ,,singuldr‘*; dem entsprechend sollen diejenigen Werthe 
von y, und yg, fiir welche complexe Multiplication stattfindet, gleichfalls ,, singuldr‘ 
genannt werden. Die numerische Berechnung der singuliren Invarianten ergiebt 


sich am leichtesten aus der Entwickelung von y, und y, nach steigenden Potenzen 
wo ni 





vonh=e™® . Es wird niimlich 
2 
(28) 12yp—h * (1-4 248h*-+-4124 i! + 34752A8 + 2131265 + 1057504h+...), 
216 ys A * (1 — 492k? — 22590h' — 367400h° — 3764865 h' — 28951452 h'°+- .-.), 
Da der absolute Betrag von h in den meisten Fillen sehr klein ist, so geniigen 


fast immer die beiden ersten Glieder dieser Entwickelungen, um eine Anniiherung 
auf mehrere Decimalstellen zu erreichen. 


**) Vergl. die Formel-Sammlung von Herrn H. A. Schwarz, S. 6. 








| ae 
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Der Gleichung 
Aa?+ Bow + Ca’?=0 
entspricht dann wieder eine quadratische Form 
(35) (a, b,c) = a@? + 2ba@ + co’, 
welche aber die Determinante — (4n—1) hat und wneigentlich primitiv 
ist, Auch hier geht die quadratische Form durch eine Vertauschung 
des primitiven Periodenpaares 2@, 2’ mit einem anderen 20, 20" 
in eine eigentlich dquivalente tiber, so dass auch hier zwei verschiedene 
Zahlsysteme 
2A=a,B=b,2C=—c und 24, —a,, By =—),, 2C,—¢, 
dieselbe absolute Invariante J = y,° (oder J — 1 = 27y,") liefern, 
wenn die quadratischen Formen (a, b,c) und (a,, b,, ¢,) eigentlich 
iiquivalent sind. 
Umgekehrt: Ist 
I(t) = I(x); 
wobei t und t, durch die Gleichungen 
(56) A’?+Brt+C=0 und 4,1°+ B,7,+C,=—0 
gegeben sind, so kann man durch die beiden primitiven Periodenpaare 
20, 2@°=1t.2@ und 2@,, 2a, —1,. 2a, 
zwei elliptische Functionen 
p(Ul@, o') = 9(U,9., 93) und e(ula,, a) = Pu, J2, Js) 
erkliren. Da hierbei @ und @, noch ganz beliebig sind, und da aus 
den Gleichungen (29) folgt, dass 
92 in x, Is in os 
tibergeht, wenn man @ mit «@ und deshalb w’ mit «@’ vertauscht, so 
kann man @ und @, stets so wihlen, dass g, = yg, wird. Wiire niim- 
lich g,’ von g, verschieden, so miisste man @, mit dem Factor 


4 ; 
a= f/ & 
om V 92 

multipliciren. Aus der Gleichung 


J(t)=dJ(t,), oder — & 


92° oe 
G2 — 27g)" ~ ge®— 2 gy* 
folgt dann zuniichst g,’? = g,”. Da man aber noch tiber das Vorzeichen 
von a verfiigen kann, so kann man auch 
Is = 9s 

machen. Die beiden elliptischen Functionen g(u|@,@’) und g(u)|@,, @,’) 
haben dann dieselben Invarianten g,, g, und deshalb auch dieselben 
Perioden, d. h. es muss 

a=—pa+ga, a=po+ da 
sein, wobei p, g, p’, qg’ ganze Zahlen sind und der Gleichung 
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pa —pqa=+1 
geniigen. Die den Gleichungen (36) entsprechenden quadratischen 
Formen (a,b, c) und (a,, b,, ¢,) sind daher eigentlich aquivalent, und 
man erhialt den Satz: 

Die Anzahl der von einander verschiedenen absoluten Invarianten 
J =y,5 (oder J—1=—27y,”), die zu derselben Determinante — n 
oder — (4n — 1) gehiren, ist genau ebenso gross wie die Classenanzahl 
der sugehdrigen quadratischen Formen. 

Dabei sind die verschiedenen Werthe der singuliren Invariante J, 
welche zu derselben Determinante gehéren, Wurzeln einer irreduciblen 
Gleichung. (Vergl. die oben citirten Abhandlungen der Herrn Weber 
und Pick.) 

Jenachdem der erste Fall eintritt, wo |B gerade ist, oder der 
zweite Fall, wo B wngerade ist, unterscheidet man singulire In- 
varianten erster Art und singulire Invarianten zweiter Art. 

Zu jedem Werthe von J gehéren, wie man aus den Gleichungen 
(27) erkennt, sechs verschiedene Werthe von k*. Desshalb gehdren 
auch zu jeder Classe quadratischer Formen sechs verschiedene Werthe 
des singuliiren Moduls. Will man also die singuliiren Moduln be- 
rechnen, so sind ziemlich miihsame und umstiindliche Untersuchungen 
erforderlich, um aus den sechs verschiedenen Werthen des Moduls 
denjenigen herauszufinden, welcher dem gewiihlten Werthsysteme A, 
B, C entspricht. 

Aus diesem Grunde ist es vortheilhaft, nicht die singuliren Moduln, 
sondern die singuliren Invarianten zu berechnen. Die Vorziige, welche 
etwa die Benutzung des Moduls k? gewahrt, kénnen, wie sich zeigen 
wird, auch bei der Berechnung der singuliren Invarianten noch bei- 
behalten werden, wenn man die Hiilfsmittel, welche meine Arbeiten 
iiber Transformation bieten, in passender Weise verwendet. 


Zweiter Abschnitt. 
Berechnung der singuliiren Invarianten mit Hiilfe der 
L-G@leichung. 
§ 4. 


Wurzeln der L-Gleichung, welche der complexen Multiplication mit 
dem Multiplicator m zugeordnet sind. 


Vertauscht man @ mit = und @' mit —; so andert sich 


a xi 
(37) h=e® 
gar nicht, was auch m sein mag. Deshalb geht bei dieser Vertauschung 
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1 A=+te (6441? 

(38) Q(o, wo’) = (2)? i [J a-#) = (=)? S (-17h * 
A=—@ 

(39) Q(S, <)=Vm- Qo, &) 


iiber. Vertauscht man ferner das primitive Periodenpaar 2@, 2’ mit 
einem anderen 

20 = 2pa+2qa, 20'=—2p'a+ 2q'a', (pq’—p'qg=+)), 
so aindert sich 

(40) Q(@, @)** = g,5 — 279," 

gar nicht; Q(@, @’) selbst iindert sich daher bei dieser Vertauschung 
nur insofern, als eine 24° Wurzel der Einheit als Factor hinzutritt. 


Diese Wurzel habe ich (in Band 26) berechnet und mit o(? 4) 
bezeichnet*). Mit Riicksicht auf die Gleichungen (25) wird daher 


unter Beibehaltung der friiheren Bezeichnungen fiir den singuliren 
Werth von ~ 


efter, — «) a q(mtr., rs 


m m 


—e(F, 4) CG» Zs 
oder 


(41) q(t2t@, — 0) = 0(% 4) ym Q@, 


Zu den Wurzeln der Z-Gleichung fiir die Transformation vom 
Grade m gehért nun auch die Grésse 


e(=t" ~«) 
Q(o, wy. —_#§ ___= 
’ Q(ra+o, —«)* ‘ 


welche mit L,(n) oder L, bezeichnet werden mége. Dabei wird, wenn 
man, wie dies auch friiher geschehen ist, 


ni 
12 ioe Q 
setzt, 
Qro +o, —0) = e(_f 9) @@, o) =e @@, @), 
folglich erhalt man mit Riicksicht auf die Gleichung (41) 
—a(r— P, gq pr 

—— n(r 3) . , ’ 

(42) iit e ( 7‘) yo. 





*) Man vergleiche namentlich die Tabelle in Band 26 auf Seite 421. 
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Hiufig kann man auf diese Weise nicht nur eine Wurzel der 
L-Gleichung berechnen, sondern sogleich zwei oder mehr. Dies ge- 
schieht niimlich, wenn man fiir den vorliegenden Werth von wu die 
ganzen Zahlen f und g auf verschiedene Weise bestimmen kann, so 
dass das Verhiiltniss = der beiden zugehdrigen Multiplicatoren m 
und m, keine Wurzel der Einheit ist, Dabei miissen natiirlich m 
und m, beide die Zahl » zur Norm haben. 

So erhilt man z. B. aus 


m=x+tyiVD wud m=«—yiyD 
unmittelbar ein zweites Werthepaar 


m=—a2+yiVYD und mi =—2«—yiyD. 
Diese beiden Multiplicatoren m und m, liefern dann auch verschiedene 
Werthe von r und Z,, wenn = keine Wurzel der Einheit ist. 
Kennt man also die L-Gleichung fiir die Transformation vom 
Grade n, so erhilt man durch Einsetzen eines jeden Werthes von L, 
auch eine Gleichung zur Bestimmung der singuliren Invariante. 
In den folgenden Beispielen kommt am hiiufigsten der Fall zur 





Anwendung, wo f = — 1 ist, dann wird 
(43) m=—g+u, n=—g+eg+u, 

, B-— , ” ” B 
(44) yp=g9-——) q =—A, p =+C, q=g+ +8, 


Nimmt man sodann fiir t den Werth, welcher der Hauptclasse 
(1,0, n) beazw. (2, 1,21) entspricht, setzt man also 
—e+iVin—s 


9 ? 


t=—'t_= 





so erhalt man 
(44a) p=gy, d=—1, po =u, P=—gt+s, r=an+g+¢e, 
p=—ag—1l, g—a, 
wobei « noch eine beliebige ganze Zahl ist. Fiir «=O wird daher 
DP q wei 0 —(g+6) 

und fiir «= 1 wird 

‘Dm @\o(-9-1, 1 seit 

on i) | I ~1) “on. 
Deshalb folgt aus Gleichung (42) 
% Lote(n) = om s+*-3)—(9+8) © Ym 

(45) o+() Q . V ? 

Lntgte(m) = Q-r*tote-I—(0+) . Ym, 


jenachdem man a = 0 oder a = 1 setzt. 


eee ati t 


Probate 
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Fiir ¢ = 0, also fiir singulire Invarianten erster Art erhalt man 
hieraus die folgenden Formeln 


(46) L,(n)=9-"9-9)-+6)./m und Las,(n) = eo to-3)—+). Ym, 
und fiir die besonderen Werthe g=0, g=1, g=—1 

(47) Ly(n) = = g 4) Viyn, L,(uy2 =e) Yu; 

(48) Ly(u+1)=e > V—14fiyn, L(ntl= et? (1—i/n); 
(49) Ly(u+1)—e-@-VVitiyn,  Ly(n+1)? = e-(14iyn). 


Fiir ¢ =1, also fiir singulire Invarianten zweiter Art erhilt man 
dagegen 


we | Lips (n) = g-" 0-2-4). ym, 
oO — 
( ) Enos. () = o—" (n-t9—2)—(9+5) e Vm, 


und fiir die besonderen Werthe g =0, g = — 1 





(51) L,(n) = g2-9) y =i, L, (wn)? = e™ Rin 





(52) DL, (un) _— g?n—5 V. 1 + va. Ly (un)? == go n—10 Si Toa ° 
Khe diese Formeln zur Behandlung einzelner Beispiele benutzt werden, 
mdgen hier noch die L-Gleichungen Platz finden, welche in dem 
Folgenden zur Anwendung kommen. (Man vergl. die Gleichungen 
(190), (204), (145), (146), (148), (195), (213), (179) und (187) in 
Band 26.) 


(53) m= 2: L™— 127,184 16 =0, 

(54) n= 3: L%4 18L2 + 216y,L° — 27 =0, 

(55) n= 5: LY? 4 10L'— 12y,L°+5=—0, 

(56) n= 7; L4 14224 63L8 + 10L4 + 2167, 1? —7 =0, 


(57) m—=13: L +4 13(2L% 4+ 251% +4 196L% +4 1064L° 
+ 4180.L'8 +. 12086 L'® + 256604 + 39182 L'2 
+ 41140 L + 27272 L8 + 9604.L® + 1165 L‘) 
+ (746 — 1728y,3) L? + 13 =0, 

(58) n= 4: L(2)4*— L%+ 16L8, 


(69) n= 9: L3)®— 19+ 9L' + Q7Ls, 


(60) n=25: L(5)* = D}+ 524+ 15L5 4+ 212+ HL, 
(61) n=—49: 2L(7)! = 7(23 +5224 7L) 
+ (2 +7L+7)- V4 + 210? + 282, 


wobei der Kiirze wegen iiberall Z statt L(m) gesetzt worden ist. 
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§ 5. 
Beispiele fiir die Berechnung singulirer Invarianten erster Art. 
Bei den singuliiren Invarianten erster Art wird 
(62) Ama, B=2b, C=c, D=B*?—4AC=—4(b?—ac) = 4d, 


wobei d die Determinante der quadratischen Form (a,b,c) ist. Es 
sollen nun in diesem Paragraphen die verschiedenen Werthe von d 
berticksichtigt werden. 

Nach den Voraussetzungen, welche friiher gemacht wurden, kommen 
hier nur die eigentlich primitiven Classen in Betracht, von denen jede 
in dem Folgenden nur durch eine reducirte Form repriisentirt werden 
moge. 

Fiir die spiiteren Untersuchungen ist es mitunter von Wichtigkeit, 
die singuliren Werthe der Invarianten auf zwei oder drei verschiedenen 
Wegen abzuleiten. Die angegebene Methode gewihrt in dieser Be- 
ziehung einen sehr weiten Spielraum; es sollen aber hier nur die- 
jenigen Resultate Platz finden, die spiater noch gebraucht werden. 

Bei der Ausziehung von Wurzeln kann man jedesmal die hinzu- 
tretende Wurzel der Einheit durch die Entwickelung nach steigenden 
Potenzen von h auffinden. 


I. d=—1, einzige Classe (1, 0, 1), 


(63) e®+il=(0, c—=p=—i, n—1l, 

(64) L, (2) = V1 +i, £L,(2s——4 nach Gl. (49), 
12y, = L** + 16-8 = 12 nach Gl. (53), 

also 

(65) Y2=1, ¥3=0. 


Dasselbe Resultat findet man durch Transformation vom Grade 5. 
Setzt man nimlich 


f=—1, g=+2, also m=+2+i, 
so erhilt man 
(66) L,(5)= eS /2+i, L,(5)=—e%/—2+i, 
oder 
L,(5% =1—2i, L,(5)?—1-+ 23, 
(66a) 
(L? — L,2) (L? — L,) = L'— 21? +5, 

12y, = L + 10L4+5L-*—12 nach Gl. (55), 
gleichviel ob man fiir Z? den Werth 1 — 2i oder 1 + 27 wihlt. 

Setzt man in den L-Gleichungen fiir n = 2 und fiir n — 5 diesen 
singuliren Werth von y, ein, so gehen dieselben iiber in 


ssi 



























Ueber die complexe Multiplication. 


(67) L™ — 12L° + 16 = (L§ + 4) (L§ — 2)? =0 

und 

(68) LY + 10L° — 120? + 5 = (L4—2L?+5) (14+ L?+-1)? = 0. 
In gleicher Weise zerfallt fiir alle Primzahlen » von der Form 

41-1 die linke Seite der Z-Gleichung in einen Factor zweiten 

Grades von der Form L* + aZ* + m und in das Quadrat einer ganzen 

rationalen Function 2/' Grades von L?, wenn man y, = 1 setzt. 
Von dieser Eigenschaft der L-Gleichungen, die ich tibrigens schon 

friiher hiiufig benutzt habe, um die unbestimmten Coefficienten der 


L-Gleichungen zu berechnen, wird an einer anderen Stelle noch aus- 
fiihrlicher die Rede sein. 


ll. d= — 2, einzige Classe (1, 0, 2), 
(69) e+2=—0, r=u=—iy2, n—2, 
(70) L,(2)=Viy2, L,(2)’—4 nach Gl. (47), 
(71) 12y, = 20, 27y,—=7/2 nach Gi. (53). 


Dasselbe Resultat findet man auch durch Transformation vom 
Grade 3; es ist nimlich 
- fae =oe'V—1+i/2, L,(3)*=—/2—5i nach Gl. (48), 
(fe ; 
L,(3) = @1V+1+iy2, L,(3)®=—/2+5i nach Gi. (49). 
Die L-Gleichung fiir » = 3 muss daher durch den Factor 
(L*§ — L,°) (L® — L,®) = L'? — 2//2L* + 27 
theilbar sein; deshalb bringt man die Gleichung (54) auf die Form 
(73) (L'? — 27/2 L® + 27) (L'? + 2/2 L* — 1) 
+ 8(27y, —7/2) L§ =0 
und schliesst daraus wieder 
Q7y, = 7/72, 12y, — 20. 
Ill. d= — 8, einzige Classe (1, 0, 3), 


(74) e+3—0, r=u=—iy3, rn=—3, 
(75) Ly(3)—e@Vi/3, L,(3)*—=— 3/3 nach Gi. (47), 
(76) 18y, = 11/3, 127, = 30j/2 nach Gl. (54). 


Dasselbe Resultat fifidet man auch aus der Transformation vom 
Grade 4; es ist nimlich 
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_ 2 (4)—e0 V—1+iy3, L,(4)>= 169" nach Gl. (48), 
dé a 

L,(4) = 9 *V+1+i/3, L,(4)8= 169 nach Gl. (49), 

(78) L,(2)%— — 256, L,(2))=—— 4j/4*) nach Gl. (58), 


gleichviel ob man den Werth von L,(4) oder L,(4) benutzt. Deshalb 
folgt aus Gleichung (53) wieder 


12y, = 30j//2, 18y,— 11/3. 


IV. d= — 4; einzige Classe (1, 0, 4), 


(79) e’+t4—_0, r=—p—=—2i, n—4, 

(80) L,(4) = of 2i, L,(4))=16 nach Gl. (46), 
(81) L,(2)*% = 512, L,(2)3—8 nach Gi. (58), 
(82) 12y, = 66, 4y,=—7/2 nach Gl. (53). 


Dasselbe Resultat liefert die Transformation vom Grade 5, denn 
es ist 


(83) ag =o /—1+4+2i, L,(6)?——2—i nach Gl. (48), 
L,(5)=e@°Y1+2i, L,(5)%——2-+i nach Gl. (49). 


Die linke Seite der L-Gleichung fiir » = 5 muss daher durch den 
Factor 
(2? — L,*) (2 — LY) = 1'4+42°+5 


theilbar sein. In der That, man kann die Gleichung (55) auf die 
Form 

(84) (144-41? +-5)(L8—4L°+ 11 L'— 14 L?+1) —(12 y, — 66) L2=0 
bringen, und daraus folgt wieder 


12y, = 66, 47,— 7/2. 


*) Die Gréssen L,, (2), Z,(2), Z,(2) kann man, wie spiiter gezeigt werden 
wird, durch die Gleichungen 


= = > . 
L, (2) =Vin® | fo+e, L,(2) = eh “T° ne), 
v=1 v=l 


‘2 eo 
L,(2)=¢ b “Pf fa+nr) 
v=1 


erkliren, Daraus ergeben sich die etwaigen Wurzeln der Einheit, welche bei 
der Ausziehung von Wurzeln aus ZL (2)* als Factoren hinzutreten, 
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Ueber die complexe Multiplication, 





V. d=— 5; swei Classen (1, 0, 5) und (2, 1, 3). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 
(85) e+5=0, tc—=u~=ifds, n=5, 
(36) L6)—eeVi/ds, Lb?=—/d nach Gl. (47), 
12y, = L'? + 10L4+ 5L-* = 50 + 26/5 nach Gi. (55), 
oder 
; 4 
12y, = 4(4—y5 (244) 5, 
(87) Y, = 4(4—/5) (5 v a3 
Qty, = 2(4+ 75) (1+2/5) V2+ /5. 


Der anderen Classe entsprechen die Gleichungen 
(88) 22+2r4+3—=0, t= AO a SEF, n= 5; 
dann hat man also zu setzen 


A=2, B=2, C=3, g=0, f=-—1, 
und deshalb : 


m=iVd, pp=—1, ¢@=——2,p"=—3, g’=—+1; 
n=5, r=3, p=0, q=l, e(_3 _3) =_—@o, 
(89) L;(5) =e Vid, L,(5)? = et/5, 
(90) 12y, = L" + 10L4 + 5L— = 9"(50 — 26/5), 


d. h, die Werthe von y,° und 7,2, welche den beiden Werthen t = i//5 


und t = 


—1+iVs 
Ese 


man + 7/5 mit — 7/5 vertauscht, wie man von vornherein erwarten 


konnte. 


Man kann nimlich, um die Gleichung zu finden, welcher y,° 
geniigt, von jeder beliebigen eigentlich primitiven Classe der Deter- 
minante —d ausgehen. Diesen Umstand kann man bei grdésseren 
Werthen von d, wo es mehrere Classen giebt, zur Erleichterung der 
. Rechnung benutzen. 


VI. d= — 6; zwei Classen (1, 0, 6) und (2, 0, 3). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 
(91) e+6=0, tr=u=if6, 1=6, 
(92) Ly) =e V—1+i76, L1)=—eVi+ ive 
nach den Gl. (48) und (49), 
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zugeordnet sind, gehen in einander iiber, indem 
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oder 
L(y? =@ (—V6—) = 5 [Y30+/2)+i(1—3/2)], 
L,(1)? = e*(—/6 +i) = = [31+ 72) —i(1 -3//2)]. 


2 


(92a) 


Die L-Gleichung fiir » = 7 muss daher durch den Factor 
(L? — L,?) (L? — L,?) = Lt — 3+ f2) L247 
theilbar sein. Bringt man also die Gleichung (56) auf die Form 
(93) [L4— f3(1+ /2) L? + 7) (L° + y3(1 + 2) L” 
+ (16 + 6/2) L8 + /3(21 + 15/2) L® + (104+ 62/2) L' 
+ /3 (89 + 65/2) L? — 1] 
+ 24[9y, — /3 (26 + 19/2)] L?=0, 
so findet man daraus 
97, = (19 + 13/2) /6 = (1 + /2)' (5 + 72) V6, 
ye? = (1+ /2) (6 4 2/2). - 
Der Werth von t, welcher der anderen Classe entspricht, nimlich 
t= +76 =+ giebt 


(94) 


(95) 7,2 = (1— 2) (5-2/3), 97, = (1 — 3° 6 — 2) V6. 


Vil. d=——T; einzige Classe (1, 0, 7). 
(96) . ’?t+i7t=—O0, t=—u=iyi, n= 7, 
(97) L,(7)=—eViy7, L,(7)2?——/7 nach Gl. (47), 
(98) 8y,—3-197/7, 127,—3-5-17 nach Gl. (56). 


Vill. d= — 8; zwei Classen (1, 0, 8) und (3, 1, 3). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 
(99) e+8=—0, r=u—2i/2, 1n=—8. 


aon L, (9) = e" V—142i/2 = oe (1447/2) nach Gl. (48), 
L,(9) = e7°V1 + 2i 2 —e-1(V2 +4) __ nach GI. (49), 
oder , 
(100a) L,(9)> = @°(—5+iy2), L, (9)? = e*(—5 —iy2). 
' Nun wird nach Gleichung (59) 
L,(3)" + 27 = (L, (9)° + 3) 
= apq (+72) + 72Y (3 + 272) — 1+ y2)F, 





a er ee 
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Ueber die complexe Multiplication, 


oder 
(101) " 1,(3)!? = — i(1+ 6/2) (1/72). 
Bringt mati also die Gleichung (54) auf die Form 
i) (102) (12 y)° L(3)"* = [L(3)" + 3]° (L(3)” + 27], 
so findet man 
12y, = 10(19 + 137/2) = 10(1 + 2)? (5+ /2), 
108y,—= 7(5 — 72) (7 + 372) (1 + 72) V+ 72 72. 
Die Werthe der Invarianten y,* und y,?, welche der zweiten Classe 


(3,1, 3), also dem Werthe r= —— +26 — = te entsprechen, | 


erhilt man aus den soeben gefundenen Werthen von y,° und 73°, in- 
dem man /2 mit — 7/2 vertauscht. 


(103) | 


IX. d=<=— 9; zwei Classen (1, 0,9) und (2, 1, 5), 

Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 
(104) e+9=0, r—w=—3i, n=, 
(105) LI =—et /i=— 3, L(Ys—3/3 nach Gl. (47), 
108 e »(3)'? + 27 — [L,(9)3 + 3]5 — 27 (1 + /3)° nach Gl. (59), 
L,(3)'? = 81/3(2 + /3). 

Desshalb folgt aus Gleichung (102) 

a - 1728 y,3 = 24 /3 (2 + 3)? (1 + 13/3) (1 + 7/3)", 


oder 
(12y,)3 = [4/3(2 + 3/3) (1 + 2/3))* (2 + 73), 
\(27 5)? = [2-3-7(5 + /3) (2 + Y3)) @ + V3) 73. 


Vie Werthe der Invarianten y,° und 7,?, welche der zweiten Classe 


(107) J 


(2, 1,5), also dem Werthe t= ips entsprechen, erhilt man 


aus den soeben gefundenen, indem man //3 mit — }/3 vertauscht. 


X. d= — 10; zwei Classen (1,0, 10) und (2, 0, 5). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 
(108) c?+10—0, r—=w=—iyl0, n—10, A=1, B=0, C—10. 
Setzt man 
f=—2, g=—3, also m=3+2i/10, n=49, 


so erhilt man nach den Gleichungen ay), (20a) und (22) 
11* 
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p=——3, g=—2, p’ = 20, gy =—3, 
ia 
r= 23, p=l, g=1, o(_3’ 9) =e, 
also 
(109) L,,(49) = V3 + 2iV10 = Y5 + iV2, L,, (49)? = 34- 21/10 


nach Gil. (42). 
Ebenso erhalt man fir f—=—2, g=+3, m=—3-+42iV10 


(110) Ly_(49) = V3 —2i//10 = 5 — if, Lz, (49)? =3—2iy/i0. 
Dies giebt 


(it) Lt =— (448) (5 + iV? nach @. (61), 


12y, = 3(1 + 5) (44+ 3/5) 5, 
(112) er hare 
v3 = (2+ Yd) (6 — Yd) 2 nach Gil. (56). 
XI. d=—=— 12; zwei Classen: (1,0, 12) und (3, 0, 4). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 
(113) e+i2=—0, r—=e~=—2iV3, n—12, 


(114) L,(13)? = 92(1 — 24/13), L,.(13)? = g-*(1 + 2i/'TB) | 
nach Gl. (48) und (49). 
Die L-Gleichung fiir » = 13 muss daher theilbar sein durch — 
(115) (L, — L,?) (1? — Lg) = Lt — 3/3 L? + 13, 
und daraus folgt 
12y, = 15(2 + /3) (4+ 3/3) V4- 3, 
12y, V6 = (2 + 3)’ (1 + 273) (2+ 3/3) (11 + 3/3. 
XIU. d—— 13; zwei Classen (1,0, 13) und (2, 1, 7). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 
(117) e+i3=0, r—=~=—iyl, n—13, 
(118) 1,(13) = e* Vi /13, L,(13)? = 13 nach Gl. (47), 
127, = 30(3 + /18) (6 + 73), 
ps? = 2 (4 + V3)" (2/13 — 3)’ (18 + 5/13) 
nach Gl. (57). , 


116) { 


(119) 
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XII. d= — 16; zwei Classen: (1,0, 16) und (4, 2, 5). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 
(120) 2? +16=—0, t—=p=4i, n=—16, g=+3, n— 25; 
- {20 = 0 /—3-F4i = g*(1 + 24), 
( L,,(25)= 9-3. + 4¢ —e*(1—2i) nach Gl. (46). 
Setzt man der Kiirze wegen L,(25)—= LZ, so wird 
L++=/72, F+R=-8, 
(122) Ly (6)°—=L*.[(L?25L-*) + 5(L4+5L-) + 15) = L.(14 2) 
nach Gl. (60), 
(123) 12y,=3(1+//2)*(5—//2)(7+- /2)V2, 87, =7-11(1+/2)°V8 
. nach Gl. (55). 
XIV. d= — 21; vier Classen: (1,0, 21), (3,0, 7), (2, 1, 11), 
(5, 2, 5). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 


(124) 2+ 21—=0, r=w—if2l,-n—21, g=_+2, n=; 


L, (25) = eV—2 + i/2l = e- Year 


L2)=¢ V+2+4 i7a— ¢ - Ba 
nach den Gl. (46). 


(125) 


Setzt man der Kiirze wegen L statt L,(25), so wird 
2(L+z)=—-3+ 734+ Vit yA, L+y=2/3—-yHA, 
(126) L(5)’= + Ls. (1+ 73) (8+ 77) nach Gl. (60), 


(127) 12y,—3(1+ /3)*[(654+34/3) +7 (264-15//3)] /84+3V7. 


XV. d@—=— 24; vier Classen: (1,0, 24), (3, 0,8), (6, 1,5), 
(4, 2, 7). 


Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 
(128) ?2?+24=0, r=w—2i/6, n— 24; g=+1, n=— 25, 
L, (25) =e V—1+42i/6 =e (/2+i/3) nach Gi. (48), 
L,,(25)=9V+1+42i76 = 0° (/2—i/3) nach Gi, (49). 


(129) 
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Setzt man der Kiirze wegen L statt L, a so wird 
V2(L+4)=—3 -/2+734+/6,° P+ 2=/3+2/6, 
‘ Bion ~~ 3 3. 9 2 > \3 
(130) LOf= > L (1/2) (1+ ) , 


(131) 127,=3(1+4 /2)°V14+-V2 (14 3) 2+ 3) (9-413 /2-+10/6) 


XVa. Setzt man fir t= uw = 2i/6 die Grisse g=-+5, also” 
n = 49, so wird 


L, (49)=e-8V—5+ 2:6 =—¢-*(1-+i78), 
D,,(49)= 9 V+5+ 2i/6 = e'3(1—i/6) nach den GI. (46), 
y2(L++)=—1-—3/2—/3 + 6, 


(133) 2L(7)' = L?-(1+4+ 3) (Y3+ v2). 
Hieraus findet man mit leichter Miihe y, durch Gleichung (56). 


(132) {* 





XVI. d= — 25; zwei Classen (1,0, 25), (2, 1, 13). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 
(134) *2+4+25—0, r—=p—5i. n= 2%, g=0, n— 2%, 
(135) L,(25)—= L, = 9 //bi=— yd nach Gl. (47), ) 
rf 3 
(136) L9(5) = 125(2 + /5) = 59(4+!%)" nach Gi. (60). 


Da L,(5) reell sein muss, so wird 





(136) L, (6) 5 A £E . 


12y,=3 (4+ /5)(8—/5)(3+/5)(8+4/5), ) 
yy 4-7(2+/5)'(1+2/5)(84+2/5) V5 nach Gl. (55). 


XVII. d= — 33; 4 Classen: (1, 0, 33), (3,0, 11), (2, 1, 17), 
(6, 3, 7). ; : 


Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen . io 








cis { 


oe a “ 


(138) oH B®, t= p= 1/33, N= 33; g=+4; 
m—F4+i/B, n= 49, 
L,(49) =o" V—44i/3— oo V3+iVii . 


: (139) Pv ve 
Ly (49)= 0° V4 ipsa ot V3 mee nach den Gi. (46). 
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Schreibt man L statt SL, (49), so wird © 
(139a) 4L—(—38—//3— Vi +33) + i(—3 +3 — fi /®), 
(140) L+z=y(-3- /3— -/11 +33), J) ; 
a 4 (1) —L*.[7(17—y3 —/11 +733) 
: + (1i—/3—T1 + 38) - V5 — 2/3— 2/11 4-2/3 | 





Ms =L*.[7(7— f3—/11 +733) ; 
+(11—/3— 11 +33) -(—1+/3+/71)] nach Gi. (61), 
oder 

, (141) 2L(7)'= L?-(1+/3) (273+/11). 





Hieraus findet man dann ohne Schwierigkeit den Werth von y, 
aus Gleichung (56). Es geniigt hier und ebenso in den folgenden 
/ Beispielen den Werth von L(7)* zu berechnen. 


XVIII. d= —40; 4 Classen: (1, 0, 40), (5, 0, 8), .(4, 2, 11), 
(7, 3, 7). 


Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 

(142) 7? 4+40=—0, r—=w=—2i/10, n—40, g=+3, 
m= —3+ 21/10, n—49, 

L, (49) =e-°V—3-+ 21/10 = 9~*(/2-+ i), 
Ly, (49) = 9° V+342i/10— oe’ (/2—i/5) uachdenGl.(46). 

Schreibt man L statt L,(49), so wird 

1 f D> ‘= ° Ja a 

(43a) 0 b= Fy l(-V2+-75)+i(—y2—/5)), 
). as L++=—24/1, 


- 21 (7)! = L.[78+/10)+6+/i0) Vi3+4/10| 
= 12.[78+V1)+6+/10 @/E+75)] 


(143) 


ee 








; nach Gl. (61), 
' oder 
| : “2 
(144) L(1)'= L?. ( t +1) (3 + //10). 
XIX. d= — 45; 4 Classen: (1, 0, 45), (5, 0, 9), (2, 1, 23), 
(7, 2, 7). ° oe 


Der ersten“Classe entsprechen die Gleichungen 
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(145) 24+45=—0, r=u=—3iYfd, n=—45, g=+2, 
m=—2+3i/5, n=—49, 
L, (49) = eV —24 81/5 — ES 
(146) iiatlia loosen V2 


/ Vee 
1,(49) =@ V +243iV5—¢ So nach den Gl. (46). 





Schreibt man L statt L,(49), so wird 
4L =(343/3+/5 —/15) +1(83-3/3—yY5—y 15), 
(147) L + += (8+3/3+/5 — 15), 
4L(7)!=L?. [7(13-+3/3+/5— V15) 
+(17+3/3+/)75— ViEV 2146/3435 — 2y'5] 
= [?.[7(13+3/3+ /5—y15) 


+ (17+3/73+ Y5— 15) (—2+/3+/5+/Y15)| 
nach Gleichung (61), 





oder | 
(148) 32.L(7)$— L?-(1+ Y3)*(1+/5)’. 


XX. d = — 48; 4 Classen (1, 0, 48), (3, 0, 16), (7, 1,7), (4, 2; 13). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 


(149) 2+48—0, r—=w—4iy3; n=—48, g=+1, 
wae) + 467, n = 49, 


L, (49) =o VY —1+ 4iV73 = 0-5(V3 +21), 
(150) Leer" = m 
Ly, (49) = 97 fF +1+ 4i/3= 9° (f3— 2%) 
nach den Gl. (46). 


Schreibt man JL statt L,(49), so wird 
(OH) 272L 543 +i(—5+73), L+7—=7-6+73), 
2V3L (1)! =L. [7 (64+ 5/3-+/3) | 


+ (47/3+v3V 2 + 1073-4278 
= L?.(7(5+ 572 + y3) 


+ (6+ 7/24 v3) (—1+ v2+278 +2/6)| 
nach Gleichung (61), 
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oder 


(152) Li) = L?. 46) (V2 + 3). 


XXI. d—=—49; 4 Classen: (1, 0,49), (2, 1,15), (5, +1, 10), 
(5, —1, 10). 


Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 


(158) 2+49—0, r—=p=—Ti, n=—49, m=Ti, n= 49, 


(154) L,(49)—o%/YTi=—y7 nach Gl. (47), 





(155) 2L(7)' = 7[7642/7) + 42y7V 21 + 8/7, 


oder 


(185a) 4L(7)' = T/PB+VDA+VOVi+ @+VDV2I. 


§ 6. ; 
Beispiele fiir die Berechnung singulirer Invarianten zweiter Art. 
Bei den singuliiren Invarianten zweiter Art wird 
(156) 2A=a, B=b, 2C=c, D=B?—4AC=b?—ac=—(4n—1). 
Es sollen daher in diesem Paragraphen die verschiedenen Werthe von 
D=—4n+1 
beriicksichtigt werden, und zwar kommen hier nur die wneigentlich 


primitiven Classen in Betracht, von denen jede in dem Folgenden nur 
durch eine redneirte Form reprisentirt werden modge. 


I, =-— 3; einzige Classe (2, 1, 2), 
(6) Pte $1—0, cmpeatt, war, 


g=+1, m= — Stil | n= 3, 


g=— 2, a tht n= 3; 
(158) L, (3 = 9 V3, L,(3)*=—3if3 nach Gl. (50), 
(159) 3y7,/3 =i, 7. =0 nach Gil. (54). 


Dasselbe Resultat findet man durch Transformation vom Grade 7; aus 


g=+2, to me — S468 n=7 


? ve) 


gue tt see ES a 
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folgt nimlich nach den Gleichungen (50) 
(160) (= ASB, py tS, 
(161) (L?— L,?) (L?— L,?) = L4 + 3iy3 L? — 7, 
also nach Gleichung (56) wieder 
37,V3 =i, y= 0. 
Fiir diesen Werth von y, gehen die Gleichungen (54) und (56) iiber in 
(162) L¥+18L"%+ 24ip3 L§—27 = (L*’—3iy3) (L'+ipy3) = 
und f 
(163) L + 14 L'? + 6315 + WL + 24i/3l—7 
= (L!+3iy3 L?—7) (L4‘—iy3L?+1) =0. 

In gleicher Weise zerfallt fiir alle Primzahlen » von der Form 
61 + 1 die linke Seite der Z-Gleichung in einen Factor zweiten Grades 
von der Form L* + aL? + und in den Kubus einer ganzen rationalen 
Function 27" Grades, wenn man y, =.0, 3y,/3 = i setzt. 

Auch von dieser Higenschaft der L-Gleichungen habe ich schon 
friiher hiiufig Gebrauch gemacht, um. die unbestimmten Coefficienten 


der L-Gleichungen zu berechnen. An einer anderen Stelle soll noch 
ausfiihrlicher davon die Rede sein. 


Il. D=——7; einzige Classe (2, 1, 4); 


=? 


(164) Hef 2—0, cpt, yoo 


L,(2°—=e8§ $=" |, apmqstt2 nach Gl. (51), 
(165) ; yn cain 
Layaeltil , zy—get= nach Gl. (52), 
(166) 12y,—=159', 8y,—=i//7 mach Gi. (68): 


Dasselbe Resultat findet man auch durch die Transformation vom * 
Grade 7 aus Gleichung (56), indem man 


f=—2, g=—1, also m=iy7, L,(7)=iy7 
setzt. 


Ill. D—=— 11; einzige Classe (2, 1, 6); 


(2). 8454-860, sepa ite" os; 











ree ee ae 
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[L,0"— =1+i1 | 7,3) 4—i/TT nach Gl. (61), 


(168) 


lz, (3)? 8 i. L,(3)=—4—iY1l nach Gl. (52), 
(L°— L,°) (L®°— L,®) = LY + 2iy11 L* — 27, 
(169) 27y, = TiV1l, 12y,—32e' nach Gi. (54). 


Dasselbe Resultat findet man aus der Transformation vom Grade 5, 
indem man 


(190) f=—1, gt, also ma —24SFE, 1,66) @ SE, 








(171) f—_—1, g=—2, also m= +34+Vit L, (5)?—= 08 2 
setzt. 

IV. D =— 15; zwei Classen: (2, 1, 8), (4, 1, 4). 

Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 


(172) e+tr+4=0, t=u= 33485. u= 4, 


seed — , DL, (+= jae nach Gl. (51), 
(173) . 


Ly(4y-—ett AHH | f (aytmgt T+ nach Gl. (62), 
oder . 
(173a) eg (7 + 8/5) + ¥3(— 7 +Y5), 
40, (4)! = — (7 + 3/5) + iV¥3(—7 +75). 
Schreibt man L, statt Z,(4) und L, statt L,(4),.so wird 


4 
L,‘L,4 = — 16; L‘'+yza= .; te 


Lyt+y5—=+ (238 y, 
folglich ist 
| 5 \4 = \4 
(174) Ly(2)?* = — Ly" (+4) » L,(2)4—=— L,” (+47) 
nach Gl. (58), 
Ly (2): Ly (2) = — Ly. Ly (2478) "— sone (24:78)" 
Nun ist nach Gleichung (53) ganz allgemein 
DT, (2)** . £,74(2) . L,, (2)*4* = — 4096, . 
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folglich wird 
8 
(175) L, (27 = — (4=1)' aan | 
‘o " aes * 
64y,? = — 55 (4 +)5) (247) nach Gl. (53), 
oder 
3/.1Ve 
12y, = o' . 3/5 (4 +/5) V 2+¥6, 
(176) , 
2y,V3—1i(4 — 75) (44*)" 
V. D=— 19; einzige Classe (2, 1, 10), 
(177) ePtrt5=0, cmp te n= 5, 


P ee narod 


(178) LZ, (5)? = 9 ie L, (5)? = @° pa iVi9 


nach Gl. (51) und (52), 
(L? — 1,2) (L? — L,?) = L4 + gL? + 50". 
Durch diesen Factor muss die linke Seite von Gleichung (55) theilbar 
sein, folglich wird 
(179) 12y, = 9604, y, = iV19. 


Dasselbe Resultat findet man.durch die Transformation vom Grade 7 
aus Gleichung (56), indem man 


f=—1, g=+1, also m= =e 


und L,(7)? = —2+ 919 


? 





(180) 3+iVi9 
f=—1, g=—2, also m = tsi 
| und Z,(7)? = +849 | 
tat (L? — L,*) (L? — L,2) = Lt —iV19L? —7 
setzt. 


VI. D=— 27; einzige Classe (2, 1, 14), 
481) e4+r+7=0, om pe tl n= 7, 


(182) L, (1? = gt =H 1 m ge tH 


? 


nach Gl. (51) und (52), 


\ ria 


et eae eS ees 
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oder 


(my be SS, nape. 


Die Gleichung (56) muss daher durch den Factor 

(1? — L,?) (22? — L,?) = L'+iy~3L?—7 
theilbar sein. Daraus folgt 
(183) QT y, = 11- 23173, 127, — et. 160//3. 


Vil. D =— 35; zwei Classen: (2, 1, 18) und (6, 1, 6). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 


; (184) 2+7r+9=—0, co pe es n= 9, 
| Lith. y= — — e+ sch Gi. (61), 
(185 


L,(9) = oe) SEs = g 2- el nach Gi. (52), 

L,(9)° = 2/5 —iV7, Ly(9) = 275 + i77, 

(186) L,(3)!%—= L,(9)°(94+4/5), L9(3) = L.(9) (9 +475) 
nach Gl. (59), 

27 y, = i 7(2/5 — 1) (6 + fd) (2 + 75)’, 

12y, = 9 . 2/75 (V5 + 1). 


VIII. D = — 43; einzige Classe (2, 1, 22), 


(187) 


| (188) 22 +74 11—0, cape te n= 11, n= 13; 
(189) £,(13)? = 228 | 7, ag Sti pach den Gl. (50). 


Die Gleichung (57) muss daher theilbar sein durch den Factor 


LI‘ —3L? + 13. 
Dies giebt 


(190) 12y, = 96001, yp, = 211/43. 
IX. D——b51; zwei Classen: (2, 1, 26), (6, 3, 10). 


Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 


(191) @pe4138—0, cape tt y 13, n= 13, 
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(192), (18)? = gt =H! 7 gy — ge ti 
nach den Gl. (51) und (52), 


oder 


(192a) spied = (143/17) + iv3(1—yT?), 


41, (13)? = (1+ 3/17) —iy3(1 —Y17%). 
Desshalb muss die Gleichung (57) durch den Factor 
ps — 149FT 75 1 18 
theilbar sein. Dies giebt ; 


(193) pienetee-21s V arya, 
9y, = Ti V3 (4+ Y17) (8 — 17). 
X. D=—=—— 175; zwei Classen: (2, 1, 38), (6, 3, 14). 


Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 


(194) 2+r+19=—0, oe pe TEST n= 19, n=25, 





Ly (25) = 9-t / =St8VS _ gays, 
(195) 


L,5(25) = o-2//t ie == 94 V5 nach den Gl. (50). 
Schreibt man L statt L,(25), so wird 
5 = E 
L + p 2 =y5, P+A=——5, 
(196) L(5)°= L* (1045/5) = — 25/5 (2+/5) nach Gl. (60), 
127, = e . 48 V5 (2 + 5) (3 + /5) (4+ 75) nach Gl. (55), 
Vy, = i V3 (2+ Y5)* (4 — Y5) (8 — 5) (475 — 3). 


XI. D=—91; zwei Classen: (2, 1, 46), (10, 3, 10). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 


(197) 


(198) P+e423—0, capo ntti 493, n= 25, 


Ly (25) = o's /—8tiVt _ Visi 
(199) os - a 2 : 
L,,(25) = Vy +34: Va _ Vis + _ on 
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Schreibt man LZ statt L,(25), so wird 
7% 2 
L++=/8, +5 =3, 


(200) L(5)® = L3.(18-+4-5)/13) = ys. (2th y nach Gl. (60), 





12y, = e .6 (9+ 13) (8 + 13)" nach Gl. (55), 

(201) z = x : 

yy = iyt (248) "(4h8). 
XII. D = — 99; .zwei Classen: (2, 1, 50), (10,1, 10).. - 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 

(202) ?+r+t2%5—0, 6 ae pe SD n= 25, n = 2, 
L, (25) = gt = +3 9s SKY aah Gi, (Gi), 

(203) ieee at 
L,(25) =o V F248 ge SSF nach G1. (62), 

oder 


, 41, (25) = V3(V3 + V11) + i(— 373 +71), 
(203) 


| 14 L, (25) = f3(V3 + Yl) — i(— 8Y¥3 + Y11). 
Schreibt man L statt £,(25), so wird 
L+S—1/3V3t+yi), 14+ %—1(1 43/8), 


(204) L, (5)’ = LZ. (23-44.4)/33) = — (eter y (2/3 +yily 
nach Gi. (60), 


ee AP AS 


crivealibieetea 
12y, = 9. 16/11(V3+V11)(4 +V33)(2/ 34-7 27347 11 
(205) nach Gil. (55), 


QT y, = 7.191(2//3+ Vil) (7+ 2/38). 


XI. D—=—115; zwei Classen: (2, -1, 58), (10, 5, 14). 


Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 


206) 2? +74 29—0, rapa ttiN p29, n= 49, 
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1, (49) = 9 ¥V = 9+ sib _ —Vo— sn 


2 





(207) clliniidiadials Ate 

L,,(49) = e-# V+ ot éVits = Vo+ i023 nach den Gl. (50). 
Schreibt man JL statt DL, (49), so wird L ++ = — 5, also nach 
Gl. (61) . 


fe eae 


208) Ly — 217. [16-754 VB 21 475] = 02 +75 


Daraus folgt der Werth von y, unmittelbar aus Gleichung (56). 
Aehnliches gilt fiir die folgenden Beispiele. 


XIV. D = — 147; zwei Classen: (2, 1, 74), (6, 3, 26). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 


(209) 4+ 2437—0, rep ttt y_37, n= 49, 





L, (49) = eof =the = — iyi, 
(210) 


L4,(49) = e-"/ +1408 _ 4 iy/7 nach den Gi. (50). 


Schreibt man LZ statt L,(49), so wird L + + =), also nach Gl. (61) 


(211) 9 L(7)'= > L?. (854 7/21) = — 2 6 +21) 


XV. D = — 171; vier Classen: (2, 1, 86), (10, +3, 18), 
(10, — 3, 18), (14, 5, 14). 


Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 


(212) 2+27+43—0, ce pee te n= 43, n= 49, 


L, (49) =o V =tenre o- —_, 


(213) PH a 
L,,(49) 9-6 V +5+ oe Ps 2 nach den Gl. (50). 


Schreibt man L statt L,(49), so wird L+ + =+(—3+/57), also , 


nach Gl. (61) 





Np eee 














» 
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aLay—z.[1(0-+-y51) + (+ /59V 154 275 |, 


oder 


14) 16L(1)—28-[ (0+ 51) + (5-475) 1542/57 | 





XVI. = — 187; zwei Classen: (2, 1, 94), (14, 3, 14). 
Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 


(215) P®+t+rt47=0, r—=yn=— ee, n= 47, n= 49; 





(216) Ps ae me 
L,,(49) = V 28e2> fae nach den Gl. (50). 


Schreibt man L statt L,(49), so wird L-+ += //17, also nach Gl.(61) 


(217) L(7)! =+ L?. E (65+ 7/17) + (7+/17) V1 +4 yi7| 


XVII. D = — 195; vier Classen: (2, 1, 98), (14, 1, 14), (6, 3, 34), 
(10, 5, 22). 


Der ersten Classe entsprechen die Gleichungen 
G8) P4640, sega tte, gue 


1, (49) =o V/ =! S188 =e I nach Gl. (51), 
(219) 


L,(49)=0-* V HAF 90 V8 tiV8 nach GI. (62). 


Schreibt man L statt L, (49), so wird L + ; = > (3/5 + //13), also 
nach Gl. (61) 


41 (1)! = L?. [7(10 + 3/75 + 13) 
+ (14 + 3/5 +71) V 21 + 6/5 + 2773): 


8 L(7)' = L?-(14(10+ 3/75 + 13) 
+ (144+ 3/5+/138)(—1+ /5+/13+/65)), 


Mathematische Annalen, XXXIX, i2 





oder 
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(220) 16L (7) = L- (3 + 18) (3 + 5). 

Es sind hier nur diejenigen Beispiele behandelt worden, die sich 
mit Hiilfe der Z-Gleichungen fiir n = 2, 3, 4, 5, 7, 9,13, 25 und 49 
durchfiihren lassen. Man kann natiirlich die Zahl der Beispiele ver- 
mehren, wenn man noch andere L-Gleichungen benutzt. Da aber in 
den folgenden Abhandlungen andere, fiir die Berechnung der singu- 
laren Invarianten noch geeignetere Methoden erliiutert werden sollen, 
so moégen vorliufig weitere Beispiele iibergangen werden. 


Hannover, im April 1891. 














Zur Theorie der Krimmung der Flachen. 


Von 


A. Voss in Wiirzburg. 


Einleitung. 


Die Theorie der Kriimmung der Flaichen geht von der charak- 
teristischen Eigenschaft einer Oberfliiche aus, dass die Normalen der- 
selben in benachbarten Punkten einander nicht parallel sind. Diese 
Auffassung fiihrt sofort nicht allein zu den behannten Sitzen itiber 
die Kriimmungshalbmesser der ebenen Schnitte der Flache, sondern 
liefert auch den Begriff des Kriimmungsmasses, obwohl derselbe seine 
principielle Bedeutung nicht so sehr seiner geometrischen Deutung im 
dreifach ausgedehnten Raume, sondern dem inneren Zusammenhang 
verdankt, in welchem derselbe mit den Massverhiltnissen der zwei- © 
dimensionalen Flache steht. 

Als eine ebenso fundamentale Eigenschaft einer krummen Fliche 
kann man indessen auch die ansehen, dass vier beliebige Punkte der- 
selben im allgemeinen nicht in einer Ebene liegen. 

Betrachtet man nun den Inhalt des von solchen vier Punkten 
gebildeten Tetraeders als eine fiir die Krimmung charakteristische 
Grésse, so entsteht die Frage: In wiefern héngt der Inhalt eines un- 
endlich kleinen auf der Fliche gewdhlten Tetraeders mit den eigentlichen 
Kriimmungsverhiiltnissen zusammen ? 

Um diese Frage niiher zu pricisiren, sei zuniichst eine Ecke P 
des Tetraeders in einen willkiirlichen nicht singuliren Punkt der Fliche 
verlegt. Wiahlt man dann auf derselben ein krummliniges Coordinaten- 
system und betrachtet die beiden durch P gehenden Coordinatenlinien 
u,v derselben, so bestimmen irgend zwei je auf diesen gewiahlte 
Punkte P, und P, mit demjenigen Punkte P,, in welchem sich die 
zu P, und P, gehdrigen Coordinatenlinien schneiden, ein Tetraeder, 
dessen Inhalt durch 7 bezeichnet werden mag. Die Grosse 7, dividirt 
durch die zweite Potenz der Flache des durch PP, P, bestimmten 
Parallelogramms, nahert sich, wenn man den Punkt P, in beliebiger 
12° 
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Weise gegen P convergiren liasst, im allgemeinen einer von der Richtung 
der Curve PP, unabhingigen von Null verschiedenen Grenze, die zu- 
pachst mit den Kriimmungsverhiltnissen in P keinen Zusammenhang 
hat. In dem Falle aber, wo die Coordinatenlinien u,v ein conjugirtes 
System auf der Flache bilden, ist diese Grenze bestindig gleich Null. 
Man wird nun, wenn man ausserdem noch durch das Quadrat der 
Lange der Curve P P, dividirt, zu einem neuen Grenzwerthe gefiihrt, 
den ich als Parameterkriimmung der Fléche bezeichne, da derselbe 
von der Wahl der Parameter u, v im allgemeinen abhingig sein wird. 
In dem Folgenden soll nun insbesondere untersucht werden, unter 
welchen Umstiinden die Parameterkriimmung zugleich die Normal- 
kriimmung, im gewoéhnlichen Sinne nach der Richtung PP, ge- 
messen, ausdriickt, also von der Wahl der Parameter u,v — bis auf 
einen Factor etwa — unabhingig wird. Da die Grosse des Tetraeder- 
inhaltes projectiven Transformationen gegeniiber einen invarianten 
Charakter besitzt, so miissen sich bei dieser Auffassungsweise Zu- 
sammenhiinge zwischen metrischen und projectiven Eigenschaften der 
krummen Fliche ergeben, denen nachzugehen mir nicht ohne Interesse 
fiir die allgemeine Theorie der Oberflichen schien. 

Diess veranlasste zuniichst eine im § III gefiihrte Untersuchung 
iiber den Einfluss, welchen die partiellen Differentialgleichungen einer 
Fliiche bei Anwendung einer solchen Transformation erfahren. Dabei 
ergaben sich gewisse aus den ersten und zweiten Differentialquotienten 
des Langenelementes gebildete Invarianten, deren Verhalten zugleich 
fiir die den Ausgangspunkt bildende Frage charakteristisch ist. Von 
diesen Differentialinvarianten*) scheinen mir besonders erwahnens- 
werth die beiden Invarianten der Laplace’schen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, die neuerdings von Herrn Darboux (Théorie générale 
des surfaces tome II) nach anderen Richtungen hin ausfiihrlich be- 
handelt worden sind. 

In § V ist sodann die partielle Differentialgleichung entwickelt, 
von der die Bestimmung aller conjugirten Coordinatensysteme abhingt, 
in Bezug auf die die Parameterkriimmung mit der Normalkrimmung 
bis auf einen Factor coincidirt, d. h. in Bezug auf die jene beiden 
Invarianten gleich sind. Die Ermittelung solcher Coordinatensysteme 
ist auf einigen einfacheren Flichengattungen in § VI ausgefiihrt. 


*) Als Differentialinvarianten sollen hier iiberhaupt alle Functionen der 
Differentialquotienten und der Variabeln bezeichnet werden, welche bei einer 
Transformation bis auf einen Factor in gleichgebildete Ausdriicke tibergeben, 
ohne dass dabei die Natur dieses Factors beschrinkt gedacht wird. Solche 
Differentialinvarianten sind z, B. bei projectiven Transformationen das F'ldchen- 
element, das Kriimmungsmass, etc....; die beiden im Texte erwihnten Invarianten 
sind absolute. 
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Das Problem des § V steht tbrigens in Zusammenhang mit der Trans- 
formation einer Fliche in andere Flachen, welche dasselbe sphirische 
Bild besitzen. 

Die Parameterkriimmung einer Fliche lasst sich aber auch in 
dualistischer Weise definiren, wenn man anstatt von vier Punkten, 
von vier Tangentenebenen derselben ausgeht, welche wieder ein Tetraeder 
bilden. Mit der Theorie der projectiven Ebenencoordinaten und den 
Invarianten derselben beschiaftigt sich § VIII. Die Parameterkriimmung 
selbst ist keine dualistisch sich selbst entsprechende Grosse; es ergiebt sich 
aber die Existenz dualistischer Coordinatensysteme auf gewissen F lichen, 
fiir welche die Parameterkriimmung in beiderlei Sinn mit der Normal- 
kriimmung coincidirt. Diese Flachen lassen mehrfache Transformationen 
in Flichen von derselben Eigenschaft zu, welche in den §§ VII und X 
so weit behandelt sind, als diess fiir den vorliegenden Zweck er- 
forderlich schien. 


§ I. 
Der Inhalt eines von vier Punkten der Fliche gebildeten Tetraéders. 


Bezeichnet man die Coordinaten des Punktes P, fiir den die 
Variabeln u,v die Werthe u,v. haben, durch 2, y, 2; die von P,, 
dem Fortschreiten auf der Curve w*) entsprechend, durch «+ D, 2, 
y+ Duy, 2+ D,2; ebenso die von P, durch e+ D,z,..., und 
endlich die von P, durch 


+ Duet, yt Duy, + Duce, 


so ist der Inhalt JT des von den vier Punkten P, P,, P,, P; gebildeten 
Tetraeders durch die Gleichung 


\Du.c Duy Dye | 
6T= Dix Dey D,z 
Dut Duvy Due 


gegeben. Bei der Entwickelung dieses Ausdrucks soll vorausgesetzt 
werden, dass die Coordinaten der Fliche in der Nahe des Punktes P 
Potenzreihen nach w—«,, v— v, sind, so dass also, wenn an Stelle von 
u,v die Ausdriicke u,+h, v, +4 eingefiihrt werden, eine Ent- 
wickelung dieser Coordinaten nach dem Taylor’schen Satze mdglich 
ist. Bezeichnet man nun die partiellen Differentialquotienten von 
x,y, 2 fir den Punkt P durch angehingte Indices, so dass 


*) Als Curve w(v) soll immer diejenige bezeichnet werden, lings der w(v) 
allein variabel gedacht wird. 











ist, so hat man 


h? h ht 
D,« — hay + a Luu + 6 Luu + 24 Cuuuu + ye 





ke k3 kt 
D,«% as kx, + > Veo + eS Love + 24 Vovve + eas 


Duyt — Dut— Dy = hkatyy + > Wh atuue + hi auee) 
+ MR tune + hk Zuvev) 
+ + Luuve hk? + 7) 


wenn die Entwickelung bei den Gliedern vierter Dimension abgebrochen 
wird, 
Bezeichnet man ferner eine dreireihige Determinante von der Form 
| a, db, ¢ | 
a, b, Cy 
ids by C5 
allgemein durch das Symbol *) 
(4, a 4s), 
so wird 67 gleich dem mit h?k? multiplicirten Ausdrucke 


(Xu XeXue) -} > [(tuuite%ue) + (uty Luue)] 
+ £ [(@u%oe Vue) + (Xu Xe Lue) ] 


hk 
+ yy [(Luu%eLuve) + (ty Xp oTunue) + (%uu Leo Tur) 
+ (Xu %eLunve)] 
+ = [2 (uuu %e Xue) + 3 (Guu %eLuue) + 2 (Hu Xo Lune) | 


+ = [2( Hu ®evo%ur) + 3 (Xu %ev Cuore) + 2 (Luo Xuvve)] 
+. 
Setzt man zur Abkiirzung 
(2) D = (%yL_Lur); 


*) In anderen Fallen kann es zweckmiissiger sein, diese Determinante durch 
(abe) zu bezeichnen. Auch von dieser Ausdrucksweise wird im Folgenden Ge- 
brauch gemacht werden, 
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(3) OD, = (LuuXeLuv) + (TuLeLuue)s 
®, (Lu Xe oXue) + (XuLeLuve); 
O. = (Lures Vo Vue) + 2 (TuuLeLuue) 
4 (Zu Tue Lune) + (Xu Ly Zauue)- 
Duo = (LuuLoe Luv) + (Luu Le Luv) 
+ (Lu Xv oXuue) + (Fu Lo %uuee) 
Dy 9 = (Lu Lo vvLuv) + 2 (Lue vLuve) 
+ (Lue Veuve) + (%uXoLuvee) 
und hieraus folgt 
wr O43 > +40,4+"%o 
* (29. aici (Suu Le Lune) —— 2 (Lu Lue Luur)] 


+ x [2,5 — (LuB%ov Luoe) — 2 (Xue%eXuve)] + °*'y 


wobei die Glieder zweiter Ordnung rechts vollstindig hingeschrieben 
sind. Betrachtet man hier h und & als Potenzreihen einer Variabelen ¢, 


h=oWi+e eye py... 
kakt+e yk py... 


so ergiebt sich die folgende fiir alle analytischen von P ausgehenden 
Curven, auf denen der Punkt P, liegt, giiltige Entwickelung 


(4) 6T=KK HO 4+ [yrK? 4 204] 





hth’? 
+ ¢° fu - (Pex = (Ly %uo Laue) wat 5 (uu eXuwe)) 
h’ 7 ‘ 1 
bas = (Pe — (LueXe Lue) — ae yz (FuXve uee)) 
ni 8 





{us + a, + BO + yo} +: 


bis zu den Gliedern 6 Dimension in t. Die Coefficienten a, a, B, y 
welche aus den Differentialquotienten der h und & fiir ¢ =O in ein- 
facher Weise zusammengesetzt sind, kommen im Folgenden nicht in 
Betracht. 

Zur weiteren Entwickelung des Coefficienten von ¢° in (4) be- 
zeichne ich das Quadrat des Liingenelementes der Fliche durch 

ds? = edw* + 2fdudv+ gdv’, 

wo nach Voraussetzung e, f, g analytische Functionen von «, v sind, 
und zugleich 
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eg —f? =H 


positiv ist, und setze*) 
(5) Luu = Ax, + A, x, + Ep, 
Luo = Bu, + Bx, + Fp, 
Loy = Cx, + Or, + Gp, 
nebst den analogen Ausdriicken fiir die zweiten Differentialquotienten 
von y und ¢, welche sich durch gleichzeitige Vertauschung von x mit 
y und g und von p mit qg und r ergeben. Dabei mag zuniichst noch 
nicht die aus der Flichentheorie bekannte Bedeutung der Coefficienten 
auf der rechten Seite in (5) beriicksichtigt werden. 
Man findet nun nach (5) 
(Luu ly Luu) = AB, D + (Xu% pu) AF + EF (pip px) 
+ (a2, p) (AF, — EB, — EBB,), 
(Xu XueLuue) = (%u%, p) (BB, E+B,F,—FB,A—FB,) 
+ (Gu%e Pu) By F + (up pu) F?, 
(Luv VeLuvv) = (Xu %p) (BB,G+BF,—FB,C—JB,) 
+ (LuXe Po) BE + (px po) F?, 
(Hu Xe oLuve) = BCD + (Xu.%, pe) C, F + GF (ax, p peo) 
+ (#u% p) (C.F, — G,B,, — BBG), 
® = (x, 2, p) F. 
Fiir den Fall, wo ® iiberhaupt gleich Null ist, findet man daher: 
(6) (Guu %e%uue) = — (utp) E(B, + BB,), 
(Lu%ueLuus) = (yt p) BB, E, 
(SueLeLuve) = (%u 2%» p) BB, G, 
(Xu ov Luov) = — (Cure p) G(B,. + BB), 


und endlich 


so dass in diesem Falle der Coefficient von ¢* ausschliesslich durch 
E, G und die beiden Gréssen B, B, ausgedriickt wird. 


*) Diese Formeln treten in anderer Bezeichnung schon bei Gauss (Disq. 
gen. c. superf, art. 11), sodann zuerst bei Brioschi, Sulla teoria delle Coordi- 
nate curvilinee, Ann. di Mat. Ser. Il, T. I, 8.1, 1867; im der hier gewihlten 
bei Hoppe, Principien d, Flachentheorie, Grunert’s Archiv, Bd. 59, S. 321, 
1876, auf. Die Gleichungen (5) nenne ich die partiellen Differentialgleichungen 
der Fliche, A, A,;; B, B,; C, C, ihre charakteristischen Coefficienten; die Gréssen 
e,f, 9; E, F, G heissen nach Herrn Hoppe die Fundamentalgrdssen erster und 
zweiter Ordnung; letzterer Bezeichnung hat sich auch Herr Knoblauch in seinem 
Werke ,,Theorie der krummen Flichen“ angeschlossen. 








eee) an 















bekanntlich 
(1) 


E = piuu + Wun + 1Zun) 

= — (Pudu + QuYu + %ueu); 
F = — p&uo + GYux + 1 Zuo, 

= (Pu, + Qu Yeo + ufo) — (Porn + doYu + ToZu); 
G = Poo +- WYov + YZov, 

= — (Po%e + YoYo + re) 


und 


(8) 


(9) 


was iibrigens auch leicht vermittelst der Ausdriicke fiir die A, A,; 
B, B,; C,C, zu bestitigen ist, die durch die Gleichungen: 


*) Man kann zu diesen Formeln noch die folgenden hinzufiigen 


Bedeuten, wie fortan vorausgesetzt werden soll, p,q,r in (5) 
die Richtungscosinus der Normalen der Fliche im Punkte P, so ist 


(yi, p) = + Veg — f? = YH. 


Von den drei Integrabilititsbedingungen der Gleichungen (5) liefert 
bekanntlich eine die Darstellung von EG — F? durch die Coefficienten 
e, f,g und ihre ersten und zweiten Differentialquotienten nach w und v, 
nimlich den Zahler des Kriimmungsmasses der Fliche im Punkte P. 
Die beiden anderen Integrabilitiitsbedingungen gebe ich in der fiir das 
Folgende bequemen Form: 


BF+B,@G —CE —O,F+%_ 
BE+B,F— AG,—AF + _ & 9, 


Ausserdem ist 


welche sich bei manchen Untersuchungen niitzlich erweisen. 
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PLly + WYu + 7%, =O, 
Plo + WY + re =O; 


B+ 0, = 204 |») 
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B,+ A= “ds 
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(10) 2AH = ge, — 2ffut fer, 
2A,H= 2ef, — ee — feu, 
2BH = ge, —f9u; 
2B,H= eg, — feo, 
2CH = 2g9f. — 99u —fGe; 
2C,H = eg, — 2ffo + fou 

gegeben sind. *) 


§ IL 
Begriff der Parameterkrimmung einer Flache. 


Nach den im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln erbilt 
man zunichst, wenn der Inhalt des Parallelogramms PP, P, durch 


Q= th, k,fH +--- 
bezeichnet wird 


tin (Se) ng = YA 


in welcher Weise man auch den Punkt P, an P heranriicken lisst. 
Dieser Grenzwerth hat im Allgemeinen keinen Zusammenhang mit 
den Kriimmungsverhiltnissen der Fliche. Setzt man indessen voraus, 
dass die eine Schaar der Curven u, v, etwa die Curven wu, von Haupt- 
tangentencurven der Fliiche gebildet ist, so ist das Kriimmungsmass 
F 
fo a 
und somit ergiebt sich fiir alle Coordinatensysteme dieser Art als charak- 
teristischer Grenzwerth 
. Sa" 
lim (=),_, = e V—K. 
Wird aber, was von nun an bestindig geschehen soll, F als identisch 
gleich Null, d. h. ein conjugirtes von Curven u,v gebildetes System von 
Coordinatenlinien vorausgesetzt, so verschwindet, wie gezeigt, Z' von 
der 6'" Ordnung. Um zu einem Grenzwerthe zu gelangen, werde ich 
daher noch durch das Quadrat der Liinge S derjenigen von P nach P, 
auf der Fliiche gezogenen analytischen Curve dividiren, welche durch 
die Variabele ¢ bestimmt ist. Dann wird 
S? = t*[eh’? + 2fh' kK + gv?) +e [()+-:- 
und man erhalt unter Beriicksichtigung der in (6) gegebenen Aus- 
driicke aus (4) 
E(B, — B,B) h'?+ G(B,, — BB,) k* 
lim (235° wy: ( u i yh + ( le 1) 7 


S*Q*/i-9 =o VJ} ch? + 2fnk + gk? 





*) Vgl. Hoppe, a.a, 0. 
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Diesen Ausdruck 5, also den Grenewerth des 12-fachen Tetraeder- 
inhaltes dividirt durch das Quadrat des Léingen- und Flichenelementes 
bezeichne ich als Parameterkriimmung der Fliche im Punkte P nach 
der Richtung PP;. Derselbe ist — und diess ist eine besondere Kigen- 
schaft der conjugirten Curvensysteme — nur abhdngig von der Richtung 
des Elementes du = h’'dt, dv = K dt, wird aber im Allgemeinen 
natiirlich fiir jedes conjugirte System seinen besonderen Werth haben. 
Bezeichnet man die Coefficienten 
B, — BB,, 
Bip — BB,, 
durch «, B, so folgt aus der definiten Natur des Lingenelementes sofort: 
Die Parameterkriimmung ist fiir zwei zu einander senkrechte , stets 
reelle Richtungen, ein Maximum oder Minimum. Das Product dieser 
Hauptparameterkriimmungen ist gleich 


ap 
K-> 


Die Parameterkriimmung nach jeder anderen Richtung kann ver- 
moége dieser Hauptparameterkriimmungen in analoger Weise ausgedriickt 
werden, wie diess durch den Euler’schen Satz fiir die Normalkriim- 
mungen geschieht. Ebenso existiren im Allgemeinen zwei Richtungen, 
fiir welche die Parameterkriimmung Null ist; sie sind den asymptotischen 
Richtungen zu vergleichen und zeichnen sich dadurch aus, dass der 
Inhalt des Tetraeders 7’ eine unendlich kleine Grésse siebenter Ord- 
nung wird. 


g Ill. 


Die projective Transformation einer in Punktcoordinaten dargestellten 
Flache und ihre Differentialinvarianten. 


Die Ausdriicke @, 8, welche in dem Ausdrucke fiir die Parameter- 
kriimmung auftreten, lassen sich unter einem zwiefachen Gesichts- 
punkte betrachten. Sie sind erstens Invarianten bei beliebigen Biegungs- 
deformationen der Fliche, da sie tiberhaupt nur aus den Coefficienten 
des Lingenelementes zusammengesetzt sind. Wegen ihres Zusammen- 
hanges mit dem Tetraederinhalt lisst sich aber zweitens vermuthen, 
dass sie auch bei collinearer Umformung der Fliiche Eigenschaften der 
Invarianzg besitzen werden, so lange nur conjugirte Curvensysteme als 
Coordinatenlinien zu Grunde gelegt sind. Diese sollen im Folgenden 
entwickelt werden. *) 





*) Die Theorie der projectiven Umformung einer Fliche scheint bisher nicht 
behandelt zu sein. Implicite finden sich manche hierher gehirige Bemerkungen 
in Herrn Darboux’s grossem Werke: ,,Lecons sur la théorie générale des sur- 
faces“, besonders im Livre II des ersten Bandes, 
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Setzt man 
E=ar+bhy+teoe+d,, 
n= a," + boy + 2+ d,, 
f=—a,2+ b,y+¢,2+ d;, 
. t=—axrx+by+ee+d,, 
so sind 
“= 4, 
y=, 
gat 


die Coordinaten der Punkte einer zu F collinear verwandten Fliche [ F). 
Aus den partiellen Differentialgleichungen I, (5) folgt nun 


Suu = AE, + A,& + E(a,p + 6,9 +47), 
fue = BE. + BE. + Flap+b,q+ 7), 
Soe = Ck + C;& + G(a,p + big + Cr), 


nebst den analogen Gleichungen ftr die Differentialquotienten der y, 
€,¢, wenn gleichzeitig die Indices der a,b,c in unmittelbar ersicht- 
licher Weise abgeaindert werden. Es wird daher 


tray = (A — 298) of + Aye 
+ Slap + bg + or — «(ap + bg +9), 
(1) ai, =(B— S) a + (B, — S) a, 
ncn 
ty = On, + (0, — 2-4) a, 
+ fap +b,.q + er —2' (ap + bg +7), 


nebst den analogen Formeln fiir y’ und ¢’. 
Die Richtungscosinus P, Q, R der Normalen der transformirten 
Flache sind gleichzeitig gegeben durch die Gleichungen 


P(a, — x’ a,) + Q(a, — y'a,) + R(a, — 2° dy) = Ap, 

P(b, — @'b,) + Q(b, — yds) + R(b; — 2'b,) = Aq, 

P(e, — 2’) + Q(e, —y'e,) + R(c, — 2's) = Ar, 
PP4Q?4 R= 


(2) 





ha ane allie Se 
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in denen 4 eine noch zu bestimmende Grisse bedeutet. Demnach 
werden, falls man die Gréssen A, B, C,..., E, F, G fiir die trans- 
formirte Fliche durch [A], [B], [C]. ..[G] bezeichnet, 


[E] = Pain + Qyiu + Rein, ete. ... 


also nach (1) 
a 
[E)—+£, 
‘ a 
(3) | [F}—+4 F, 
Y 1 
|G] => G. 
Diese Gleichungen beweisen nur den iibrigens fast selbstverstiindlichen 
Satz, dass der Differentialausdruck 
Edudu+ F(dudv + dudv) + Gdvdv 
der bei beliebigen Transformationen der u,v eine absolute Invariante 
ist, bei einer projectiven Umformung bis auf den Factor f in den aus 
den Gréssen [E], [F'], [G| gebildeten tibergeht. 
Um die Gleichungen (1) auf die Form des § I, (5) 
Guu = [A] eu + [A,] 2 + P[E], 
tile = [Bl a, + [By] e + PLE, 
me = (Cl ae +(C] a + PG] 
zu bringen, setze man nach (2) 
P= 8,(a, — a,x’) + 8,(b, — b,x") + 85 (¢, — 2%), 
Q = 8; (a, — ayy’) + 82(b, — byy’) + 83(C. — yes), 
(4) R = 8,(a3 — ay2") + 8,(b, — by2’) + 83(¢; — #°C), 
7 =S P+ 9+ 87, 
wo die s,, s,, s; neue Unbekannte bedeuten. Aber aus der letzten 
Gleichung in (4) folgt in Riicksicht auf die Definition der p, q, r 
(§ 1, () 


5 = f + mx, + NX, 

8, = 1 + my + nye, 
r 

§ => + mez, + n%, 


wo unter m und m wieder geeignete Gréssen zu verstehen sind*). 
Trigt man diese Werthe in die Gleichungen (4) ein, so wird 


*) Ueber eine einfachere Bestimmung der Grissen m, » als die hier gegebene 
vergleiche die Formeln (9), 
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| 


P= (ap + ba + or —2' (ap + dq + 42)] 
+Ama,+ du x, 

(4a) Q+ = [ap + bog + er — y' (ap + bg + ¢7)] i: 
+ Amy, + Lu ye; 

= [a,p + b,g + or — 2’ (asp + bq + er) 
+Ama;, + ane’; 


also, wenn man diese Werthe in (1) eintrigt, 


|= 


tray = (A— 2% _ amE) a, + (A, — AnE) 2; + P[E), 


(5) a%,—(B— at a7) x, + (B, — & —anF) a, + P[Fi, 


ai, = (C — AmG) 2, + (C,— ot owe, 


nebst den analogen Gleichungen fiir y und z, wenn man gleichzeitig 
P mit Q und R vertauscht. 
Fiir die transformirte Fiche ergeben sich mithin die Gleichungen 


[4] = 4 —2 2% _ ame, 
14.) a Pa 


= a — AmF 


6 
” [B,]— B, — 2 —_ anF, 


[Cc] = C — AmG, 
[C.) = 0, — 22 _ ina. 


Fiir die fiir das Fldchenelement charakteristische Grésse 


V(H) = Ve] [9] — (f7] = (uae P) 
ergiebt sich nach (4a) 


: (a, — 2’ a4) Lu + (dy — @°Dg) Yu + (CO, — 2’) eu +> - | 
Te (@, — @' a4) ty + (b, — @°b,) Yo + (Cy — %@’) Bo - - : 
(a, — za) p + (0, — 2b) g +(— Ga’) r --- 
so dass nach einfacher Umformung 
= _ DVH 
(7) y{Aj— 2H 
wird, wenn man mit D die Determinante (a,a,a,a,) bezeichnet. 
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Setzt man ferner 


—s=—pi+aqyt+rz, 
so kann man den Gleichungen (2) die Relation 
P(d, — 2'd,) + Q(a, — y'd,) + R(d, — 2’d,) = As 
hinzufiigen. Multiplicirtt man nun die Gleichungen (2) und diese letzte 
Gleichung mit den adjungirten Elementen der Determinante D, welche 
durch griechische Buchstaben mit demselben Index bezeichnet sein 


mégen (so dass z. B. a, die adjungirte Determinante von a, ist) 
so folgt 


PD=Ailap+ ba+%4r+ 9,5], 

QD = Ala,p + B.g + yor + 9,5], 

RD= Aalasp + Bg + y37 + 938), 

SD =Alap+ Boqa+r + 4,5], 

—S=Px,+ Qy, + Rez, 
gesetzt wird. Hieraus folgt zuniichst 
(8) D? = a [(a,p + Byg+ 77+ 9,5)? + (ap + Bg + Yor + 0,8) 
+ (sp + Bsq + v7 + 9,5)*), 


womit 4 definirt ist. Differentiirt man ferner die Gleichungen (2) nach 
w und v, so erhailt man mit Riicksicht auf die Identitiiten 


Pa, + Qy. + Re, =0, 
Pu, + Qy. + Re, =0 


falls 


die Relationen: 


P.[@, —2' a) + Qu(a.—y'a,) + Ru (ag—2' ay) = Apu + pa, 
P,,(b, — 2b) + Qu(b, — yb) + Ru(by;—2'b,) = Agu + au; 
Pr [6 — @° 4] + Qu(Co— y' Cy) + Rule, — 2’) = Ary + rdy; 


also, wenn man mit p,q,7 wultiplicirt und addirt, und zugleich die 
Gleichungen (4a) beriicksichtigt 


— Ay = mtaA(Put + Quyu + Rusu) + nta(Pute + Quye + Rue’), 
oder nach § I, (7) 
A, = mtalE] + nta[F). 
Nach (3) ergeben sich so die Gleichungen 


1 OA 

oy ME + nF, 
(9) 1 64 

Ti mF + nG, 
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durch welche die in den Gleichungen (6) auftretenden Gréssen m, n 
in der einfachsten Weise gegeben sind.*) 

Fiir das Kriimmungsmass [K] der transformirten Fldche erhilt 
man endlich nach (7) und (3) die Gleichung 





(#} (@) — (F}? (at)* 
(10) [K] = [H] =K RD 


i 


Von den hier entwickelten Gleichungen, welche die vollstiindige Theorie 
der projectiven Umformung einer krummen Oberflache enthalten, lassen 
sich vielfache Anwendungen**) machen. 

*) Hierbei ist der Fall auszuschliessen, wo das Kriimmungsmass der Fliche 
Null ist, weil dann aus (9) nicht mehr beide Werthe m,m gefunden werden 
kénnen. Indessen liefert die projective Transformation einer abwickelbaren Fliche 
tiberhaupt keine Resultate von besonderem Interesse. 4 

**) Man erhilt z. B. aus (10) eine von Herrn Mehmke (Schlimilch’s Zeit- ; 
schrift f. Math., Jahrgang 36, 8.56) neuerlich durch sehr einfache geometrische 
Betrachtungen hergeleitete Beziehung. 

Die Gleichung der Tangentenebene im Punkte P ist in der Normalform 








(a) (X—2)p+(¥—y)q+(Z—24)r=0; 
die des entsprechenden Punktes P’ 
(b) (X—#)P+(¥—y)Q4+(Z—#)R=T=0, 
oder, wenn man mit Hiilfe von (2) die Werthe der P, Q, R einfiihrt 
| XYZ1i10 
2 Gy A, My MH, p { 
(b’) T= | bs be bp yg |. : 


| % & % Gar 
| dy dy dy dy 8 | 


Bezeichnet man nun den Abstand eines beliebigen Punktes Q mit den Coordinaten 
&,,£€ von der Tangentenebene in P durch p; den Abstand des projectiv ent- 
sprechenden Q° von der entsprechenden Tangentenebene in P’ durch p’; mit ¢ 
und t die beiden Werthe asx + dyy + cy2 + dy, ay& + dyn + .,8-+ dy, 80 hat h 
man nach (a) und (b’) i 








(c) tp’ =p. ‘ 
Vermége (c) kann man die Beziehwng (10) zwischen den zu P und P’ gehirenden 
Krii g Kp und Kp, auch so schreiben 
p’\* (tx)! 
(a) Kp =(£) MY Ep. 
Liegt der Punkt @ auf der gegebenen Fliche selbst, so ist auch 
q \t (¢z)* 
() Ky = (4) “Sr Ke 
also 


Kp fu «(E 4 
Ky (+) = x, G)- Diess ist der von Herrn Mehmke erwihnte Satz. 


Und ebenso ist nach (9) 
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Im Vorbeigehen sei es mir gestattet, hier die Frage nach den- 
jenigen Flichen zu beriihren, welche projective Transformationen zu- 
lassen, bei denen das Kriimmungsmass in correspondirenden Punkten 
nur um einen constanten Factor gedndert wird, d.h. fiir die 

(at)? 


D 
constant ist. 


Ist die Transformation eine affine, so ist ¢ constant, also muss 
4 selbst constant sein. Sieht man von den developpabelen Flichen 
ab, bei denen das Kriimmungsmass iiberhaupt immer Null ist, so 
kann diess nach (8) nur dann geschehen, wenn 

a? +e? fa? =k, 

6? +6, +6, =k?, 

yy tr? +72 =k’; 

a, B, + a8, + a8, = 0, 

Bi 7; + Bove + Bs73 = 9, 

71% + 2% + 730, = 0, 
da ausser der Identitiit p* + g? + r? == 1 keine Relation zwischen den 
~, d, * bestehen kann. Dann aber ist die Transformation eine 
Aehnlichkeitstransformation resp. symmetrische Umformung. Man hat 
also den Satz: 

Die einzigen affinen Transformationen, bei denen eine nicht deve- 
loppabele Fliche in eine andere iibergeht, deren Kriimmungsmass in 
entsprechenden Punkten nur wm einen constanten Factor gedndert wird, 
sind die Aehnlichkeitstransformationen resp. Umformungen durch Sym- 
metrie. 

Bei einer Collineation, die nicht affin ist, existiren dagegen immer 
auch nicht developpabele Flichen dieser Eigenschaft. Die Gleichungen 
dieser Flichen lassen sich leicht angeben, wenn man eine gewisse 
Normalform fiir die Collineation einfihrt. 

Diese erhilt man durch folgende Betrachtung. Denkt man sich 
zuniichst die Ebene ¢ 0 zur Coordinatenebene Z Y gewahlt, so gehen 
die allgemeinen Gleichungen der Collineation iiber in 


crn a - _ DVM » 
V Mie t2(¢2) Pp’ 
_. DVHg q 
Vie = a) 


BAe pete 

q Ho: qd Ho 

welche Gleichung eine invariante Relation zwischen den Flichenelementen liefert . 
Mathematische Annalen, XXXIX. 13 


also auch 
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1 HEbdHY testa 
z ? 

Pai Q,x + boy + Co# + dy , 


x 


x 





y 


é ? 


+ Mgt Td % + Oye + dy 
x“ 


und die Determinante (bcd) ist nicht Null. Setzt man jetzt 


ba+b,B+ by =—0, 


ea + OB + ey =0, 
und wahlt die Ebene ' 
va+ty B+ ey=—0 


zur Ebene yz’ des gestrichenen Systems, so gehen die Gleichungen, 
wenn noch eine Parallelverschiebung desselben Systems ausgefiihri wird, 
tiber in 


2’ = +, 
bk y tee + dy 
y sane x ? 
gam tae ta, 
x ? 


und die Determinante (b’c’) sowie d,’ sind von Null verschieden. Damit 
ist die Ebene, welche den unendlich fernen Punkten des urspriing- 
lichen Systems zugehdrt, zur Coordinatenebene Y,Z, gewihlt. Durch 
geeignete Verschiebung und Drehung der Y und Z-Axe endlich treten 
an Stelle der letzteren Gleichungen die folgenden 


re 
1 aa? 


(11) Y =, 
ann af. 


welche die allgemeinste Form einer nicht affinen Collineation darstellen. 
Unter Voraussetzung der Gleichungen (11) wird daher 


1 = A?(q*b? + r?c? + s?a?). 
Soll nun die Gleichung © 





[K] = m’?K 
bestehen, so muss 
23 of ain 
abe 


sein, Setzt man den Werth von 4 ein, so ergiebt sich die partielle 
Differentialgleichung 


aa (g°b? + rc? + (px + ay + rs)*a‘) 
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Dieselbe kann leicht mit Hiilfe der Lagrange’schen Transformation 
gelist werden. 
Es ist nimlich 
Oz 1 dz 1 1 


a FL ae tS 


n= V+ (EY + (FY 


| wenn 





gesetzt wird. 


! 
4 
Setzt man daher 
oz 6 
— ’ $y = Y: aX+yY—z=—Z, 
eZ oZ 
, eet > 4 Y= 73Y” 


so verwandelt sich die Differentialgleichung in 


ol (1+ X24 Y¥2)=(#¥24 c+ Za’) 


abe’ 





deren allgemeines Integral, wenn 
— 
Viz —k 
gesetzt wird, 


p(X ¥Z) = Za+yey?+e+ Za — 0(X+y/i+xX*+Yy —0 
ist, wo © eine willkiirliche Function von Y ist, Die Pole der Tangenten- 
ebenen von » in Bezug auf das Rotationsparaboloid 
X?+ Y?=2Z 

bilden die gesuchte Fliche in Punktcoordinaten. Umgekehrt hiillen 
also die Polarebenen der Punkte von in Bezug auf jenes Paraboloid 
die gesuchte Fliiche ein. 

Nun sind die Coordinaten der Polarebene des Punktes X, Y, Z 








~~ a Ft a 





Setzt man daher 


—1 —V —U 
oe See Saws 


so wird die Gleichung der gesuchten Fliche in Ebenencoordinaten 


(ia) =e +O ew se _. o( 7) (= Zt ewe. 








, Nimmt man k = 1, so erhilt man die Gleichung: 
40 [a — U0] (U(h' V2? + 2 W*)— a0(U? 4+ V?)] 


+(0? + W) 8 — CV? + eH)? =0 
13* 











: 
} 
:. 
; 
i 
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aus der in dem Falle 6? —c’ sich der Factor V? — W? ausscheidet. 
Bei constantem © erhilt man so die Kugel, deren Gleichung in Punkt- 
coordinaten 

Oa? (a? + y? + 2”) + ax(O0? + b?) + 0b? = 0 
ist. 

Da durch die Collineation (10) die urspriinglichen Ebenencoordi- 
naten U, V, W in wu’, v', w’ transformirt werden, die mit denselben 
durch die Gleichungen 

a v'a w'a 
vital tate aderiee <3 
zusammenhingen, so geht iiberhaupt die Gleichung (12) vermége der 
Collineation (11) iiber in 
—ef wok Keo hs 5 dots hd, 


w 








—. —— me 
Vt] 


=(—1ke0(25 | 


Diese Gleichung ist im Allgemeinen von (12) verschieden und fiallt 
nur dann mit ihr zusammen, wenn 





Pag@oP—oc=l 
genommen wird. Die Fliche wird dann in sich selbst durch die 
Collineation so transformirt, dass die Curven constanten Kriimmungs- 
masses auf derselben dabei in sich tbergehen. 

Ich kehre nun, da ftir eine weitere Discussion der in (12) er- 
haltenen Flichen hier nicht der Ort ist, zu den Gleichungen (6) 
zuriick. 

Wird zunichst F — 0 vorausgesetzt, so erhilt man aus den 
Gleichungen (6) unter Beriicksichtigung von 


tue = Bt, + By ty 
durch einfache Rechnung 


i — (Bl [B] — Sp — BB. 
ty 


Das heisst: 

Die Grissen a, B sind absolute Invarianten bei jeder collinearen 
Transformation einer Fliche, die auf ein System conjugirter Curven 
bezogen ist*). Zugleich ist auch 





B B 
Ml — [B] [B,] = 4: — BB, 








*) Sie sind die beiden Invarianten der Laplace’ schen Differentialgleichung 
Ca he C7] 
dudv —B5, +8, Ov 
vgl. Darboux a.a.O, Tom, Il, § 23, ff, 
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atA] _ a(G,]) _ AA OG, 





dv ou “Ov CU? 
deny jeder dieser Ausdriicke ist nach § 1, (9) gleich 
os _ 3B, 
ou ov 


Auf jeder Fliche von positivem Kriimmungsmass giebt es ferner un- 
ztihlige reelle conjugirte Coordinatensysteme , fiir die zugleich E=G = P 
ist. Denn die unter dieser Voraussetzung definite Form 

(12a) ; Edw + 2F dudv + Gdv? 


lisst sich durch Uebergang zu neuen Parametern w’, v’ in bekannter 
Weise in die Form 


P(du’? + dv’) . 


transformiren, deren isometrische Gestalt erhalten bleibt durch die 


Substitutionen 

u, + iv, =f (u" + iv”), 

u, — iv, =f,(u" — iv”), 
wenn unter /, die complex conjugirte Function von f verstanden wird. 

Fiir diese conjugirten Coordinatensysteme gilt insbesondere auch die 

weitere invariante Relation in Bezug auf jede collineare Transformation: 
[(C] — [4] + 2(B,|= C-~ 2+ 2B,, 
[C,]— [4,]— 2[B] = C,— 4,— 2B, 
wie sich unmittelbar aus (6) ergiebt. 


Andererseits existiren auf jeder negativ gekriimmten Fliche unzdhlig 
viele reelle Coordinatensysteme , fiir die 


ist. Wiahlt man nimlich die Haupttangentencurven zu Parameter- 
linien, so geht die Differentialform (12a) in 


Se * 


Adu’ dv’ 
oder fiir : a 
= f(u" +0"), 
v an o(u” <i vy” 
in 


Af’ gp’ (du”? — dv”?) 

tiber. Fiir diese conjugirten Systeme besteht aber, wie wieder aus (6) 
folgt, die invariante Besziehung 
[4,]+ [C,] — 2[B] = 4,+ C,— 28, 
[4] + [C] —2[B,]—4 +0 —2B, 
bei beliebiger projectiver Aenderung. 

Ist endlich eine Flache auf ihre Haupttangentencurven bezogen, 
also E=—G=0(0, so erhilt man nach (6) 


(IV) 
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(IV) 


wahrend iiberhaupt 
@B 8B _y 2G aA 


Ou _— ou ov 





so dass also bei projectiver Transformation jede Beziehung zwischen 
A, und C invariant bleibt. Die geometrische Bedeutung der Ausdriicke 
(I)—(IV), welche, obwohl-lediglich von metrischen Verhdiltnissen der 
Fiche abhingend , bei beliebigen projectiven Umformungen sich invariant 
verhalten, wird im Folgenden hervortreten *). 

Fihrt man dagegen statt der anfiinglichen Parameter uw, v neue 
u’,v’ ein, welche mit denselben durch die Gleichungen 


u= f(u’), 

v = 9(v’) ) 
verbunden sind, so findet man, falls die den E, F, G, A, B,... 
entsprechenden Gréssen durch {EF}, {F'}, ... bezeichnet werden, — 


(E) = £f%, (F)=Ffe', (4) =G9", 
(4j—4f+£, (4) =4,5, 








g?? 
lz , 2 , 
(13) {By = Bg’, (B,} = B,f’, 
(c} —c,, (C.} =Ge'+ 5 
so dass also 
B — i 
Cea — (B) (B,} =o’ (GF — BB), 
B P B 
OS) — (By {B,) =f’ (4 — BB) 
wird. 


Es giebt freilich auch noch allgemeinere Transformationen, bei 
denen « und B sich invariant verhalten. Setzt man 


v=29Q, 
y = Y®, 
o=2ZQ, 


wo » eine willkiirliche Function von w und »v ist, so wird 


*) In Bezug auf A, und C mag hier daran erianert werden, dass die 
geoditischen Kriimmungen der Coordinatenlinien durch 


3 3 


CVHg *, A,VHe 
ausgedriickt sind. 
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Lu = Put + Pry, 
Ly = Pol +. PX, 
Lue = PoLu + Pure + FPuv + P[Ba, + B,x, + pF). 


Fiihrt man nun die Richtungscosinus der Normalen, p,, g,, 7, der 
transformirten Fliche ein, so wird 


[F] = oF (pp, + 4% +77) 
+ (pe + Qiy +2) [ou ae a ete (Bou + B,9.)]. 


Ein conjugirtes Curvensystem geht also nur dann wieder in ein con- 
jugirtes durch die Transformation tiber, wenn 


oe 
»— 2—— = Bo. + Bio 


gewdhlt wird. Dann aber sis 
donk (B+) +4 (04%), 


mithin 


Py 
[B) =B ae 


[B,] = B, + =; 
und zugleich wird 


wal eg = 
(V) had 
oie — (BIB) = Gt — BB, 


Die Bedingung fiir m aber erhalt durch die Substitution 


1 
= y 
die Form 
(14) Yue = Bou + Bi w, 


deren a priori bekannte Lésung eben die lineare Function ¢ ist, welche 
auf die collineare Transformation hindeutet.*) 

Ich gehe nun dazu iiber, einige geometrische Higenschaften der 
Coefficienten B, B, zu entwickeln. 

Betrachtet man die Coordinaten X, Y, Z eines Punktes Q der 
Tangente der durch den Flachenpunkt P(x, y, 2) gehenden Curve u, 
welcher von P um @ entfernt ist, so ist 


*) Eine Transformation dieser Art ist z, B. die in Bezug auf das System der 
Kriimmungslinien angewandte Umformung durch reciproke Radien. 
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v, 
(15) X=2z+o0 Ve etc. 


und diejenige Normalebene der Fliche in P, welche jene Tangente in 
sich enthalt, hat die Gleichung 


|X—ax Y-—y Z—z 
N=  p q r \=0. 
By Yu fe | 
Geht man nun zu dem benachbarten Punkte P, auf der durch 
P gehenden Curve wv iiber, so verwandelt sich N in 
N + dv[((X—2p,%y) + (X—Lptur) — (Gop tu)]- 


Diese Ebene wird von der Tangente (15) in einem Punkte S,, ge- 
schnitten, dessen Abstand g, von P bestimmt ist durch die Gleichung 


Cu 

Ve (uP Luv) = (LuLep)- 
Nach § 1, (5) wird also: 
(16) ~~ os 


Ein analoger Ausdruck ergiebt sich fiir den Abstand eines Punktes 
S, auf der Tangente der Curve v, namlich 


me 
= — 18. 


(16a) 
Diese ,,Radien“ 9, und @, bleiben, da sie nur von den Coefficienten 
des Langenelementes abhingen, bei jeder Biegungsdeformation der 
Fliiche wngeindert. Ist insbesondere wieder F —0, so erzeugen die 
Tangenten der Curven wu, v zwei abwickelbare Flachen, deren Riick- 
kehrkanten von den Punkten S,, S, gebildet werden. 

Setzt man namlich 


X=2%+ ur, 
so wird “ 
X, = 2,[1+ 4B) + 2.[%* +08]; 
also fiir p= —> 
1 
t, (dB 
xX, = pr (22 — BB); 


d. h.: der Punkt X wird sich auf der Tangente der Curve wv im Punkte 
P verschieben, wenn P in P, iibergebt. 
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Die Punkte 
= &— pu, i —x— a, 
(17) 1=I— FM, UHV — PY 
f= 2 — |e, f= 2 — er, 


bilden zwei der urspriinglichen Fliche adjungirte Flichen, welche wieder 
vermoge der Parameter u, v auf ein System conjugirter Curven be- 
zogen sind. Auch bei dieser Transformation kénnen die Invarianten 
a, B erhalten bleiben. Man hat nimlich, wenn zur Abktirzung 





: ar (23 — BB) =D 
gesetzt wird, 
Ms = Dx, 
— ¢, (22% + B,)— B, Dk; 
also wird 
[B] = — B,D, 
[B)— S+B,; 


hieraus folgt aber: 


A) _ (B)LB,] = 2 — Bp, 


Ge — (BIB) — im — BB, + 3 —- 


ou 
ah — BB) 
OuUdv 





Das heisst: Hat die urspriingliche, auf ein System von conjugirten 
Curven bezogene Fliiche, gleiche Invarianten «a, B, so hat auch jede der 
beiden adjungirten Flichen dieselben Invarianten, wenn 
OB, 
ev 


das Product zweier Functionen von u und v ist. Mithin erstreckt sich 
diese Kigenschaft auch auf die ganze doppelte Reihe der Flachen, 
welche durch den Process der Adjunction aus der urspriinglichen und 
auseinander abgeleitet werden kénnen. 

Ich erwahne endlich noch folgende Kigenschaft, die sich auf das 
Vorhandensein gleicher Invarianten § II, (I) bezieht. 

Aus der Gleichung 





— BB, — a — BB, 


aB aB, 
=a 
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folgt durch Integration iiber ein beliebiges Flichenstiick, in dessen 
Innern B und B, endlich und stetig sind, 


(ie ii Fe") dud = 0 
Ow 


[Bac 4+ B, du) =0 


ausgedehnt iiber die Begrenzung des genannten Stiickes, Statt dessen 
kann man nach (16) auch schreiben 


Vgdv Vedu 
f ( ae 4. Tes )=- 0. 
Ist nun dieses Flichenstiick von den Bégen zweier Curvenpaare u, v 
gebildet, welche durch die Punkte u,v); u,v, gehen, so ergiebt sich der 
folgende Satz: 

Bilden die Curven u, v ein conjugirtes System, fiir das die beiden 
Invarianten a, B gleich sind, und trigt man auf den Normalen der 
Fliiche liings einer Curve u(v) den reciproken Werth des zu derselben 
gehirigen Radius @.(@) auf, so besteht zwischen den Inhalten der so 
gebildeten Flichen, die zu einem von zwei Paaren conjugirter Curven 
gebildeten Vierseit gehdren, der Satz: 

F,+ Ff, =F, + F,. 
Derselbe bleibt bei allen collinearen Umformungen des Flichenstiickes 
erhalten, und erscheint um so bemerkenswerther, als bei einer solchen 
Umformung die Radien 9,,, 9, in ihre projectiv entsprechenden Radien 
Qu; @» umgeformt werden, womit wieder eine rein metrische Beziehung 
nachgewiesen ist, die bei allen Collineationen ungeindert bleibt. 


oder 





§ IV. 
Abwickelbare Flichen, Flichen mit der Parameterkrimmung Null. 


Ein besonderer Fall der am Schlusse des § II betrachteten Ver- 
hiltnisse findet statt, wenn die Fliche entweder eine abwickelbare 
Fliche ist, oder auf ein conjugirtes Coordinatensystem bezogen ist, 
fiir das eine der beiden Invarianten oder beide zugleich verschwinden. 

Bei den Developpabelen besteht die eine Schaar eines Systems con- 
jugirter Curven aus den Erzeugenden, wiihrend die andere véllig will- 
kiirlich ist. Setzt man voraus, dass die Erzeugenden die Curven v 
sind, so ist @=0, und man erhilt als Ausdruck der Parameter- 
kriimmung 

, — 
Pp 





*) 2a 
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Betrachtet man als Gleichung der abwickelbaren Fliche die Relationen 

z= X-+ MX,, 

y= Y+MY.,, 

sx Z-+ MZ,, 
so dass M eine willkiirliche Function von u,v ist, X, Y,Z die nur 
von « abhaingigen Coordinaten eines Punktes der Riickkehrcurve der 
Flache sind, und zugleich 

X2+ Y¥2+ 22 —1 

angenommen wird, so findet man , 











M M. 1+ M 
Luv = Ly w+ Xo [ar = M +]. 
Demnach wird 
M, > M,, 1+ M, 
B = a) ae B, =— M, baa M a 
also 
eB _ M, 
te PA: 


Da M nothwendiger Weise eine Function von v ist, so kann diese 
Invariante nicht verschwinden. 
Da ferner 


eg —f =H = WM? 


ist, wo R den Kriimmungshalbmesser der Riickkehreurve in dem zu u 
gehérigen Punkte bedeutet, so erhilt man 

1 R du\? 

p= (3 F 
Daraus folgt: 


Die Parameterkriimmung der abwickelbaren Fliichen ist bis auf den 
Factor x gleich der Normalkriimmung nach der betreffenden Richtung, 


also bis auf den Factor M-* von der Wahl des Systemes conjugirter 
Curven vollkommen unabhingig. 

Anders stellen sich die Verhiiltnisse, wenn eine der beiden In- 
varianten oder beide gleichzeitig verschwinden. 

Verschwindet eine der beiden Invarianten fiir alle Punkte des con- 
jugirten Curvensystems, so findet iiberhaupt keine Analogie zwischen 


der Parameterkriimmung und der gewéhnlichen Normalkriimmung mehr 
statt. Denn fiir 
aB, 
ov 


+= (GE p) 288) yh 


— BB, =0 
wird 
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also von G ganz unabhiingig. Gleichzeitig werden auch die Ausdriicke 
Eo, Ne, & SIL, (17) gleich Null; d. h. die Tangenten der Curve u 
in den Punkten ein und derselben Curve v schneiden sich in einem 
einzigen Punkte, so dass sich die aus den &, ny, € gebildete adjungirte 
Fliiche auf eine Curve reducirt. Man erhilt alle méglichen Coordinaten- 
systeme dieser Art auf einer Fliche, wenn man das System der con- 
jugirten Trajectorien zu den Beriihrungscurven derjenigen Tangenten- 
kegel der Fliche aufsucht, deren Spitzen einer willkiirlichen Curve 
angehéren. 


Sind dagegen , wie jetzt angenommen werden soll, fiir jeden Punkt 
der Fliche die Gleichungen 


oB 
Ou rome BB, => 0, 
oh _ BB, =0, 
erfiillt, so wird die Parameterkriimmung tiberhaupt gleich Null. Da nun 
oN on 
“a a" 


sein muss, so hat man zur Bestimmung von N die partielle Differen- 
tialgleichung 

@N _ oN an 

dudv = ues” 
deren allgemeines Integral 


— N=l(o+2) 


ist, wo # (und x) willkiirliche Functionen beziiglich der Argumente 
wu (und v) bedeuten. 


Setzt man weiter 








Luo = mu Ly + ex Xo, 
oder 
Ox 
6 | ow | _ ex 
ov oN | @v’ 
: Ou 
so wird 


oN 
ce = (¢+ F) 3? 
wo F eine beliebige Function von u ist. Hieraus aber folgt 
e*a=yt+n, 
wo wieder y, und x, willkirliche Functionen von u, beziehungsweise 
von v allein sind. Man hat daher fiir die Coordinaten einer Fiche, 


die in Bezug auf ein System conjugirter Curven die Parameterkriim- 
mung Null besitet, die Gleichungen 
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_— wtn 
oom ots’ 
_ Vet ke 
gam Sot ts 
eot+z’ 


in denen die Functionen y allein von u, die x allein von v abhingen. *) 

Diese Flachen mégen, um eine kurze Bezeichnungsweise zu haben, 
Flichen P genannt werden. Ich fiihre im folgenden einige Eigen- 
schaften dieser Flachen an, die bisher zwar schon oft bemerkt,**) aber 
nicht weiter discutirt zu sein scheinen. 

1) Die Tangenten an siimmtliche Curven (u, v) léngs einer Curve 
v(u) schneiden sich in ein- und demselben Punkle. Die einer Fliche P 
adjungirten beiden Flichen reduciren sich daher auf swei adjungirte 
Curven. Bezeichnet man die Coordinaten der Punkte dieser Curven durch 

B, , & 


E., M1. S15 


so erhalt man vermdge der § III, (17) gegebenen Ausdriicke unter Be- 
nutzung von (1) sofort 





g _ uy, y = tt, f= an 
(2) % z z 
E=—= 3, a=, {=o 
bei i wy .. 1 wy ? 1 w 
wobel 
, dy; dy; 
vide Gy 


gesetzt ist. 

2) Umgekehrt gehért zu irgend einem Paare von Curven, fiir 
welches die Coordinaten £, 7, €; &, ,, als Functionen beziiglich 
zweier Parameter u und v gegeben sind, die man in der Form (2) 
annehmen kann, folgende Schaar von Flachen, denen diese Curven 
adjungirt sind 

a — Side tfedrte 











ett , 
y — dudvtsndzter 
+n : 
oa Lede t le drte, | 
pe : +n 


*) Herr Darboux bestimmt a, a. O. Tom I, S, 1283 auf einem ganz anderen 
Wege alle Flichen, auf denen die beiden Systeme conjugirter Curven eben sind. 
**) In seiner Schrift ,,Ueber Curven und Flichen“ Moskau und Leipzig 1868, 
Lief, I nennt Herr K. Peterson die Flichen P solche, auf denen zwei Systeme 
conischer Curven conjugirt sind, daselbst S. 26 ff. Es ist zu bedauern, dass von 


den Untersuchungen des Verfassers nur diese erste Lieferung (in deutscher Sprache) 
erschienen ist. 





i 
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3) Die vier Schnittpunkte irgend zweier Paare von Curven u und v 
liegen stets in einer Ebene. Denn diese Schnittpunkte entsprechen den 
Argumenten 

u,v; uth,v; u,vtkh; 
uth,v+k 
und man bestitigt leicht, dass die Determinante der Coordinaten jener 
vier Punkte den Werth Null hat. Die Flachen P besitzen aber auch 
die Eigenschaft, dass die Determinante 


6T = (Dix D,« DyeX) 


iiberhaupt verschwindet. Es hingt dies damit zusammen, dass die 
Coefficienten der Entwickelung von T nach Potenzen der Argumente 
u und v sich siimmtlich als ganze rationale Functionen von F’, « und B 
und deren Differentialquotienten nach u und v darstellen lassen. 
4) Bezeichnet man die Punkte, welche den in (3) angegebenen 
vier Argumentenpaaren entsprechen, wie in §1 durch 
P, P,, Py, Ps 


so schneiden sich die Geraden 


P P,, P,P, in einem Punkte R, 
PB P,P; ” ” ” S, 
P, P,, P P, ” ” ” T, 


namlich den Diagonalpunkten des zu PP, P, P, gehérigen vollstindigen 
Vierseits. 

Die Coordinaten dieser Punkte R, S, 7, welche durch den an- 
gehiingten Index r, s, ¢ unterschieden werden sollen, sind 


— 2(r) — neh) 
7 g(0) — 20+) ? 
Wi(u) — Hi (w-+h) 
w(u) — p(u-+h) ’ 
p(w) + x(v) + oy (Uh) + yy (V+h) 
H(U) + 2.0%) + Y(U+h) + 7 (0-+h) 
nebst den entsprechenden Ausdriicken fiir die y,, 2-; ys, 2, ete. 

Von diesen erscheinen besonders erwaihnenswerth die Punkte R 
und S. Setzt man nimlich statt o +h, w+ k je eine neue Variable 
u,, ¥, so erkennt man, dass diese Punkte, wie auch die Eckpunkte 
P, P,, P,, P, auf der urspriinglichen Flache gewahlt werden mégen, 
zwei Flachen bilden, die selbst wieder die Parameterkriimmung Null 
besitzen, namlich 





“44> 


“Y= 





w(e) ad 1 (Uy) 
z(v) — x(u,) ’ 
Ys (U) — i (%) | 
y(u) — p(r%). 


L=> 


14> 











SS hULhlC 


_—~ 
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Diese Flichen unterscheiden sich aber von den allgemeinen Flichen P 
dadurch, dass je eine der Curven « mit einer der Curven v congruent 
ist, dass ferner die ihnen adjungirten Curven coincidiren, und endlich 
auch die wieder aus ihnen analog wie friiher durch die Punkte R und 
S gebildeten Flachen zusammenfallen. 

Auf den Zusammenhang in dem die Betrachtung dieser Flachen 
tiberhaupt mit den synthetischen Untersuchungen Lie’s iiber Trans- 
lationsflichen*) steht, will ich hier nur hinweisen, da es hier nicht 
meine Absicht sein kann, dieselben genauer zu untersuchen. 


g V. 


Bestimmung aller conjugirten Coordinatensysteme in Bezug auf welche 
die Parameterkrimmungen den Normalkriimmungen entsprechen. 


Nur fiir diejenigen conjugirten Coordinatensysteme, fiir die 





oB OB 
(1) 7 oo 
ist, stimmen die Parameterkriimmungen nach jeder beliebigen Richtung 
bis auf ein und denselben Factor mit den entsprechenden Normal- 
kriimmungen der Fliache iiberein. Ein derartiges Coordinatensystem 
behdlt seinen Charakter bei allen Collineationen der Fliche und bei einer 
gewissen Classe von Transformationen derselben, bei denen jedem Punkte 
P ein auf demselben Radius-Vector liegender Punkt P’ zugeordnet 
wird. Ich stelle mir im folgenden die Aufgabe, alle conjugirten 
-Coordinatensysteme auf einer Fliche zu bestimmen, fiir die nach (1) 
die Bedingung gleicher Invarianten erfiillt ist. Dieser Aufgabe kann 
man folgenden Ausdruck geben: 


Es ist ein beliebiges Coordinatensystem u,v zu Grunde gelegt. An 
Stelle desselben soll ein neues uw’, v', wobei u’, v' als eu bestimmende 
Functionen von u,v 2u betrachten sind, von der Eigenschaft eingefiihrt 
werden, dass fiir die drei Coordinaten x, y, 2 der Flichenpunkte die 
partielle Differentialgleichung 





MoO. M 
@) - ao See ey 


erfiillt ist, wobei M eine ebenfalls zu bestimmende Function bedeutet. 





*) Jede Translationsfliche ist in projectivem Sinne eine specielle Fliche P. 
Ueber Lie’s synthetische Untersuchungen der Transformationsflichen vgl. dessen 
Arbeit im Bd, 14 dieser Annalen, Projectivische Untersuchungen iiber Minimal- 
flichen, sowie die Darstellung bei Darboux, a. a. O., Tom. 1, 8S. 340—388, 
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Hierzu dienen die folgenden Entwickelungen. Da 
ox Cx OU dv 
ou — ou Ow + G0 Ov” 
Oe Ox Gu dx Ov 





Ov - Ow ov Ov av’ 
ea Cx Ou ou aa ( du dav du dv 
awee' — ut ow oo + Guao Gur oo + Ger Ow) 


ox? Ov dv Ox = Otu 


dx =u 
+ Ov Ou dv + Ou dwar + Ov Ouov’ 


so wird, wenn man 





ou du 
vo a ae 
Ou ev ou av 
(3) — ow ow + av Qu” 
dv av 
Y=" Oe Ov”? 
setzt, 
2 - 
(4) awow = gu (4 @+ BB+ Or + ary) 
2 2 
7 a (A, « + BB+ C,y+ aeav) . 
+ (Ea+ FB+ Gy)p, 


falls man die in § I, (3) eingefiihrten Bezeichnungen fiir die urspriing- 
liche Wahl der Coordinaten beibehilt. Da das System der Curven 
u’, v’ ein conjugirtes sein soll, so ist zu setzen 


(6) Ea + FB+Gy—0, 
und vermége der Abkiirzungen 
Aa+Bp+Cy=a, 
A,a+ BB+ Cy=—a,, 


wird, wenn man in (4) die Gleichungen 


(6) 


Ox Cx Ow ox ov 
ou Ow ow 4 nl 
dm —s ® Ow 
ov dw ov + pe oo 
einfiihrt , 
oM ow av 
mo OG ah) + Ht ae) 
om 


ta” bw (8+ Gene) + Ge (at ao5)- 


Wird jetzt die Functionaldeterminante 
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| a6 ow 
ou = dv 
Ss = 
| Ou ov 
mit k bezeichnet, so hat man die bekannten Formeln 
as. 1 
ow k Ov’ 
Ou 1 dw 
ov ——i‘(<‘ié‘iééCO}!? 
(8) j a 1 dv 
ow =——‘i‘éiliK C«COOW? 
as 2 
ov Kk Ow 


Durch Einfiihrung dieser Werthe verwandelt sich die Gleichung (5) in 
Eo 7 Ow Ou or) + 6% ov = 0, 


ov ov ov Ou ov é 
oder 
av’ ow ow’ 
(9) \ aoe al@ ou” F a, 
ov’ ou du’). 
a a[ede 79 


und zugleich wird nach (3) 
a= —* (a @ ow _ pow) ow 


dv/ ov’ 
(10) B= = = (45 “)— "Gr >)) 
Ow’ 
yo +— (EX -F. eS 
Ich werde nun eine partielle nenaibeininiee zweiter Ordnung fiir 

ow 
(11) ¢=— 2. 
re 


entwickeln, durch welche z als Function von u und v so bestimmt wird, 
dass den Bedingungen der Frage Geniige geschieht. Alsdann erhilt 
man aus (11) 


; ou 
Ge —* Ge = % 


also u’ = f(w, v) = const. als Ausdruck fiir die eine Curvenschaar, 
und durch Integration der aus (9) folgenden Gleichung 


(12) 8° (Fg — E) — *% (Gs — F) =0 


die andere Curvenschaar v’ = g(u, v) = const., so dass nach Ermittelung 
Mathematische Annalen. XXXIX, 14 
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der Lisung 2 nur zwei gewdhnliche Differentialgleichungen erster Ord- 


nung zu integriren bleiben. 
Es wird aber nach (9) 


(13) k=al@ (=) ore +E yi 
Setzt man nun 


om — 7 oP, 





av 
(14) a 
oe 
= P+ e= a “) 
so wird 
(15) k= du; 
und nach (8) 
du Pp dv _Q. 
(16) wn? we 


Ferner folgt aus (7) 
aM 


- oM _ _ ay — 4,6) +L=R+L, 
eX = (af — 2a) +N=S+N, 
wo 
au du @v (dw av ow 
13 L=2 7.50 Quav ou a ~ Gu ov \av Ou + oe ) 
(18) mote Ow ae | Bu (aw a0, a0 aw 
ou ov ov a dw dv’ \ou dv Ou ov. 


Da nun nach (16) 


a ee ee 
owdv ow m ov’ 
_#o 1 22 _@Q od 
Gu ov uw ov wu ov? 
au’ av’ av’ aw 
oe oe + oe ow (GS PO) 
aw Ov 
2-—— — ov = — 2194 — » 
au’ av’ ow 
2 —— : a =+ 24P —., 


wird, so erhailt man 
ow ou 1 oP P du 
Nae P— G6 OCG i Card ce) 


129 _ @ a), 
+2aP 90 eo Ov nu ae) 


(MTL 


ioe 








| ST ES: 


em A ee 
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Setzt man nach _ 


du ow 2 ow 7 Fu Cd 
ov du ov rte +# sev t+ Oscar 
so wird 
1 Ou eg oP a 
Namie (pee — 9 F) — Lop, 
wo 
ou 
P o=juov P+ Hie @; 
oder wenn 
oF ow oF du" a ow OF ow 
 Vo= - P(5% oo }~=—oas )- @ ou =o ws Ov. 
gesetzt wird, 
_ A ow ew eu 
(20) N= e dv W+a (¥ ov” ——té« @), 
und nach analoger Rechnung 
a4 dw au 
ats <i Se +4 (ar E— aeae *): 


Fiir W erhilt man mit Hiilfe der Werthe von P und Q nach (14) 
“yy 3 ~~ = (ae: 








ou 
W=| E ay G 
0k oF eG 
“Ov ov ov’ 
oder 
ow y ou Ow ow’ y 
5 ou ou dv dv 
1 uv 7 7 
—~ k Ou E F G 
oE or aG 
Ov ov ov 
(2) av ow (ou 
ou du ov dv 7 | 
1 ow Y 
~~ kb Ov i F G 
Ok OF oG 
| Ou ou ou 


so dass, wenn jene beiden Determinanten durch A,, A, bezeichnet 
werden, 


< 1 1 ow’ 
(22) wi (a, —a. 3) 


u ov 
wird, wobei w nach (14) pan den Wath 
y op eu ow ow’ \2 
p= G (7 J -2F ou ov + EG, 
zu ersetzen ist, 
14* 
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Durch die Gleichungen 








eu 1 Aw Lt} ew ow 1 
Qvov Kk Owov oe out Ou k? 
aw’ 1 Ou’ au’ au’ aw 1 





Quov 


~~ — Ow Ov - Ouov Ou k’ 


kénnen nun auch die zweiten Differentialquotienten in (20) und (21) 
von den Differentiationen nach v’ befreit werden, und man erhiilt so 





1(@u dw 
Nm Coe Ge Pt 


ove 
oe eu’ 
(23) Quov 
_—s ty ‘a 
ye ” 
_ aw 
Oudv 


oe py 


“E+ 





4 &e aw’ 
Pig! av -@) 


= ¢@)+ 22 w, 


w ov 
4 & we “ F) 


t oe 


eres 


w Ou 





Setzt man endlich aus i die Werthe der a, 8, y in (17) ein, so 


ergiebt sich mit Beriicksichtigung von (15), 


dass die Grésse 4 ganz 


herausfallt, und simmtliche Terme nur noch den Divisor uw? enthalten. 


Die Werthe von a . @M ‘enthalten daher nur noch das Verhiiltniss 


Ov 


dingung der Integrabilitat 
em 


dudv 


welche zugleich ausdriickt, dass 
em 


awon = 


ow 


Ou 
~ ou 
dv 
und dessen erste Differentialquotienten nach « und v. 


Und die Be- 


eM 
Cvou 


_@M 
ov'ow 


ist, liefert die gesuchte partielle Differentialgleichung zweiter Ord- 


nung fiir z. 


Diese Gleichung ist an sich viel zu complicirt, um einer weiteren 
Behandlung zugiinglich zu sein. Sie vereinfacht sich aber betrichtlich, 
wenn von vornherein geeignete Annahmen iiber das Coordinatensystem 


der u, v gemacht werden. 


Ich werde zuniichst voraussetzen, dass die Curven u,v das System 
der Haupttangentencurven auf der (etwa negativ gekriimmten) Fildche 


bilden. Dann ist 


E=G=0 
und der mit W bezeichnete Term (22) verschwindet. 
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Es wird ferner 


= gp ew aw 
pm —3P TS ie 
a ou \2 
ama FGT), 
B = 0, 
a ow. 
y—— BEG: 


also 


0M C7] 
2 a =(A — C#) — Jl), 





omu 
2 SE = (C,— Aye) — 2 ie). 


Die partielle Differentialgleichung wird daher 





a 
4 (4-08) — £ (C,—Aye) — 5% Ue) = 0 


oder, da nach § III, (IV) 


ac, oA 
; ou ov 
ist, 
, Oo. oe 3 a a 2 
(24) £Ast— Fo = —= 16), 
du’ ou 
— ou 
= ow ~~ oe 
ev ov 


Will man auf einer positiv gekriimmten Flaiche die Hinfihrung 
imaginarer Coordinatensysteme vermeiden, so kann man E=G, F=0O 
annehmen. Auch unter dieser Annahme verschwindet W, zugleich 
wird nach (23) 


7 
N= 35, (are tg 2), 
ee = (are tg £), 


und nach (17) 
R=B,+ pa(p?—q*) m — 2p*gn 





wae? 
ies pa (p?—q*) n+ 2p*g?m 
italia d (p*-+4")* . 
wo zur Abkiirzung 
ow aw’ 


P= 7,” I~ Fey” 
m= C, — A, — 2B, n=C—A+2B, 


gesetzt ist. Dabei sind m und » die beiden in § III, (II) angefiihrten 
Invarianten. Die partielle Differentialgleichung wird nunmehr, 
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oR os @ arc tg 2 o? arc tg 2 
(24a) i -Rt we ta oO 
Eine ganz ‘thnliche Formel wiirde sich auch bei der Annahme 
E=— G, F=0 ergeben. 


g VI. 


Conjugirte Coordinatensysteme gleicher Invarianten auf gewissen 
Flachengattungen. 


Ich gehe jetzt dazu tiber, auf einigen Flichengattungen conjugirte 
Coordinatensysteme der im letzten Paragraphen definirten Art zu be- 
stimmen. 

1) Abwickelbare Flichen. Obgleich hier die Bedingung gleicher 
Invarianten fiir die Kriimmungseigenschaften bedeutungslos wird, so 
kann es doch von Interesse scheinen, die Coordinaten derselben so als 
Functionen von u,v auszudriicken, dass den partiellen Differentialglei- 
chungen § V, (2) geniigt wird.*) 











Da nach § IV 
olM 
B ee ’ 
oM 
B oe _ ol 
1 ou M ou ’ 
, " . eB oB, 
wird, so liefert die Bedingung ta Se 
32 
# (2M 1) _ 9m 
Oudv do M*/ Gv’ 


deren erstes Integral 


f 2 1 
é M 1 
£(2H)-440 


ist, wo w eine willktirliche Function von u ist, 


Setzt man 
1 
Ww + Y= g, 
so verwandelt sich dieses Integral in 
Ot _ 4 at 
dudv = * Av’ 
oder 
@ 
oe —_ g + Va) 


*) Vgl. in dieser Beziehung das in § VII Gesagte. 
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und yx ist wieder eine willkiirliche Function von u. Um diese letzte 
Gleichung zu integriren, nebme man y in der Form 


an, wo p wieder eine willkiirliche Function von wu ist, und setze 


t=p+s 
Dann wird 
P CE 1 
ry + pi=— . 
Man erhiilt hieraus als allgemeine Lisung fiir M den Werth 
1 G’ 
o Fu) + O(r) 
wo zur Abkiirzung 
oe S/Pa" = G'(u) 
gesetzt ist und F'(u), O(v), G(u) willktrliche Functionen ihrer Argu- 


mente bedeuten, unter der Voraussetzung dass M dabei eine Function 
von v (und «) bleibt. O(v) kann iibrigens allgemein gleich v gesetzt 
werden. 

2) Regelfliichen. Man kann hier ein Coordinatensystem u, v zu 
Grunde legen, bei dem die Curven uw die Erzeugenden, die Curven v 
die Haupttangentencurven sind. Dann ist 

A, =0 
und die partielle Differentialgleichung § V (24) reducirt sich auf 
al 2 
“a + = 
deren erstes Integral 


l 2 
Ce + FT = 1(y(w)), 
oder 
9 
2 
C— = pl (Hm) 
ist, so dass 


4 yu) = f Cy(u) du + O(0) 


wird, wo w~ und 9 willkiirliche Functionen ihrer Argumente bedeuten. 
Die Gleichungen 


ow ov 

_ ou Ow 
—— = 
Ov. av 


fihren freilich im allgemeinen nicht mehr auf Quadraturen. Aber es 
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lassen sich wenigstens particulire Lésungen in dieser Form aufstellen, 
wenn C das Product UV zweier Functionen von « und v allein ist. 


Diese Bedingung ist z. B. erfiillt fiir alle projectiven Umformungen 
der Conoide 


x= gH cos v, 
(1) y—=psinv, 
s=f, 
wo f eine Function von v allein, g aber Function von u und v ist. 
Setzt man namlich 
~ ns 
so wird die Fundamentalgrésse G gegeben durch 


G=1(29.—04). 


Die Flache ist daher auf das System ihrer Haupttangentencurven be- 
zogen, wenn 


(2) 9 =Vf' ¥(u) 
gewihlt wird, wo man #(u) auch gleich aw setzen kann; @ ist dann 
reell oder rein imaginir zu nehmen, je nachdem /’ positiv oder negativ 


ist. Unter dieser Voraussetzung wird aber, wie eine einfache Rechnung 
zeigt 


2? 


Cm +[226 _ r+ 4)| w= (2 6 _ gr44ylu, 
falls 


“ 
(3) poi 


gesetzt wird. Daher ist fiir alle Regelflichen, die aus der projectiven 
Umformung der Conoide (1) entspringen, die Invariante C das Product 
einer Function von u in eine Function von v. 


Ich bezeichne nun eine willkiirliche Function von uv + v' mit 0 
und setze 


(4) o— 226 _ (p44), u—@, 
Jvr6dv = 2 —w), 


wo y gleich + 1 oder — 1 zu nehmen ist, je nachdem ¢ positiv oder 
negativ ist. Die Gleichungen (1) gehen dann iiber in 

z=ayf 0 cos», 
(5) y=ayf Osinv, 

oom f; 
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in denen an Stelle von v das Argument v’u’ nach (4) einzufiihren ist. 
Mit Hiilfe der Gleichungen 


[. oe dv ssa VE 8 yr ov 
au’ Vyo’ O°  Vye’ ae ow 


findet man aus (5) 
x, = O'//f’ cos v — SIE (g cos v — 2 sin v), 
Y 
y, = 0’ //f’ sin v — Se (6 sin v + 2 cos v), 
of 
Vyo’ 
x, = 0 //f’ cos v +f (B cos v — 2 sin v), 





4=— 


Yo = 9’ VF sino +O HT (6 sin v + 2 cos 0), 


Durch Bildung der zweiten Differentialquotienten findet man ferner, 
dass die Gleichung 


awae ~ a0 Ge + w 
7] 
+ [Ge — 38 GE + BE + 4) (a9 — ae) 


fiir die drei Coordinaten z, y, 2 erfiillt ist, so dass, wenn zur Ab- 
kiirzung 











ce — 365 + Bie +4) r 
y = —_— —_— i = —7 
(6) 6 Wn 6 oVyo 
_ Qe” — - Oy 
oe ~ 3° 
gesetzt wird, sich 
B=9%+Y, 
B, = ® — Y, 
Ra —Gm— SM, sa 
Vye Vi +o 
ergiebt. Jedes dieser Coordinatensysteme geniigt daher den Bedingungen 


oB B 
(7) oa ot, EG. 


Es ist dies nur ein specieller Fall des folgenden allgemeinen Satzes: 
Sind die Erzeugenden und Haupttangentencurven einer Regelfliiche 
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au Coordinatenlinien gewdhit, und ist C das Product UV einer Func- 
tion von u in eine Function von v allein, so liefert die Transformation 
M=u +, 
N=w—v 
unter der Vorausseteung, dass M eine willkiirliche Function von u ist 
und N von v allein so abhdngt, dass 


aN? 
(a)= 7, 
Coordinatensysteme , fiir welche die Bedingungen (7) erfiillt sind. 
Das Conoid (1) wird daher eine Fliiche P, wenn 
on 


= y == 2 y? 

Vyo " 

ist, welche Gleichung nur dann bestehen kann, wenn 

o — >? = —_ yw — w? = const, 
Vyo 

genommen wird. Insbesondere wird dasselbe zur Translationsfliche, 
wenn B= B, = 0 ist, d. h. wenn 

(8) T=0, 0" =¥790 
gewahlt wird. 

Die Gleichung T = 0 lisst sich leicht integriren. Setzt man naimlich 

(9) dp _ ap edz 


dv *> “dor ~* ap? 
so geht sie tiber in 


23 — 3B2 + (#+4)6 =O, 


oder fiir 
) s—(P+4)—f, B+4—a 
in 
(e+e) se = 6, 
so dass 


=P 4+44+e+Ve/P+4Fe4+ 6 


mit der willkiirlichen Constanten c wird. Setzt man 


B?+4+¢=(8+7)’, 
so wird 
dn 4+ (Ve+n)* 
eos. ae 
oder 
(10) n+Vc=—2tgv, 


da die willkiirliche Constante bei v ohne wesentliche Beschrinkung 
fortgelassen werden kann. Aus 














Zur Kriimmung der Flichen. 





4+c—7? 
(11) p= 27S” 


oder 
ww 2ii+tgtr)  2[2— Vetgr] 
Ve+ 2tg v Ve+2tgv 





folgt nach (3) 


' k 1 
(12) f — cos? v (2tgo + Ve) ? 


wo k eine willkiirliche Constante, und 





(13) f= i2tgv+/2). 
Beriicksichtigt man ferner, dass nach (11) 
4 


~~ cost v (Ve + 2tgv)? 
wird, so folgt fiir y—-+ 1. 
five dv = —Il(fe+2tgv) = 2 —w); 
mithin 
f=—k(v —v). 
Da indessen eine Aenderung der willkiirlichen Constanten c nur einer 
projectiven Transformation der y und # entspricht, so kann man ohne 
Beeintrachtigung der Allgemeinheit ¢ gleich Null setzen und erhiilt so 
x= Oer—“, 
(14) y = Oe-m—™), 
als einziges der Bedingung T = 0 entsprechendes Conoid. 

Die Transformation (9) setzte indessen voraus, dass B nicht con- 
stant ist. Der besonderen Lisung B = 0 entspricht die Schraubenfliche 
x = Ocos (v, — %), 

(15) y = 0 sin (v, — u), 
= k(v, — %); 
dem Falle 6 = 0, dem auch die besondere Lisung 6 = 27 unter- 
geordnet ist, entspricht ein hyperbolisches Paraboloid. 
Es sei mir gestattet, die besonders merkwiirdigen Verhiltnisse, 


welche die Minimalfliche (15) darbietet, hier noch zu verfolgen. Man 
erhalt, da © eine willkiirliche Function von u, + 9, ist, 


e’+0 
B= B= oe , 


on e”— 0 200° 
2A =—=2C,=— eo -|- @?+ kt? 
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e”— 0 200’ 
2A, = 2C=— eo = e+ ; 
e—g= 0? +O'+ 2h, 
f=0'?—e@— RP, 
— 20% 
Vor +k 
Je nach der Wahl der willkiirlichen Function © von u, + », erhilt 
man verschiedene, wegen ¢ = g stets isometrische Coordinatensysteme 
auf der Flache. So ergeben sich fiir 
oo =/eTk 
die Kriimmungslinien; fir B= B, = 0 erscheint die Flache auf oo! 


Arten als Translationsfliche dargestellt. 
Setzt man dagegen 


A, mOu 2% 2090 








ey C+ =0, 


so erhailt man geodétisch conjugirte Systeme auf der Schraubenfliche. 
Die Integration der letzten Gleichung liefert 


e »¥ 1 
(opm) = — orp + const., 
oder, wenn statt u, + v, die Variabele w eingefiihrt wird, 
do ath 7 
Vere Vc(Q?+ k?) —l= dw, 
wodurch die Ermittelung von oo! vielen geodiitisch conjugirten Systemen 


auf der Schraubenfliche auf elliptische Functionen zuriickgefiihrt ist. *) 
Die Filache erscheint als Flache P (§ IV), wenn 


oB 
ou om BB, = 0, 


ow (Ga") = Caer) 


gesetzt wird. Dies liefert 


oder 








(0"+ ©) (w+) +20 =0, 
oder 
__ sin (M+ % + %) 
scien “+e , 


wo h, c, ¢, willkiirliche Constanten sind, Setzt man 


2u,+¢—2U, 25+¢—2Y), 
so erhalt man 


*) Vgl. die Anmerkung am Schlusse des § VIII. 
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wien h sin 2U+sin2V 
2 U+V+C ”? 


as cos 2U — cos2V 

Y¥=2 U+vs+eo” 

v?+ VC—(U*?+U0C), 
U+V+C ’ 


und die Curven, denen nach § III, (17) die Fliache bei dieser Coordi- 
natenbestimmung adjungirt ist, werden durch die von den beiden 
willkiirlichen Constanten h und C abhingigen Schraubenlinien 
—E= heos2U, f —=hcos2V, 
y= —hsin2U, 4 =hsin 2V, 
| ¢——kU+C), ¢—kV+C) 
gebildet. 


3) Rotationsflichen. Fiir eine Rotationsfliche, deren Gleichungen 


L= U COS V, 











e=k 





y= wsin v, 


a= f(u) =f 


sind, hat man 


A= ft, 44=0, B=0, B.=+, C=— 


i+f?? C, =0, 


i+f?? 
f uf’ 
Sl - E-=— — —————————_ ° 
- Vit+f?’ M+f? 


Die Differentialgleichung der Haupttangentencurven ist daher 





FE, du? + de? = 0. 


re ae : 


so wird durch die Substitutionen 


duc + dv = du’ 
duc — dv = dw” 


Setzt man also 


die Fliche auf ihre Haupttangentencurven bezogen, und vermiége der 
Beziehungen 


I AE ce, | ies 
— iw« * ae ov 


erhalt man leicht die charakteristischen Gleichungen 
Ly! yi! = [A] Lu" + + [A, ] 2" ? 
uf’ 
= [Blew + [Bilee +9 yee 
ty" y = [Cay + [Cy] 20" 






















| 
| 











222 A. Voss. 


in denen, wie die Rechnung zeigt, 
[A] =[C,], [C]—[4], (2B) = [2] 
siimmtlich Functionen von u oder u” + v" sind. 

Von diesen speciellen Eigenschaften einer Rotationsfliche kommt 
fiir die Integration der Gleichung § V, (24) nur die projectiv invariante 
[A,] = [C] im Betracht. Setzt man also voraus, dass fiir eine auf ihre 
Hauptiangentencurven bezogene Fliche diese beiden Grissen gleich ein 
und derselben Function F von u’ + v” sind, so lautet dieselbe: 

oF »[ as—* ss a® |] A 

Ou’ (2 2 g?) + I [ ou’ he | ——_ ou’ ov” ° 
Da die allgemeine Lésung nicht explicite angebbar scheint, setze ich 
z als Function von 





u" +o =w 
voraus. Dann erhilt man als erstes Integral 
ae am F (2—* — 2”) + const 
dw 


Auch diese Differentialgleichung, welche fiir 2? = € die Form 

é ’ 

oe = FU-#) + be 
annimmt, fihrt nur in dem speciellen Falle c=0, wenn F nicht 
weiter specialisirt werden soll, auf eine Quadratur, und zwar wird 


t+ — g/Faw oO 


2 
1— 2 





mit der willkiirlichen Constanten C. Setzt man nun 
ur’ -t v” — U, 
“u—v =—V 


so sind die Argumente w’, v’ der gesuchten Curven zu bestimmen aus 


den Gleichungen 
dw 2—1 ow 
QU @+1~ OV’ 
dv z+1 dv 
00 s—1t av 
Hieraus folgt fiir 
Qa it! 


- 1? 
w= fawo+u—o, 
vm {% +u—v. 


Diese Gleichungen liefern eine einfach unendliche Schaar von Curven 
der verlangten Beschaffenheit auf allen den Flichen, die der oben 
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genannten Bedingung in Bezug auf das System ihrer Haupttangenten- 
curven geniigen. 

4) Die Flichen zweiter Ordnung. Auf einer negativ gekriimmten 
Fliiche zweiter Ordnung wihle man das System der Erzeugenden zu 
Coordinatenlinien. Da dieselben zugleich Haupttangentencurven und 
geoditische Linien sind, so ist 

E=G= A, =C=— 0, 
und die Differentialgleichung § V, (24) reducirt sich auf 
Ol z? 7 
duav—C 
d. h. es ist 
yp’ (u) 


=> -—; — 


p'(v)? 


wo g und wy willkiirliche Functionen beziiglich von u und v sind. 
Hieraus aber folgt 


uw = p(u) — ¥(v), 
v = 9(u) + (0), 
u=F(uv+y), 


v= O(uw — Vv). 


oder 


Fiir das hyperbolische Paraboloid, das hier etwa als Typus gelten 
kann, hat man z. B. 


Lm, 
y=, 
= uv. 

Demuach wird 

c= Fu +r), 
y= O(u —v), 


e= Fw +v)O(w —v’), 
Bai ao) 





2 ov ’ 

1 Ql(F’’) 
Brews ou’ 
E-—@u-_2F® 


1+ F?+o° 
Zur Bestimmung aller Coordinatensysteme, fiir die die beiden Invarian- 
ten § III, I) verschwinden, hat man daher die Gleichung 


9 #E'o _ alF’o' GlF'o’ 


dude ov ou 





=0, 


oder 


_ ae Fee 
duov VF’ 


0 
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zu lésen. Setzt man 
utv=é, u—v=yM, 








ferner 
1 = 1 
ee Ue 
so verwandelt sich dieselbe in 
oem) aH) 
og? —. 4 
oder, da = nur Function von €, H nur Function von 7 ist, in 
1 #= 1 #H. 
= oF H on? 
Hieraus folgt endlich 
= p= OPH 
oe = k=, On? = kH 


wo k eine Constante, die positiv, negativ, oder Null sein kann. 
Im ersten Falle erhilt man nach einfacher Rechnung 


Diet-be a oe ee “9 +h 
2VEA AVEute) 4 4 e—VE (ute) . 
—VE (u —») 
o(u —v) = —- : +h, 


2VEB BVEw—) 4 B e-VEw—o) 
im zweiten, wo k = — k, 

F(u+v)—a tg[Vk, (w+o)+el+a, 

O(u — v) =a, tg [/k, (w— 0) +b] + b,; 
endlich im letzten 

, 1 
Put) = Tetore t% 
1 
OH) = Swyta TY 
wobei A, B, h, a, b, c, a, B, sowie die mit einem Strich versehenen 
Werthe willkiirliche Constanten sind. In allen drei Fiillen erkennt man 
aber leicht, dass die Curven &, », §; &', 1, &, die nach der Ausdrucks- 
weise des §1V bei dieser Coordinatenbestimmung der Fliche adjungirt 
sind, gerade Linien, némlich conjugirte Polaren in Bezug auf die Fliche 
eweiten Grades sind. Die einzige Méglichkeit eine Flache zweiten 
Grades als Fliche P aufzufassen, beruht also auf der durch die 
Doppelschaar der Berthrcurven derjenigen Tangentenkegel, deren 
Spitzen auf conjugirten Polaren liegen, gelieferten Coordinatenbe- 
stimmung. 
Als Typus positiv gekriimmter Flichen zweiten Grades kann man 

die Kugel nehmen, bei der die Systeme conjugirter Curven zugleich 
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Orthogonalsysteme sind. Soll aber auf einer Fiche ein Orthogonal- 
system der Bedingung 

OB _, a8, 

Gu stié DT 
geniigen, so folgt nach den in $1, (10) gegebenen Ausdriicken der 
B, B, sofort 





ale alg 

dudv dudv 
d. h. das System muss ein isometrisches Orthogonalsystem sein. Das 
System der Kriimmungslinien bildet daher nur dann auf einer krummen 





Fliiche ein System der verlangten Art, wenn die I'liiche durch dieselbe 
in unendlich kleine Quadrate getheilt wird. 

Hieraus ergiebt sich, dass auf den wositiv gekriimmten Fliichen 
zweiten Grades alle Coordinatensysteme der verlangten Beschaffenheit 
von den collinearen Transformationen der isometrischen Curven auf der- 
jenigen Kugel gebildet werden, der die Kugel selbst collinear verwandt ist. 

Da bekanntlich die Kriimmungslinien der Flichen zweiten Grades 
selbst ein isometrisches System bilden, so ergiebt sich nebenbei: 

Bezieht man eine positiv gekriimmte Fliache zweiten Grades collinear 
auf die Kugel, so entspricht dem System der Kriimmungslinien der ersten 
ein isometrisches Orthogonalsystem auf jener Kugel. 

Analytisch ergeben sich die vorigen Resultate auch ohne weiteres 
aus der Gleichung § V, (24a). Denn fiir die Kugel, die auf ein iso- 
metrisches Orthogonalsystem etwa bereits bezogen ist, findet man sofort 

aR _ a8 
ov ou 
so dass g durch die Differentialgleichung 
@arctgz , @arctgz 
a ate ae we 
gegeben ist. Eine reelle Variable 2 aber, welche dieser Gleichung 
geniigt, ist der Quotient des reellen und imaginaren Theiles einer 
Function der complexen Variabelen u-+ iv. Setzt man niamlich 
are tg ¢ =, so ist der vorstehenden Gleichung zufolge 


op __ om 
ov” ou? 
oo _,__ OM 
ou ov 


oder 


a P .* ae 
sp (M+io) =i 5, M+ig). 
Setzt man nun 
M = leo 
so wird 
* i(geiv) =i % I (ge) 
dv 9 waked ee 


Mathematische Annalen, XXXIX, 15 
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d. h. es ist ge’? eine Function der complexen Variabelen u + iv, die 
mit X + Yi bezeichnet sein mége, oder 


Y 
und zugleich erhailt man aus 


wu -{ (Ydu-+ X dv) = const., 


v -{ (—Xdu-+ Ydv) = const. 


das System der Coordinatenlinien w’, v’. 
Eine ahnliche Lésung wiirde sich auf allen positiv gekriimmten 
Flichen ergeben, auf denen fiir irgend ein Coordinatensystem 


E=G, F=0. 


ist und zugleich die beiden Invarianten 


m, ” 
oder 
A —C — 2B,, 


verschwinden. Denn aus E = G = P folgt dann 


Apa 2ZPYH = 4p PY 
Ow t 


so dass man wieder auf die eben angegebene Lésung fiir ¢ zuriick- 
gefiihrt wird. 


Die Flache selbst ist aber dann eine positiv gekriimmte Fiche 
zweiten Grades. Dies erkennt man aus den folgenden Betrachtungen, 
die sich insbesondere auf die Invarianten 


m=—=A —C—2B,, i are ; ee 
(a) n= A,—C,+ 2B, unter der Voraussetzung E=G, F= 
sowie auf 


» mmAtC—2B, a ha aks 
(b) m= A,+ C,— 2B unter der VY oraussetzung =—G, = 


beziehen. 
Setzt man nimlich im Falle (a) 


utiv=u, u—iv—=Y, 
so wird 
4 ay = ML, + NX + 4ay(B, + 7B), 
Ate = My, + NX + 4a (B, + iB). 
Hieraus folgt: 


1) Jede Fliiche, auf der ein den Vorausseteungen m =n = 0, 
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E = G, F =O emtsprechendes Coordinatensystem existirt, ist eine 
positiv gekriimmte. Flache zweiten Grades. 
Setzt man im Falle b) 


US %y, VU —%, 
so wird 


tow = %e[2(B + B) + ™ FP") 4 2, (MS), 


Ly = ay (242) + wy |2(B, — B) + m= |. 
Das heisst: 


2) Eine Fliche, auf der ein den Vorausseteungen m, =-+- n, 
E=—G, F =O entsprechendes Coordinatensystem existirt, ist eine 
Regelfliiche. Sie ist insbesondere eine negativ gekriimmte Fliche eweiten 
Grades, wenn m, =”, = 0 ist. 

3) Eine Regelfliiche kann stets auf conjugirte Coordinatensysteme 
bezogen werden, fiir die E = — G und die beiden Invarianten m, und 
n, gleich oder entgegengesetzt gleich sind. 

4) Ist eine negativ gekriimmte Flache zweiten Grades auf das 
System ihrer Erzeugenden u, v begogen, so ist jedes conjugirte Coordi- 
natensystem, fiir das oe = om ist, durch die Gleichungen 

u=F(u,+), 
v= O(u, — %) 








gegeben, und fiir dasselbe verschwinden zugleich die beiden Invarianten 
m, und n,, wahrend E = — G ist. 

Fiir jedes conjugirte Coordinatensystem auf einer positiv gekriimmten 
Fliiche zweiten Grades, in Bezsug auf das die Gleichung ae = ed 
stattfindet, verschwinden die beiden Invarianten m und n, wiihrend 
E=G ist. 





§ VII. 


Von der Transformation einer Fliche durch parallele Normalen im 
Zusammenhang mit der Aufgabe des § V. 


Der im § V behandelten Aufgabe, alle conjugirten Coordinaten- 
systeme auf einer Fliche zu bestimmen, fiir die 


oB OB. 
(1) Fa te 
ist, lisst sich auch noch eine andere Deutung geben. Ist nimlich 
eine Fliche F' auf ein Coordinatensystem so bezogen, dass die recht- 
winkeligen Coordinaten x, y, ¢ der partiellen Differentialgleichung 
15* 
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a 
(2) duov B; 4 + B, 4, 


geniigen, wihrend die Gleichung (1) erfiillt ist, so kann man setzen 
(3) p rome | oln 1 0IN 


2 Ov” i 2 Oe 
Dann aber ™ Ve tiber in 


(4) 4. ( y )+ éG fa) 


Es existiren daher drei Functionen X, Y,Z, welche den Gleichungen 
5 y= NX,, ¥.= NY,, & = NZ,, 
(5) i. ge, se TR, 
geniigen. Die Fliche F*), welche von den Punkten X, Y, Z gebildet 
wird, ist offenbar durch parallele Normalen auf F' bezogen, allerdings 
in specieller Weise. Ich betrachte daher zuniichst den allgemeinen 
Fall, wo zwei Flichen F und F, deren rechtwinklige Coordinaten 
durch kleine und grosse Buchstaben von einander unterschieden werden 


sollen, iiberhaupt durch parallele Normalen auf einander bezogen sind. 
Es ist dann 


X, = ax, + Bx,, 

(6) gp 
0 =, 0+ Bi Lo, 

nebst analogen Gleichungen fiir y und z. Dem Liangenelemente von 

F, das den Incrementen du, dv entspricht, wird ein parallel gerichtetes 

auf F entsprechen, wenn du, dv so gewahlt werden, dass 

. adu+a,dv=Adu, 

(7) Bdu+ B,dv=Adv 

ist. Bezeichnet man die Fundamentalgréssen zweiter Ordnung in Bezug 

auf F' und F durch E, F, G; E’, F’, G’, so ist nach (6) 


E’'=cE+ BF, 
F =aF + pG—c,E+6,F, 
G' =a, F+ B,4 


E'@'—F? = («p,—Ba,) (EG — F%), 
mithin wird aus (7) 
E' du+ F’ dv =i(Edu+ Fav), 


(7a) F' du+ G@' dv =A(Fdu + Gav). 


*) Da X, Y, Z nur bis auf Constanten bestimmt sind, so erhilt man 
eigentlich o* viele congruente Flachen. An Stelle der drei Systeme der Glei- 
chungen (5) ist im Folgenden der Kiirze halber nur immer das erste auf x be- 
atigliche hingeschrieben, 
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Die beiden Flichen F wnd F haben demnach gleiche resp. entgegen- 
gesetat gleiche Curvatura integra, je nachdem die Determinante 

A= af, — Ba, 
positiv oder negativ ist.*) 

Die Gleichung (7) fiir 4 hat daher immer zwei reelle Wurzeln, 
wenn eine der beiden Flachen positiv gekriimmt ist, d.h. bei nega- 
tivem A. Sind dieselben iiberhaupt 4,,4,, so gehdrt zu jeder der- 
selben nach (7) ein bestimmtes Verhiltniss dw: dv, das durch x,, x, 
bezeichnet sein mége, so dass 


du du 
(8) aT aon 


ist. Alsdann folgt aus (6) 
Xx, + X, = A, (tux, + 2), 
Xyx, + X, = A, (Myx, + 2). 
Integrirt man die Gleichungen (8) durch die Gleichungen 
Pi (u,v) = %, 
92 (u,v) = %, 


und fiihrt die willkiirlichen Constanten w’, v’ als neue Variabele ein, 
so wird aus (9) 


(10) 


(9) 


Xy —_ Au’ s 
X,y = A, 2. 


Das Entsprechen (6) kann daher stets auf die Form (10) gebracht 
werden, welche aussagt, dass es ein System conjugirter Ourven auf F 
giebt, dem ein ebensolches auf ¥ so entspricht, dass die Tangenten ent- 
sprechender Curven in entsprechenden Punkten parallel sind. Aber diese 
Beziehung ist nur dann reell, wenn A, und A, reell sind. 

Vermiége der Gleichungen (6) ist das Enisprechen der Richtungen 
zu einander gehériger Lingenelemente in je zwei entsprechenden 
Punkten ein projectives. Diese projective Beziehung wird zur Involution, 


wenn 
“’ = B, -b C= 0, 
und dann wird zugleich 
#2 +A=0, 


so dass die Gleichungen (10) die Form 


*) A ist natiirlich von Null verschieden vorauszusetzen. Ist A gleich Null, 


so verschwindet 
x, Y,, Z,| 
| 


a & & 











d.h, die Punkte X, Y, Z bilden nur eine Curve, Vergl. die erste Anmerkung 
in § IX, 
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Xv= YV— Ax’, 
X, = —V~—Axy, 


annehmen. 

Um imaginiire Beziehungen zu vermeiden, kann man fiir den Fall 
der Involution die Gleichungen (6) auch auf folgende Form bringen. 
Ist namlich die Bedingung der Involution erfillt, so kann man bei 
willkiirlichem x und A 





ax+a,=Al, 
Bx + B, — i, 
(11) alta—— Sx, 
A 
bl +B, = — : 9 
setzen. Werden nun aus den Gleichungen 
oy a9 
‘ ov —— 2 
2) cain Sie 
ou Cu 


die Functionen ~(uv) =u’, p(uv) =v’ bestimmt, und w’, v’ als 
neue Variabele eingefiihrt, so entsteht als allgemeine Form der invo- 
lutorischen Besziehung nach (1) und (6) 





av 
X, = Az, ta = WXy', 
Fe 
(13) ae 
oo 
ov 


Bei reellen Doppelelementen (A negativ) kann dieselbe daher auf un- 
endlich viele Art in die Form 
Xy = Udy, 


(14) i. ake 


bet imagindren Doppelelementen (A positiv) ebenso in die Form 


Xy = Ut’, 
(15) Ss nt ete 
gebracht werden. In der That, damit die Gleichungen (13) die unter 
(14), (15) angegebene Form annehmen, hat man 
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_O0_ dv 
ov’ A 0w 
A é ~~ ov’? 
Ou ov 
oder 
av 
(16) A=y—eth = 
x 


zu setzen. Bei positivem A ist t= — 1 zu nehmen, und es ergeben 
sich die Gleichungen (15); bei negativem A dagegen fihrt + = + 1 
auf die Form (14). Nunmehr folgt aus den bekannten Gleichungen 











ou  _ «==—s ap . Ou Ow 
b ow =—sti—“‘CéC OU é do.-”~—ti‘ 
a Op _. & 
é pad ou?’ d ie ou’ 
eee OD ow soe Ow op 
Ou Ov éw @v? 
dass 
og 
A= —Y—th—~ oe. 
a 


wird, also folgt nach (11) und (12) 
(17) 


so dass die Function w aus der partiellen Differentialgleichung 


, 


ow ow 
c (<1 hie TT ~ 3 (Pera 
ou \ V—TrA 00 V— 7A 


zu bestimmen ist, deren Lisung in der allgemeinsten Gestalt die 
kanonischen Formen der involutorischen Beziehung (14) und (15) 
vermittelt. 

Hierbei scheint die folgende Bemerkung nicht tiberfliissig. Wird 
die Beziehung (6) durch Einfiihrung beliebiger neuer Coordinaten u” 
und v”, welche irgend welche von einander unabhingige Functionen 
von # und v sind, in die Form 


Xy = Ary + Bay, 
Xy = A; ty + B, x 


(6a) 
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gebracht, so bestehen die invarianten Relationen*) 


B+ A = B +e =4, 
AB,—BA, = af,—Ba, =A, 


und gleichzeitig wird fiir eine Yaa! Function /: 
ven we A, be" 
of 
-—l3 v” (—« +4 35) 


dv B ou 5) | 
B Jf, —B, a 
ou 


— [ger (— © 35 +% Fe) + ger (8 Se — 8 56)]) 


so dass, wenn man die Functionaldeterminante 





ou av ev «Ou 
Ou ou ov’ ou” 


mit 6 bezeichnet, die identische Relation 











of of 
- a | sae sas | a | an— Moe 
ee — =) ~ ool eee 


besteht, wo M eine beliebige Function*der absoluten Invarianten 
B,+4A, AB,— BA, sein kann. Die Differentialgleichung (18), 
deren invarianter Charakter durch die soeben gemachte Bemerkung 
gekennzeichnet ist, hat die merkwiirdige Kigenschaft, durch eine 





*) Diese Invarianz ist iibrigens eine unmittelbare Folge davon, dass nach 
den unter (7) angegebenen Formeln 


E’'G+G'E-—2F'F 





= EG - F? 
E'G’ —F" 
4--\5-—F 


ist, aus denen hervorgeht, dass A und A’ aus den simultanen Invarianten der 
beiden quadratischen Differentialausdriicke 
Edv® + 2F dudv + Gdv'?, 


E’ dw+ 2k’ dudv+G@ dv? 
zusammengesetzt sind, 











ep ELLE OTE 








a eel 
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particulire Lésung fiir den Fall der Involution*) vollstaindig integrirt 
werden zu kénnen. Hat man nimlich eine solche Lésung gefunden, 


*) Im allgemeinen Falle (6) findet dies nicht statt, Setzt man nimlich, der 
Differentialgleichung (18) zufolge: 


aw ——; 
—_ a oe si md 
(a) 
p 2% _ 5, 2% yea 22 
so folgt aus (6) 
av ep 
— X,, oy +X ) oe oo Va a(S s we): 


oder, wenn an Stelle der urspriinglichen Variabeln, unter der Voraussetzung, dass 
p und w von einander unabhingig sind, u’ und v’ eingefiihrt werden, 


x55" wr +X, por = V= eh (2, Fe +2, 557) 
Demnach verwandeln sich die Gleichungen (6) in 
X,, = Ax, + Ba,,, 

= V—h fy, 
oder, da A=A,, —BV—7tA=A sein muss, in 
X= Aya, +1 j/— tA a,, 
X, = /—tAxy. 
Dies ist eine canonische, niimlich nur von den Invarianten A und A, abhdngige 
Gestalt der Formeln (6), welche fiir A, 0 wieder in die der Involution itiber- 
geht. Ist die b’orm (6*) durch eine particulére Liésung » der Differentialgleichung 


(a) gewonnen, so hingt die Bestimmung aller anderen Gleichungen von der Form 
(6*) von der Differentialgleichung 


zs aa OY Oe ng Boe 
Cu Cw 


ov 


(6*) 





ab, Die Lésung der owes 


2a 40d E-03 


ergiebt iin als eine andere kanonische Form von (6) die ani 
X,, = A, x,, —_ Ax,, 


XxX, = wy. 


Wird eine Flache durch parallele Normalen auf die Kugel vom Radius Eins 
bezogen, so ist, wie aus bekannten Formeln hervorgeht 


eG + gE — 2fF 
eg — f? 
EG — F? = 
A => - eg— f? = K. 


(6 wn) 


4,=— 


? 
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so kann man bei positivem A die Beziehung (6) auf die Form (15) 
bringen. Dann ist aber 


a=, a=, 
B=—p, B=—0, A=w, tr=—-1. 
Die Gleichung (18) wird daher 
a*y o*y 





Gut T+ Ger =O. 
In der That geht durch die Substitution 
u' + iv’ = F(u” + iv”), 
u’ — iv’ =F, (u”— iv”) 
die Gleichung (15) iiber in 
Xy = ay", 
Xo = — Wty". 
Hat man andererseits bei negativem A die Form (14) hergestellt, 
so ist 
a=0, a =4, 
B=u, B=—90, t=+1, A=— 
und aus (18) wird dann 


Das heisst: Die einzigen Flichen, welche involutorisch durch parallele Normalen 
auf die Kugel bezogen werden kénnen, sind die Minimalflichen. 

Sollen zwei Flichen involutorisch durch parallele Normalen so auf einander 
bezogen sein, dass in correspondirenden Punkten entgegengesetzt gleiches Kriim- 


mungsmass stattfindet, so ist in (10) 44=-—%,—1 zu setzen. Aus den Gleichungen 
x, _ + xy, ® 
oe 
folgt dann 


X=f(u)+ (rv), c=f(u) — or) : 
nebst den analogen Werthen fiir Y,Z; y,2. Es kénnen daher nur solche con- 
jugirte Translationsflichen in dieser Beziehung stehen. 


Soll dagegen das Kriimmungsmass fiir beide Flichen dasselbe sein, so folgt 
ebenso aus den Gleichungen 


x, wma 

fiir die Coordinaten X, «2 der Ausdruck 

X = f(w+iv) + fi(u—iv), 

ix = f(u-+ivr) — f,(u—iv) 
und diese Flichen haben in der That in correspondirenden Punkten gleiches Kriim- 
mungsmass. Vgl. z. B. Briot und Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, 
$. 10, sowie die ausfiihrlichen Untersuchungen von Herrn v. Lilienthal, Journal 
von Kronecker, Bd: 98, Allgemeine Eigenschaften von Fliichen, deren Coordi- 


naten sich durch die reellen Theile dreier analytischer Functionen einer complexen 
Verinderlichen darstellen lassen. 








ae 
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oy ate 
du’? ov? 
In der That ergiebt sich auch durch die Substitution 
u” = F(u’'+0), 
v” = G(u' — v’) 
die Beziehung 
Xy = UL,» 
Xp = way". 
In beiden Fallen bleibt w invariant. 

In Bezug auf reelle Verhiltnisse besteht demnach ein sehr wesent- 
licher Unterschied, je nachdem die Involution reelle oder imaginire 
Doppelelemente hat. Im ersten Falle mégen die beiden Flachen con- 
jugirt, im zweiten contrajugirt heissen. Fiir die conjugirte Beziehung, 
wie sie durch (5) ausgedriickt wird, gelten nun insbesondere die 
folgenden Bemerkungen. *) 

1) In entsprechenden Punkten sind die Tangentenrichtungen der 
entsprechenden Curven u, v parallel. 

2) Das Liingenelement dS der Fliche F ist gegeben durch 


dS? = Wi fedu? — 2fdudv+ gadv*}, 
wenh 


ds? =edu? + 2fdudv + gdv* 


das von F ist. Die Verhiiltnisse der Liingenelemente auf den Coordi- 
natenlinien u, v bleiben daher durch die Transformation ungedndert. 

3) Die Coordinaten X, Y, Z der Fliiche F geniigen der partiellen 
Differentialgleichung 

a 1 gIN @ ore. 
Guaw +3 Go Gu + Fe Ge 9 
d. h. F ist wieder auf ein conjugirtes System derselben Art wie F 
begogen. 

4) Zwischen den Fundamentalgréssen erster und zweiter Ordnung 
und den charakteristischen Coefficienten A, B, C,... beider Flichen 
bestehen die folgenden Relationen 

[EJIN= E , [ej\N?= 2, 
(FIN= Fed, [(f)——f, 
[GJIN=—-G , [gJN?= g, 

*) Ein specieller besonders bemerkenswerther Fall dieser Transformation 
ist von Herrn Christoffel erdrtert: Ueber einige allgemeine Eigenschaften der 
Minimalflichen, Journ, v. Crelle, Bd, 67, 8. 218. Vgl. auch die von Herrn Darboux 
gegebene Darstellung, a. a, 0. Tom II, S, 239 sowie die Dissertation von Reinbeck 


Ueber diejenigen Flichen, auf welche die Flichen zweiten Grades durch parallele 
Normalen conform abgebildet werden, Géttingen 1886. 
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[4J)= A—2B, [A] =—A,, 
[C] =——C, [C.] = GQ— 2B, 
[B] = — B, [B,] = — B,. 


Sind also die Coordinatenlinien auf F conjugirt geodéitische Curven, — 
wie dies z. B. unendlich vielfach auf der windschiefen Minimalfliche 
erreicht werden kann*) — so sind sie es auch auf der zweiten ent- 
gegengesetzt gekriimmten Fiche ¥. 

5) Die Schmiegungsebenen der Coordinatenlinien uw, v sind in 
entsprechenden Punkten einander parallel. Und zugleich findet zwischen 
den Kriimmungsradien R, R’ der Coordinatenlinien in entsprechenden 
Punkten die Beziehung 

, 1 
KR=yR 
statt. 

Fiir den Torsionsradius t der Curve u hat man die Gleichung 
RA 


e 





1 
_- = 
t 


wo A die Determinante des ersten, zweiten und dritten Differential- 
quotienten der x, y, 2 nach w ist. Ebenso wird fiir die entsprechende 
Curve auf der zweiten Fliche 
Rw 

es 


. 
oo 


Aus der leicht zu erweisenden Gleichung 
A=N AW 
folgt dann 
1 
Nr 
und dieselbe Beziehung findet auch fiir die Curven v statt.**) 

Die Aufgabe, auf einer gegebenen Flache alle conjugirten Coordi- 
natensysteme der im § V definirten Art zu bestimmen, kommt nun 
auf die folgende hinaus: 

Man soll einer Fliche F alle diejenigen Flichen F zuordnen, bei 
denen in entsprechenden Punkten die Tangenten an zwei Systeme einander 
entsprechender Curven parallel sind, und eugleich die Verhiiltnisse corre- 
spondirender Liingenelemente auf diesen Curven ungedndert bleiben. 
Jedes unendlich kleine Parallelogramm auf der ersten Fliiche, dessen 
Seiten von Elementen der genannten Curven gebildet werden, soll 


i ao 
~ = 


*) Vgl. hieriiber die Anmerkung am Schlusse des § IX, 

**) Sind zwei Flichen iiberhaupt auf einander bezogen, so giebt es im all- 
gemeinen immer ein reelles oder imaginiires System conjugirter Curven, das sich 
vermége der Beziehiung entspricht. Bei der Verwandtschaft durch parallele 
Normalen zeigen diese Curven iihnliche Eigenschaften, wie die im Text unter 
1), 2), 5) angegebenen, Vgl. Peterson a, a. O. S. 50ff. 











ILL 
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also in ein parallel gelegenes auf der zweiten Fliche tibergehen, bei 
dem die Verhiiltnisse der Seiten ungeiindert bleiben. Es giebt aller- 
dings zwei wesentlich verschiedene Transformationen dieser Art, je nach- 
dem der Winkel des Parallelogrammes erhalten oder durch sein Supple- 
ment ersetzt wird. Aber die Transformationen der ersten Art sind nur 
Aehnlichkeitstransformationen. Denn setzt man, den Forderungen der 
Aufgabe entsprechend , 
Lut Yui & = Xy: Yu: ZZ, 
Soi fe: % = X,: Y,:Z,, 

so ist tiberhaupt 

% =ak,, 

Lp = BX, 
und hieraus folgt fiir die Quadrate ds,”, ds,?, dS,?, dS,’ correspon- 
dirender Liingenelemente 

ds? aS? a2 
ds? nx as? i i 

es muss also 

a= tP 
sein. Ist aber « = B, so wird 

dv Ou =60u Ov 

d. h. es ist @ eine Function von ~ allein, also eine Constante, da es 


aus demselben Grunde auch nur von y und ¢ allein abhingen kann. 
Dann wird aber 





de Ou da Ox an @, 


e=aX+e, 
y=aY+o,, 
e=aZ+e,. 


Im Falle « = — #6 wird man dagegen gerade auf die Aufgabe des 
§ V zuriickgefiihrt, denn es wird dann 

ZO Lu» = yy, + Ay Ly, 
nebst den analogen Gleichungen fiir y und 2, 

Die Gesammtheit der Flachen, welche einer negativ gekriimmten 
Fliche zweiten Grades conjugirt sind, lisst sich mit Hiilfe des § VI, 
Satz 4) allgemein charakterisiren.*) Denn da ftr jedes conjugirte 
Coordinatensystem, welches zur Existenz einer conjugirten Beziehung 
Veranlassung giebt, bei einer negativ gekriimmten Fiche zweiten 
Grades die Gleichungen 

m=n=—0, E=—G, Bai ON B; =+ a, 


*) Die zu einer abwickelbaren Fliiche conjugirten (abwickelbaren) Flichen 
sind im § VI, Nr. 1) bestimmt, 
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bestehen, so wird 
Luu + Loo = 22,B, + 22,B,, 
Lue = %B+2,B 


Fe (FH) +% (G)—9 
oe (at) + ge Gi) -°. 


Setzt man nach der zweiten der Gleichungen (19) 


oder 


(19) 


= WNX,, 
Lt, = — NX,, 
so wird zufolge der ersten 
Xuu= Xoo 


oder 
X= f(u+v) + p(u—v). 

Das heisst: Die conjugirten Flichen der Flichen zweiter Ordnung mit 
negativer Kriimmung sind Translationsflichen, deren Translationscurven 
den Erzeugenden der Fliiche als entsprechende zugehiren. Dieser Satz 
lisst sich umkehren: 

Jeder Translationsfliche, deren Haupttangentencurven von der Form 
u + iv = const. sind, ist conjugirt eine Fliche zweiten Grades, deren 
Erzeugende den Translationscurven entsprechen. 


Ist niimlich, wie unter dieser Voraussetzung fiir jene Translations- 
fliche stattfinden muss, 


Dehufiud, BoGa PF 








so wird Wa 
él — oF 
Cun = _ —_— Lu 2 Ly + Pp, 
ee a oy + 2K are a, + Pp; 
also auch 
Su) Gr) 
a ~~ Oe \ pyn/’ 
oder 


x, x. 
X, -ke, ee. 
PVH x PVH 





Die Gleichungen 





x. = — x, a(eyi) 
“uu ~~ u ou 


? 


Xoo —— X, ou(PYH) ; 
ov 


zeigen, dass die von den Coordinaten X, Y, Z gebildete Fliche eine 
auf ihre Haupttangenten bezogene Fliche zweiten Grades ist. 
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Die Gleichungen (19) geben aber zugleich zu einer contrajugirten 
Beziehung Veranlassung. Setzt man namlich 


Ly = — NG,, x = N§, 
= 8.0. 


Auch diese Flache ist eine Translationsfliche, deren Translationscurven 
den Erzeugenden der Fliche entsprechen. Und umgekehrt gilt: 
Jeder Translationsfliche, deren Haupttangentencurven von der Form 
u + v= const. sind, ist contrajugirt eine Flache zweiten Grades, deren 
Erzeugende den Translationscurven als entsprechende zugehiren. 
Ganz ihnliche Beziehungen gelten fiir die positiv gekriimmten 
Fliichen zweiten Grades. Da wieder nach § VI, Satz 4) fiir jedes con- 


jugirte Coordinatensystem auf der Fliche zweiten Grades, fiir das 
ae = oA ist, die beiden Invarianten m und n verschwinden, so wird 


so wird wieder 


Luu — Loy = 2B, xy — 2B2,, 
Luo = Ba, + B, xp; 


x, 

; (57) =0, 
e (+ x) 0 
aw w)-Z% (4 a 


Ly = N X,, 
y= N X,, 


oder 
(20) 
Setzt man also 


so wird -_ poo 
ou ¥ oo 0. 
Das heisst: Diejenigen Fliichen, deren rechtwinklige Coordinaten der 
partiellen Differentialgleichung A =O geniigen, und auf denen die 
Curven u, v zugleich ein conjugirtes System bilden, werden durch die 
Gesammtheit der den Flichen zweiten Grades von positiver Kriimmung 
conjugirten Flichen gebildet. Den imaginaren Erzeugenden der Flache 
zweiter Ordnung entsprechen dabei die imaginaren Translationscurven 
der genannten Fiche. 

Setzt man dagegen 








Ly = N 5, 
Ly = N Ee, 
so wird ebenfalls ‘i vt 
ou + ae = 9 


Diese Fliche hat die Curven u,v zu Haupttangentencurven. Und um- 
gekehrt wird jeder Fliche, deren Coordinaten der partiellen Differential- 
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gleichung A = 0) so geniigen, dass die Curven uw, v zugleich Haupt- 
tangentencurven sind, eine Fliache zweiten Grades von positiver 
Kriimmung conjugirt sein. 

Ueberhaupt wird jede Fliiche, deren Coordinaten x, y, 2 der 
partiellen Differentialgleichung A —0O in Bezug auf ein conjugirtes 
Coordinatensystem geniigen, durch die Transformation 


uU=U, +, 


auf ein Coordinatensystem bezogen, ftir das A gleich Null bleibt, 
wihrend EH = G=O0 wird. Die Fliche ist daher auf ihre Haupt- 
tangentencurven bezogen. Hieraus geht hervor, dass die an die Glei- 
chungen (20) ankniipfenden beiden Filiichenclassen nicht wesentlich 
von einander verschieden sind. 


§ VIII. 
Die Ebenencoordinaten einer Flaiche und ihre projective Transformation. 


Nach den bereits in der Hinleitung gemachten Bemerkungen kann 
man in dualistischer Weise an Stelle der vier Punkte P P, P, P, der 
Fliiche die 2u diesen gehirigen vier Tangentenebenen treten lassen. Dabei 
wird man an Stelle des Inhaltes des Tetraeders PP, P, P,, d. h. an 
Stelle der Determinante seiner vier Eckpunkte die Determinante der 
Ebenencoordinaten jener vier Tangentenebenen einzufiihren haben. Hierzu 
ist zunichst die Entwicklung einiger allgemeinen Formeln, welche die 
Anwendung der Ebenencoordinaten in der allgemeinen Flaichentheorie 
betreffen , erforderlich. 

Bezeichnet man die Richtungscosinus der Flichennormale wie 
friiher durch 

P,4,7 


die Gleichung der Tangentenebene im Punkte P mit 


(X—z2z)p + (Y¥—y)q+ (4—24)r =0 
oder 


(1) XU+YV+ZW=1 


so sind die Ebenencoordinaten U, V, W*) definirt durch die Glei- 
chungen 


*) Herr Knoblauch bezeichnet a. a. O, 8.89 als Ebenencoordinaten die 
drei Richtungscosinus p, g, r und s. Herr Darboux benutzt meistens homogene 
Ebenencoordinaten; indessen kommen auch die hier gewiihlten vor, z. B. S. 141 
und a. a. O, 








(2) 


(3) 
so wird 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


so wird 








s=pi+qyt+re= 
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sU=p, 
sV=q, 
sVe=r, 


1 





Lup “f+ Yud + Lyf = 0, 
Lop + WI+ Hr=—O0, 


Su = LPu + YQu + 2%u, 
So = LPo + YGo + 2%, 


Sun = — E 1. LPuu + Y duu + 2Vuuy - 
Sug = — F + LPur + Yue + ZY uvy 
Soo = — G + LPov + Y dow + BY ov} 


und ferner nach (2) 


s U. a Us, = Pu; 
sU, + Us, = po; 


s Cun + 2 usu + USux = Puus 
s Gas fe Pate +- UuSe +- Usu» = Pury 
SUe, + 2U,s, + Use» = Pov. 


Aus (4) und (5) folgt 


2U, + yV. + 2W, =0, 
cU, +yV.+2W,=9; 


also auch nach (1) 


LU + ynV + 2. W=0,7 
2U+yV+2W=0. 


Die Gleichungen 


“Uy,-+yU.+2W, =9, 
zU,+yU,+2wW, =90, 
z2U +yV +2W —1, 


Mathematische Annalen, XXXIX, 





Vour+ v2+ we ; 


bestimmen zu jedem System der U, V, W die zugehdrigen z, y, £, 
d. h. den Beriihrungspunkt der betreffenden Ebene. 
Bezeichnet man mit e’, f’, g’ die Gréssen 


; U,? + V,.? + W.’, U,, U, + V,. V + W, W., U,? + v,* + W.’, 


16 


















a 


SS 
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Vax — AU, + A, U.+ 


|g ©|8 


E, 
(9) ue = BU, + BU. + — F, 


Use = CU. + O,U.+ = G, 


in welchen Gleichungen die charakteristischen Coefficienten 
a, &,: 
nur von den ¢,, /’, g’ und deren ersten Differentialquotienten abhingen. 
Unter @ ist dabei der Abstand des Punktes P vom Anfang der Coordi- 
naten verstanden. 
Bezeichnet man den Werth der Determinante 











| U. Va W,, | 
| U. Vo W, | 
| 0 VW 
mit D, so ist nach (5) 
, | Pu Ga Vu | EG F? 
(10) D= | Pe Ge hel = *Vi 
Pp qr 
wie aus der Multiplication der letzteren Determinante mit (x, 2, p) } 
hervorgeht. Multiplicirt man andererseits D mit der Determinante 
U, V,, W,, | 
é=|U, V. W. \ 
2 y «es | 
so wird 


Di=eg —f’?. 
Durch Vergleichung der Werthe Dd und 6? erhilt man aber 
0 = Dd(a?+y? +2?) = Db’, 


oder 
d=oe'D. 
Demnach wird 
(11) eg ans f’? _— e (LG er a 


s® H 
Es sollen nun die charakteristischen Coefficienten in den Gleichungen 
(9) durch die entsprechenden auf Punktcoordinaten beziiglichen Gréssen 
ausgedriickt werden. Da die directe Definition der A, A,,... mit 


Hiilfe der e’, f’, g’ hierzu wenig geeignet scheint, so schlage ich folgen- 
den Weg ein. 


Setzt man 
Pun = op + Opy + &% Do, 
(12) Puo = Bop + Bpu + B, po, 
Pow = YoP + YPu + YP; 
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nebst den entsprechenden Gleichungen fiir qg,7, so ist nach (4) 
Suu = — E+ a.s+ as, + @,5,, 
Sue = — E+ Bos + Bsu + Bs, 
jo =— G + Vos + V Su + V1 S05 
und hieraus folgt nach (5) 
$8 Uuu + U.(2s8,—as) + a,s U,) = UE, 
(13) $s Uy» + Ux(s.— Bs) + U,(su.—B,s) = UF, 
8 Us. + ys Uy + Ue(2s,—y; 8) = UG; 


nebst den entsprechenden Gleichungen fiir die V, W. Es eriibrigt 
noch die Bestimmung der Coefficienten a, a,; B,B,; y,y,. Aus der 
Gleichung § 1, (5) 


Lu Pu + Yudu ~+- Sul, = — E 
folgt : 
CE 


Vu Pur + Yu dur + 2uluv + LuvPu + Yuodu +- ZurVu _— Ov 
Da nun nach § 1], (5) 
LuePu +- Yuodu +. Suet, = EB — FB, 


ist, so folgt, wenn man zur Abkiirzung 


Lu Pur + Yudue +- Sut, = >) tuPue 
setzt, 
> tuPue == EB -+- FB, — oF x 


av 


Auf aihnliche Art gewinnt man so das System der Gleichungen 


>) tPue = EB + FB, — a, 


tute = AF + 4,64 — 2%, 
> % Puc = OF + 06.7 — aes 
>'tePue = BF + BG — , 
DS euPun = BA + FA, — OE, 
Dupo = BF + BG —&, 
te pen = BE + BF &, 


7 G 
> He Bos =CF +- C,G — ee ; 


(14) 


16* 
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also nach (12) 
E 
—(#@E + ,F)=AE+ 4,F—, 


—(@F + a,@) = BE+ B,F— 2 


ou’ 
~(vE+4,F)=BF+B,G—%, 
—(yF + 7,4) = cF+ o4@—%, 


15 
or — (GE +y7,F)=BE+B,Fr-%, 


—AF+A4,G—2* 


ou’ 
—(6F + 6,@)— CE+ OFr—*, 
0G 


Schreibt man an Stelle der Gleichungen (13) die folgenden 


Uun = aU, + a, 0. += U, 


(16) Ou» = 00, + 6,0, + e 


8 


U, 


Use = clu t+e0,+ 20, 
so lassen sich die Werthe der Coefficienten a, a,, . . ., c, ¢, unmittelbar 
nach den Gleichungen (15) angeben. Ich werde dieselben indessen nur 
unter der Voraussetzung eines conjugirten Coordinatensystems an- 
fiihren.*) Setzt man in den Formeln (14) F = 0, so wird 








*) Ist die Fliche auf Hauptt tencurven bezogen, so wird 


ay) 


—a@ =B,+ ou 


l 
—b = B+ SE. 
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& 
1 2 


? 


a,=—B s 
E 
y) 
8 éls G 
7 me tS a ee 
(17) af 
7) 
al , # 
ine abet Bills 
G 
c =—— 3B, =, 
G 
(= 
¢q =—C,+ aCe 


Die Gleichungen (16) stellen die partiellen Differentialgleichungen, 
denen die Ebenencoordinaten einer Flaiche gentigen, auf die einfachste 
Weise dar, wihrend die Gleichungen (9) sich in vollkommener Analogie 
mit den Gleichungen fiir Punktcoordinaten §1, (5) befinden. Setzt 
man die rechten Seiten von (16) und (9) einander gleich, so lassen 
sich nun auch die Werthe der A, A,;...; ©, C, berechnen. Multi- 
plicirt man die so entstehenden Gleichungen 


Us = 40. +4,U, += = au, + 4,0, +=4, 


Vin =aV, +4,V, + = AV, + AV, +=4, 
Wan a= a Wa + 0, W, + “2 = AW. + A, We + =, 
mit den w, y, 2 und addirt, so entsteht 
(18) osE=H 
und auf dieselbe Weise 
osk = F, 
osG=G. 
Multiplicirt man in derselben Weise mit den %,, Yu, 2u3 Voy Yo) o 80 
entsteht 
Qu E=(a— A) (Uuttu + Viitu + Waeu) + (a, — Ay) (Uuttu + Vii t+ Wien); 
Q» E=(a— A) (Uy e+ Vu Yo Wate) + (a, — Ay) (Ue%e+ Voyo+ Woe). 
Und da nach (6), (7) 
®y Uut Yu Vu bu Wu =—(% Uw + y Vu? Wun); 
LuV e+ YuVoteuWe= tout YoVut eo Wu=—(LU w+ y Vio +2 We), 
Ly Ue Yo Vo ey Wo —(@ Uo + y Vow +2 Wor), 
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so wird nach (16) 


ty Uy + YuVu'+ &,W, = _— I 
Su Ue + Yu Vo + au We = 2 Uy + Yo Vu + % Wy = — a 
at pal. +a¥, ~ —&. 


Hieraus erhalt man unter Benutzung von (18) 
E 7 7 ‘ G U 
a—A = om (Fee— Feu), ec —C = om (He —Geu), 
Qh «,—A,—-+,(Fa—Ba), «— 0, « slPa—Ee) 
9) a, i= TM \* Ou Qo),  % 1= ju“ Ge Qu)» 


F 7 Y F P P 
a oM (F Ov — G ex), b, = B, * eM (I Cu — E@); 
wenn 


M = EG -- F? 
gesetzt wird. 


Fir F — 0 wird also insbesondere 


Fa0, Bad; B=), 


dlo G ole 

A =a + Ou? C =c + E Gu’ 
E @le ole 
A,=a+4 ov? C, =¢,+ ov? 


und, wenn noch G = « F vorausgesetzt wird, 

aA —C —2B,a=—aa —c —2),e—=—(aA —C —2B,a), 

«#A,—C,+2B =eaa,—¢,+2b =—(aA,—C,4+2B), 
so dass auch diese Invarianten den beziiglichen Invarianten fiir Punkt- 
coordinaten § III, ILL) und IV) bis aufs Vorzeichen gleich sind. 

Die projective Transformation der Ebenencoordinaten braucht nun 
nicht weiter behandelt zu werden; sie erfolgt iibrigens in Beziehung 
auf die Gleichungen (9) ganz analog mit den in § III entwickelten 
Formeln. Es ergeben sich dabei ganz thnliche Bezichungen fiir das 
Flichenelement und das Kriimmungsmass, wie sie in § III unter 7) 
und 10) zum Ausdruck gekommen sind. 

Es sei endlich noch eine Bemerkung iiber die dualistische Trans- 
formation einer Flache hinzugefiigt. Betrachtet man die Ebenencoordi- 
naten U, V, W als Punktcoordinaten einer neuen Fliiche F’,, so hat 
man eine dualistische Transformation, mit welcher nur noch eine be- 
liebige Collineation zu verbinden sein wiirde, wenn man die allgemeinste 
Transformation dieser Art erhalten will. Das Kriimmungsmass der 
Flache F, ist ; ’ ' 

x= EG-—F* 1 


ég—f* ~ gt) oe 
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Setzt man den aus (11) folgenden Werth fiir den Nenner ein, so wird 
a & r 
KK =(!) 
Nun ist s der Abstand der Tangentenebene der Fliche F vom Anfang 


der Coordinaten, welcher jetzt mit 2 bezeichnet werden mag. Der 
Abstand der Tangentenebene von F’, im entsprechenden Punkte ist aber 


Ux + Vy+ Wz 1 
x, = =—- 
@ @ 

Demnach findet zwischen den Kriimmungsmassen K,, K der dualistisch 
entsprechenden lichen F’, F’, die Beziehung 

K, K = (x2,)' 
statt, welche sich im wesentlichen auf die dualistische Transformation 
iiberhaupt iibertrigt, sowie man die in § III abgeleitete Formel (10) 
hinzuzieht. 





g IX. 


Parameterkriimmung in Ebenencoordinaten und dualistische 
Coordinatensysteme. 


Auf die Differentialgleichungen des § VIII, (9), (16) kann man 
nun unter der Voraussetzung F’ = 0 dieselben Betrachtungen, wie in 
§ I anwenden. Man erhilt dann, da an Stelle von p, qg, r die Gréssen 
s g #8 


—, =, —, an Stelle von E und G aber = wa = eintreten, und 
@ e & Qs es 


wenn zugleich unter 6T die Grosse 
D,U DV DueW 
DT DV AW 
Due U Duo V Dur W 
verstanden wird, nach § I, (4) 
12T = ¢ a [Eh'?(b,— bb,) + Gk ?(b,,>—bb,)| (U,, Ux) + - 
oder, da salt VIII, (11) 
1 aw. «ew 
(Yu Uo x) = e Deo Vas ’ 


wird, 
om 6}, 2 (EG — F*) 
T2T = th’2k’*9- Ty 
also, wenn man durch das Quadrat des Lingen- und Flichenelementes 
dividirt, fiir die Grisse der parametrischen Kriimmung in Ebenen- 
coordinaten 

Ti. 4 K [Bb bd) dwt + G(b,, — bby) do") 


lim | melo = + " 
| S&S s'VH ds 


[Eh’? (by —bb,) + GK 2 (bio —bb,)] +: 
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Im allgemeinen hat daher die als Parameterkriimmung bezeichnete Grosse 
keinen dualistischen Charakter. Dies wiirde nur dann der Fall sein, 
wenn 

i-2m . & = 

B,— BB, ~ 0,,—6% 
ist. Diese Kelation soll hier nicht weiter untersucht werden, da sie 


in Bezug auf projective Transformationen tiberhaupt keinen invarianten 
Charakter hat. Findet aber, wie von nun an vorausgesetet werden soll, 
bereits die Relation 

oB OB, 

du ov 
statt, so wird vermége der Gleichung 


E 
ot] 
ab =a, ? (@) 
Ou ov--—‘é( ~(% 
dann und nur dann auch in Ebenencoordinaten die Parameterkriimmung 
als Ausdruck fiir die Normalkriimmung gelten, weun 


a) _ 4 


oudv 
oder bei geeigneter Wahl der Argumente wu, v 
E=+G 
ist. Hiermit ist von neuem auf die besondere Rolle hingewiesen, welche 
derartige Coordinatensysteme in Bezug auf die Kriimmungsverhiiltnisse 
spielen; sie besitzen hinsichtlich der hier vorliegenden Gesichtspunkte 


einen in sich dualistischen Charakter und mégen daher als dualistische 
Coordinatensysteme bezeichnet werden. 


Auf den Fliichen zweiten “eo ist fiir jedes Coordinatensystem 
u,v, das den Bedingungen F = 0, oe = = on geniigt, auch E=+G. 
Auf einer beliebigen Fliche existirt py im allgemeinen tiberhaupt 
kein conjugirtes Coordinatensystem dieser Art. Nach § V ist nimlich 
beim Uebergange zu beliebigen Parametern wu’ v’ 


> OU Ov 1 =.) 2 
ae “) +2PFr 6 4 4a(y, 
dv dv 
Gy ev +@ Ov y 
und die Bedingung we =-+ G’ wird daher durch 


H(i) 27 fe +6 Gs) 


—+[2(5) —2F 5 5+ 4(F) 


— Shr) 
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oder, wenn man die in § V, (9) gegebenen Ausdriicke benutzt, durch 
V(EG — F*?)=+1 


ausgedriickt, 
Ist nun die Flaiche negativ gekriimmt, so nehme man E=G =O oder 
AF =+1, 
also wird 
av’ ow 
ju = Go 
ev —- dw 
dv + du? 
d. h. 
ew 
duov 0. 


Demnach ist 

W = fu) + 90), 
—, {(u) — y(v) > 

f 

9 


und 


2 = 
a= 


Dieser Werth muss nun der Gleichung § V, (24) geniigen; also die 


Relation se 
fs a5 (oy) = gp’ 2 (41) 


erfiillt sein. Schreibt man sie in der Form 
5° Cc 2 A 
of y= 5. (At 1p? 
indem man 
ty dv =dv', 


fdu = du" 
setzt, so erkennt man, nach den Gleichungen § III, (13) dass 
o{C} 0{ A, } 
(1) wa 


sein, d. h. diese Invariante in Bezug auf das von den Haupttangenten- 
curven gebildete System verschwinden muss. Zugleich wird dann 


wou’ +o", 

v = au a v"’. 
Setzt man umgekebrt, der zuletzt erhaltenen Gleichung (1) entsprechend, 
voraus, dass 


_ as »_ a8 
RO. OR 


ist, so reducirt sich die Gleichung, welche zur Bestimmung der beiden 
Functionen f und p erhalten wurde, auf 
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oder wenn 


gesetzt wird, auf 
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a(oes f"? a (9? a8\,. 
“Ov \du o) — (Fr 5s 


f?=U, g’?=YVJ, 








as U _ ag 
ou V dw’ 
aS V _ a2. 
ov U~ ow 
Diese Gleichungen liefern aber 
9 91 
es 1.1 98 SV! _ ws 1 _1 as "US 
duov V2 2 0u dv dudv U® 2 Ov Gu 
oder fiir 
1 , 1 
y=?%, =; 
oe 8 aS @l(@—a) eS @l(@’—a) 
y OF | Jie —@) gs die) 
~ Gudv + av ou + Ou dv =0, 


und diese Bedingung driickt aus, dass der Differentialausdruck 
(o’ — o) (25 du — & dv) 


ein vollstiindiges Differential sein muss. Kann man also einen inte- 
grirenden Factor des Differentialausdruckes 


a6 du — os dv 
ou ov 


finden, der die Diiferenz zweier Functionen von w und v ist, so wird 


> a 
hess V a-+e’ 
‘ oo 
7" T aae 
wo ¢ eine willkiirliche Constante. Es existirt dann eine Schaar solcher 
Coordinatensysteme, wiihrend im allgemeinen nur ein einziges (reelles) 
vorhanden ist. In speciellen Fallen kann natiirlich, wie das Beispiel 
der Schraubenfliche zeigt, die Mannigfaltigkeit dieser Coordinaten- 
systeme viel grésser sein. 
Eine Fliche I’, welche auf’ ein conjugirtes Coordinatensystem bezogen 
ist, fiir das 
1 oN 1 ain 
2 dv?’ 2 du 
ist, wo « die positive oder negative Einheit bedeutet, gestattet immer 
zwei Transformationen in andere Flichen, welche ein Coordinatensystem 
desselben Charakters besitzen. 


G=aak, Bo B, = 
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Da nimlich unter den angegebenen Voraussetzungen 





r 7 H 
0 tls 62 Vr 
ee a ae 
a(') ry tt 

2 ane — pees 2 
= ov ? ou ? 


ist, so geniigen die Coordinaten x (y, 2) den Gleichungen 
0 ( %u 8 (% 
dv ()+ du (¥)- ” 


2 (==) 2. (2) 0 
a = —— J— > — = 
éu \ BVH dv \ EVH ; 


Setzt man nach der ersten derselben 
t,= NX,, @—NX,, 
so erhilt man eine der Fliche J’ conjugirte Fliche F, welche ebenfalls 


auf ein dualistisches Coordinatensystem bezogen ist. Setzt man aber, 
der zweiten Gleichung zufolge: 


(2) 





‘ EVA ; 
(3) try mm 2TH g,, Ly = — ate te, 


so erhilt man eine neve Fliiche O(&, 9, €) welche zu F’ conjugirt oder 
contrajugirt ist, jenachdem « positiv oder negativ angenommen wird. *) 
Die charakteristischen Gréssen fiir diese zweite Fliiche sind 








WF) pj 2VE : 
(Bj = ee [By] = ou”? (G] =(£] =9, 
w/H#H 
. a OlN -_ al (u// 33) 
[(C|= 2 Ou?’ [C,| = — ov , ? 
H 
an (x 
N? uN 
. N N 
[P] = Vn’ {H] = EH 


*) Bezeichnet man mit & eine willkiirliche Constante, so kann man auch 
setzen: 


ZS aes Pu aids KN 

~u N EVH v? 

a kan, N x, 
ee =. 


falls =, H, Z die Coordinaten einer neuen Fliche bedeuten, welche ebenfalls 
durch parallele Normalen involutorisch auf F' bezogen ist. Auch diese Trans- 
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Die Fliche ist also auf ihre Haupttangentencurven bezogen und 
geniigt zugleich der Bedingung 
a[C] _ e[Aj] 
ov ou? 





wie zu zeigen war. 


War nun insbesondere die Fliiche F auf ein conjugirt geodiitisches 
System bezogen, so wird 





—# _ const. = 
VN eee 
Demnach wird das Kriimmungsmass der Fliche ® 
Fe 
[K] — Ja —=—=—— c'. 


Mit jeder Fliche F, welche ein conjugirt geodiitisches System von dua- 
listischem Charakter besitzt, steht also eine Fliche constanter negativer 
Kriimmung in conjugirter resp. tontrajugirter Bezichung. 

Diese Bemerkung lisst sich umkehren. Ist eine Fliiche constanter 
negativer Kriimmung auf ihre Haupttangentencurven bezogen, so ist 
das Langenelement durch den Ausdruck*) 

ds? = du? + dv? + 2 cos z dudv 
gegeben. Soll nun vermége dieser Coordinatenbestimmung derselben 
eine Fliche mit den Coordinaten §, 4, § conjugirt oder contrajugirt 
sein, so ist zu setzen 
Eu — AX, 


(4) & = adz,, 


wo @ die positive oder negative Einheit bedeutet, und 4 eine gewisse 
Function von uw und v sein wird. Da die charakteristischen Coef- 
ficienten fiir die Fliche constanter Kriimmung 


B=B,=0, A=cotgzz,, OC, —cotge 4, 


ay ’ %, 
41 =— ing? C> — Gina 
sind, so lautet die Bedingung der Integrabilitat fiir die Gleichungen (4) 
0 5 é &y 

(5) jo a)= Ou (a7) 
oder 

a0 _ 04, 

gv 





formation giebt zu mehrfachen Betrachtungen Veranlassung, wie ich bei einer 
anderen Gelegenheit zu zeigen gedenke. Auch kann es von Interesse erscheinen, 
dass z, B. bei Anwendung dieser Transformation auf die Formeln (19) des § VII 
fiir k= -+ 1 der Fall entsteht, wo die Invariante A verschwindet, also die zu- 
geordneten Fliichen in Curven degeneriren. 

*) Vgl. z. B. meine Arbeit: ,, Ueber ein neues Princip der Abbildung krummer 
Oberflichen“‘, diese Annalen Bd. 19, 8. 1, 
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d. h. die Fliche constanter Kriimmung muss ein dualistisches Coordi- 
natensystem besitzen. Unter dieser Voraussetzung wird ferner 


tu AFp + & 54, 
ch Fp +8, 


Gis =— &@ ot é, ob («, cotg ¢ + ot ye. 


Bezeichnet man daher die Fundamentalgréssen erster und zweiter Ord- 
nung der Fliche (&, 1, §) durch ¢, f’, g'; E’, F’, G’, so wird 
é=g=—A, f =a’ cosz, 
E’'=iF, G'=aiF, F’'=0. 
Die Fliéche © ist daher eine Minimalfliche, wenn « = — 1 ist; sie 
ist gugleich isometrisch auf ein conjugirt geodiitisches System bezogen. 

Fiir a = + 1 entsteht eine lliche positiver Kriimmung, und die 
ihren Punkten zugehdrigen Richtungslinien gleicher Normalkriimmung 
hiillen auch hier ein isometrisch conjugirt geoditisches System ein. *) 

Man hat daher folgenden Satz: 

Jede Fliche, welche auf ein geoditisch conjugirtes Coordinatensystem 
von dualistischem Charakter bezogen werden kann, ist eine Minimal- 
fltiche resp. eine derselben conjugirte Fiche. 

Die einzige Minimalfliiche, welche ein conjugirt geodiitisches System 
— dann aber gleich eine oo! Schaar solcher Systeme — zuliisst, ist 
die Schraubenfliche.**) Hiermit sind zugleich alle F lichen constanter 
negativer Kriimmung bestimmt, welche ein Coordinatensystem von dua- 
listischem Charakter enthalten. 

Es ist iibrigens leicht, die letzteren auch direct genauer zu 
charakterisiren. Aus der Gleichung (5) folgt nimlich, wenn 


%®  @P % 9p 


. = ne GS a 
sin 2 du’ sing ov 





*) Vgl. die Anmerkung auf Seite 220, 

**) In einer in den Berichten der Miinchener Academie veriffentlichten Note 
habe ich die Beziehung aller Flichen, auf denen ein conjugirt geodiitisches System 
existirt, zu den Flichen constanter negativer Kriimmung angegeben und die 
partielle Differentialgleichung aufgestellt, von der die Bestimmung solcher Flichen 
abhiingt. Die Bemerkung, dass nur eine Minimalfliiche dieser Art existirt, ist bald 
darauf von Herrn Razzaboni hinzugefiigt. Vgl. Voss, Ueber diejenigen Flichen, 
auf denen zwei Schaaren geodiitischer Linien ein conjugirtes System bilden, 
Sitzb. d. math, phys. Klasse d, kgl. bayr. Ac. d. Wiss. 1888, 8S. 95, und Razza- 
boni, Delle Superficie, sulle quale due serie di geodetiche formano un sistema 
conjugato, Mem. dell. Acc. di Bologna, Tomo IX, 1889, Eine specielle Lisung 
der genannten Differentialgleichungen hat auch Herr Guichard angegeben (sur 


les surfaces qui possédent un réseau de géodésiques conjuguées Comptes Rendus, 
1890, 8, 995). 
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gs l > 
ou av 


tg(2) = 4, 


wo U nur von u-+, V nur von u — v abhingt. Die Fliche con- 
stanter negativer Kriimmung muss daher in Bezug auf ihre Kriim- 
mungslinien das Lingenelement 


oder 


du'*-+ dv'* 
R 


haben, wo Ff von w' allein abhiangt. Eine ausgefiihrtere Untersuchung 
iiber den Zusammenhang jener Rotations-Flichen constanter Krtim- 
mung mit der Schraubenfliche soll hier nicht gegeben werden. 


§ X. 
Transformation einer Fliche in Ebenencoordinaten. 


Wenn eine Fliche F’ in Ebenencoordinaten auf ein System con- 


jugirter Curven bezogen ist, so geniigen die letzteren den partiellen 
Differentialgleichungen 


| = aU, + a; U, “+ = E, 
Q) Uou = bU, + 5, U,, 

Use = cUn + ¢, Uy + 2G. 
Wird dieses System so gewihlt, dass 


1 dln 1 dln 
C= sae” as ou’ 

ist, so wird 

oO ( U,, 7] ( U, 0: 

av <)+ du \n )- ? 
also 
. U.=— ny, 
(2) U, = — nU,; 


und U', V’, W’ sind die Ebenencoordinaten einer neuen Fliiche F ,*) 
deren rechtwinklige Coordinaten 2’, y’, 2 heissen mégen. 
Aus den Gleichungen 


“#Ui+y Vite Wi =0,7 
“U, +y' Ve. +2W, =0, 
oder, nach (2) 





*) Da die U’, V’, W’ nur bis auf willkiirliche Constanten bestimmt sind, 
erhilt man eigentlich eine #* Gruppe von perspectiv collinearen Flichen. 








$<. q@— 
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zU,+y' Vi. +2 W, =9, 
“U,+yV.+2W, =9, 
folgt aber in Riicksicht auf die Gleichungen § VIII, (3) 
“= 62, 
(3) y = oy, 
2’ = 02. 
Die beiden Flichen F und ¥ stehen also in der Besiehung, dass corre- 
spondirende Punkte auf demselben durch den Anfang des Coordinaten- 
systems gehenden Radiusvector liegen. Und da F wieder auf ein System 
conjugirter Curven bezogen ist, so muss § III, (14) 


= U'a + Vy + W's 
der partiellen Differentialgleichung 


at a+ i 


6 6 
juao — By + Bi ae 
geniigen, was sich auch leicht bestiitigen liisst. Vermége der Quadra- 
tur (2) kann man daher immer eine neue Lésung dieser Differential- 
gleichung finden. 
Ist insbesondere G=«ak, B => ae B, = : oe, also die 
Fliche F' auf ein dualistisches Coordinatensystem bezogen, so wird 
nach § VIII, (17) 


al (F al (2%) 
ba — — "2g = — — 
av a ou 
also 
E? 
i— @N ° 
Setzt man ferner 
mM = aa 
~ sVH’ 


so ergiebt sich vermége der Werthe 


P st H 
sic (5 Vy) 
= - ou ? a 





1 g@lVN 
a = . aa a ov ’ 
s? H 
” alVN _ EIN 
ae} “1 ov 
aus den Gleichungen (1) dass 
a Ui =m U.", 
4 ve 
(4) U, = mU", 


gesetzt werden kann, nebst den analogen Gleichungen fiir V und W. 
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Die U", V", W” bilden die Ebenencoordinaten einer neuen Fliche ®, 
deren entsprechende Punkte mit denen der Fliiche F auf demselben vom 
Anfang der Coordinaten ausgehenden Radius Vector liegen. Die Fiche 
® ist, wie leicht aus der Verbindung von (4) und (1) folgt, auf thre 
Haupttangentencurven bezogen; F und ® sind iiberhaupt wieder Flichen, 
welche ein dualistisches Coordinatensystem zulassen. 

Fiir die beiden Invarianten 


aa—c — 2b,«, aa, — ¢, + 2b 
erhailt man vermége der Werthe a,b...c, die Ausdriicke 
EVH .»( EVH 
(28) (20) 
eo iy 
Dieselben verschwinden, wenn m =n ist. Die Fliiche F ist dann eine 


Fliiche zweiten Grades, und die Coordinaten der Flichen ¥ und ® 
geniigen der Gleichung 





— @ 


2 ne 

a +¢ oo oS. 
Es hat keine Schwierigkeit, auch im allgemeinen Falle die Fundamental- 
gréssen und charakteristischen Coefficienten der Flichen F und 
anzugeben, doch treten dabei keine so iibersichtlichen Beziehungen 
hervor, wie bei der Anwendung von Punktcoordinaten. Wie man 
sieht, lassen sich aus einer Fliiche, die ein dualistisches Coordinaten- 
system zulisst, unbegrenzt viele andere, nicht nur collinear verwandte, 
Flichen derselben Art, durch die gleichzeitige Anwendung der beiden 


auf Quadraturen beruhenden Transformationen der §$ VII und X be- 
stimmen. 


Miinchen, im Mai 1891. 























Ueber die Clifford-Klein’schen Raumformen. 
Von 


Wituetm Kitume in Braunsberg, Ostpr. 


’ Die Arbeit ,,Zur Nicht-Euklidischen Geometrie“, welche Hr. Klein 
im 37. Bande der Annalen (S. 544—572) verdffentlicht hat, kénnte 
mich freilich zu mancherlei Auseinandersetzungen mit ihrem Verfasser 
veranlassen. Namentlich kann ich die Bedenken des Herrn Klein 
gegen meine Bezeichnung: Polarform des Riemann’schen Raumes, als 
berechtigt nicht anerkennen. Indessen hoffe ich, diesen Punkt und 
manche andere an einer andern Stelle niher besprechen zu kénnen. 
Hier beschriinke ich mich auf denjenigen Theil seiner Arbeit, betreffs 
dessen zwischen uns volle Uebereinstimmung herrscht und welcher von 
den neu eingefiihrten Raumformen handelt. Bisher hat man nur 
solche Raumformen betrachtet, bei denen die Bewegung eines Theiles 
auch fiir jeden andern Theil jedesmal eine einzige Bewegung bestimmt, 
welche also bei jeder starren Bewegung eines Theiles auch als Ganze 
in sich bewegt werden. Diese Voraussetzung habe ich in mehreren 
Abhandlungen, sowie in meinem Buche: Die Nicht-Kuklidischen Raum- 
formen in analytischer Behandlung (Leipzig 1885) ebenfalls gemacht. 
Allerdings hatte schon lange vorher Clifford in einem ungedruckten 
Vortrage eine zweidimensionale Raumform angegeben, welche der 
friiheren Voraussetzung nicht geniigte. Den von Clifford nur an- 
gedeuteten Gedanken hat Hr. Klein weiter entwickelt und seine Be- 
rechtigung niher begriindet. 

Die auf diese Weise erhaltenen Raumformen sind dadurch merk- 
wiirdig, dass sie mehrfachen Zusammenhang besitzen. Aber diese 
Kigenschaft kommt auch der elliptischen Raumform des Herrn Klein, 
der Polarform des Riemann’schen Raumes nach meiner Bezeichnung, 
zu. Dagegen ist es fir die neuen Raumformen charakteristisch, nur 
bei speciellen Bewegungen als Ganze in sich bewegt werden zu kénnen. 
In Ermangelung eines Ausdruckes, der diese EKigenschaft kurz und 
einfach bezeichnet, méchte ich vorschlagen, die hierdurch charakteri- 
sirten Raumformen als Clifford-Klein’sche zu bezeichnen, im Hinblick 
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darauf, dass Clifford an einem speciellen Beispiel den Grundgedanken 
angedeutet und Hr. Klein denselben zuerst vollstiindig entwickelt hat. 

Was die Berechtigung der neuen Raumformen betrifft, so wird 
sie rein geometrisch nicht bestritten werden kénnen. Die Erfahrung 
liefert keinen Grund, der uns néthigt anzunehmen, dass durch die 
Bewegung eines Theiles jedesmal fiir einen andern Theil eine einzige 
Bewegung bestimmt wird; die festen Koérper, deren Bewegung wir 
beobachten kénnen, sind so klein im Vergleich zu den Entfernungen, 
welche im Raume vorkommen, dass alle Folgerungen aus der neuen 
Voraussetzung ganz gut mit der Erfahrung vereinbar sind. Die Noth- 
wendigkeit aber, bevor man zu den neuen Raumformen gelangt, vorher 
einen endlichen, allseitig begrenzten Bereich zu Grunde zu legen und 
dessen Kigenschaften zu untersuchen, schliesst keineswegs einen Mangel 
ein, sondern muss als ein Vorzug bezeichnet werden. 

Nur ein Bedenken glaube ich kurz aussprechen zu sollen. Wenn 
eine Raumform diesen Namen vollauf verdienen soll, so muss fiir sie 
auch eine einwurfsfreie Mechanik aufgebaut werden kénnen. Fiir die 
bisher untersuchten Raumformen ist die Mechanik im Wesentlichen 
dieselbe wie fiir den Euklidischen Raum. Auch fiir die neuen Raum- 
formen bleiben einzelne Theile der Mechanik ganz ungeiindert; andere 
dagegen, namentlich diejenigen, in denen die sog. Fernwirkung eine 
Rolle spielt, bediirfen zum Mindesten einer wesentlichen Umgestaltung. 
Zwar driingen sich sofort Hypothesen auf, von denen man eine Be- 
seitigung der noch bestehenden Schwierigkeiten erwarten kann; aber 
die endgiiltige Lésung diirfte vielleicht nicht ganz einfach sein. Ich 
will hierauf nicht eingehen, sondern nur erwihnen, dass man aus 
einzelnen Bedenken niemals einen Grund zur vollen Ablehnung her- 
leiten darf. Im vorliegenden Falle bietet die Thatsache, dass in 
geometrischer Hinsicht die neuen Raumformen voll berechtigt sind, 
Grund genug zu der festen Hoffuung, dass die auf der Mechanik 
ruhenden Bedenken sich bei genauerer Entwicklung beseitigen lassen. 

In der vorliegenden Arbeit bin ich zunichst auf die principielle 
Berechtigung der neuen Raumformen eingegangen und leite sie aus 
den allgemeinen Gesetzen tiber die Bewegung her. Das erachte ich 
um so mehr fiir erforderlich, da die Bedeutung, welche der Bewegung 
fiir die Grundlagen der Geometrie zukommt, seit den letzten Decennien, 
namentlich seit der bekannten Arbeit des Herrn v. Helmholtz, in 
immer weiteren Kreisen anerkannt wird. Dann gelingt es mir, fiir 
ein positives constantes Kriimmungsmass alle mdglichen Fille auf- 
zuzihlen. Dabei stellt sich das merkwiirdige Resultat heraus, dass fiir 
eine gerade Zahl von Dimensionen Raumformen von der verlangten 
Kigenschaft tiberhaupt nicht existiren, und dass fiir eine ungerade Zahl 
von Dimensionen die méglichen Raumformen sehr nahe mit einander 
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verwandt sind. Fiir ein verschwindendes oder ein negatives constantes 
Kriimmungsmass ist das Resultat nicht so einfach. Hier bin ich auch 
noch nicht im Stande, alle Raumformen anzugeben; vielmehr muss 
ich mich in beiden Fiillen damit begniigen, das analytische Problem 


aufgestellt zu haben, dessen Lésung uns zu siimmtlichen Raum- 
formen fiihrt. 


§ 1. 
Allgemeine Vorbemerkungen. 

Fiir die Bewegung eines starren Kirpers gelten die allgemeinen 
Gesetze: 

Wenn ein Kérper zu irgend einer Zeit den friiheren Raum eines 
zweiten Kérpers deckt, so kann er zur Deckung mit jedem Raume 
gebracht werden, welchen der zweite zu irgend einer Zeit einnimmt. 

Jeder Kérper kann so bewegt werden, dass einer seiner Punkte 
zur Deckung mit einem beliebigen Punkte des Raumes gelangt. 

Fiir einen Kérper ist die Lage eines jeden seiner Punkte voll- 
stiindig und eindeutig bestimmt, sobald die Lage aller einem beliebigen 
Theile des Kérpers angehérigen Punkte bestimmt ist. 

Diese Gesetze sind nothwendig, um Untersuchungen tiber den 
Raum anstellen zu kénnen. Das dritte Geset:, welches uns hier vor 
allem beschiiftigen soll, kann auch folgenden Ausspruch erhalten: 

Bewegen wir irgend einen Kérper, so ist dadurch auch fiir jeden 
andern Kérper, welcher mit dem ersten fest verbunden ist, eine ge- 
wisse Bewegung eindeutig bestimint. 

Betrachten wir also einen festen Korper und denken uns un- 
begrenzt weitere Kérper damit fest verbunden, so bedingt die Be- 
wegung des ersten Kérpers auch die eines jeden damit fest verbundenen, 
und zwar gelangt man, wenn die Bewegung des ersten und die Ver- 
kniipfung der einzelnen Kérper gegeben ist, auch fiir jeden weitern 
Kérper zu einer eindeutig bestimmten Bewegung. So mégen die Kérper 
K, und K, keinen Zusammenhang haben; es seien aber die Koérper 
K,, K, ... Ks-1 derartig hinzugefiigt, dass K, mit K,, K, mit 
K, ... Ki-1 mit K; ... Ky1 mit K, fest verbunden ist. Dann ist 
durch die Bewegung von K, und durch die Korper K,... K;, welche 
der angegebenen Bedingung geniigen, auch die Bewegung von K, 
eindeutig bestimmt. Nachdem die Bewegung von K, und die Aufangs- 
lage von K, gegeben ist, wird die Bewegung von K, auch wieder 
eindeutig bestimmt sein, wenn zwischen K, und K, irgend andere 
Koérper K,’ ... KX,’ in der bezeichneten Weise eingeschoben sind. 
Dieselbe Bewegung von K, bedingt also einmal in Folge der Kin- 
schicbung von K,... K,-1 eine bestimmte Bewegung, und dann eine 
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zweite in Folge der Einschiebung von K,'... K,’; wir fragen uns, 
ob diese zwei Bewegungen von K, nothwendig identisch sind. Diirfte 
man annehmen, dass ein einziger fester Kérper gleichzeitig die von 
K,, K,...K, und von K, ... K,’ gedeckten Riume einnehmen kaan, 
so miisste die aufgeworfene Frage unbedingt bejaht werden. Aber 
diese Annahme ist keineswegs nothwendig, vielmehr nehmen alle 
Kérper, welche die Erfahrung liefert, nur einen recht kleinen Raum 
ein. Wir miissen daher auch die Méglichkeit offen lassen, dass sich 
fiir K, bei der obigen Festsetzung verschiedene Bewegungen ergeben, 
wenn verschiedene Reihen von festen Kérpern eingeschoben werden. 

Betrachten wir jetzt die beiden Reihen K,, K,...Ks-1, K;, und 
K,, K,, K, ... K,’, K,. Wir geben K, irgend eine Bewegung; 
dadurch wird K,, K, ... bis auf K, eine bestimmte Bewegung zu- 
geordnet; diese Bewegung bestimmt wieder eindeutig eine Bewegung 
von K,’, K,-.... K,, K,’, bis sich auch fiir K, selbst eine be- 
stimmte Bewegung herausstellt. Diese zweite Bewegung von K, muss 
aber von der ersten verschieden sein, weil sich sonst auf beide Weisen 
fiir K, dieselbe Bewegung herausstellen wiirde. Somit ist es unter 
der gemachten Voraussetzung miglich, eine Reihe von Kérpern 
K,, K,, K, ... Kis, Ki, wo K; mit K, identisch ist, so zu be- 
stimmen, dass je zwei auf einander folgende zusammenhangen und 
dass die durch diese Reihe fiir K, vermittelte Bewegung von der dem 
K, beigelegten verschieden ist. 

Statt von der Bewegung eines Kérpers kénnen wir, (was aller- 
dings an sich nicht genau ist), auch von der eines Raumtheiles 
sprechen. Dann sagen wir, die Bewegung eines Raumtheiles bedinge 
auch die eines jeden benachbarten. Denken wir uns jetzt eine stetige 
Folge von mit einander congruenten Raumtheilen so gegeben, dass 
der letzte mit dem ersten identisch ist, so wird die Bewegung des 
ersten der Reihe nach die Bewegung eines jeden der congruenten be- 
stimmen; in unserm Falle muss die durch die Fortsetzung fiir den 
ersten Raumtheil erhaltene Bewegung von der urspriinglichen ver- 
schieden sein. 

Damit also eine Raumform nicht bei jeder starren Bewegung 
eines Theiles als Ganzes in sich bewegt werden kénne, muss folgende 
Bedingung erfiillt sein: 

Ein Raumtheil R, werde zu einer gewissen Zeit von einem Kérper 
K, gedeckt; man bringe K, aus dieser Lage heraus und bringe es 
durch Zwischenlagen R,, R,... wieder nach R, zuriick. Ordnet man 
dem Raumtheil R, eine gewisse Bewegung zu und sucht fiir R,,R,... 
die dieser stetig entsprechende Bewegung, so muss bei passender Wahl 
von R,, R,... die sweite dem R, zugeordnete Bewegung im Allgemeinen 
von der ersten verschieden sein. 
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Was den Inhalt dieses Satzes anbetrifft, so sind die Worte ,,im 
Allgemeinen“ bisher noch nicht bewiesen; es ist nur gezeigt worden, 
dass bei Voraussetzung einer gewissen Bewegung die zweite von der 
ersten verschieden ist. Dabei ist natirlich nicht ausgeschlossen, dass 
zuweilen die zweite Bewegung mit der ersten identisch werden kann. 
Indessen sieht man leicht ein, dass, wenn iiberhaupt eine Verschieden- 
heit zwischen der ersten und zweiten Bewegung méoglich ist, die 
Uebereinstimmung beider nur die Ausnahme bilden kann. 

Die im Vorstehenden besprochene Reihe R,, R,, R,... R, kann 
hier nicht vollstiindig bestimmt werden; aber wir kéunen wenigstens 
die eine Eigenschaft angeben, dass kein einzelner fester Kérper méglich 
ist, welcher alle Raumtheile zu gleicher Zeit vollstiindig deckt. 

Mit R, denke ich jetzt einen zweiten Raum RF,’ zusammenhiingend. 
Dann wird die angegebene Bewegung, welche das R, durch die Lagen 
h,, R,,... nach R, hindurchbringt, auch FR,’ durch Lagen R,’, R,’... 
hindurch in die Anfangslage bringen. Wir betrachten jetzt eine Be- 
wegung von R,, welche in Folge der Fortsetzung tiber R,, R,... 
fiir das neu erhaltene 7?, eine von der ersten verschiedene Bewegung 
liefert, so muss hierbei fiir Rt,’ ganz dasselbe gelten: macht bei der 
vorausgesetzten Bewegung von R, das R,’ eine Bewegung 6’, so kommt 
dem f&,', R,'... jedesmal eine ganz bestimmte Bewegung zu, und 
diejenige Bewegung von R,’, welche ihm in Folge der Reihe R,’,R,’ ... 
zukommt, ist von 6’ verschieden. Zugleich darf es auch jetzt nicht 
mobglich sein, dass ein einziger fester Kérper die siimmtlichen Riume 
Ry’, R,, R, ... zugleich deckt. 

Die vorstehenden Bedingungen geniigen, um uns zu den in Betracht 
kommenden Raumformen zu fiihren. 


§ 2. 
Zweidimensionale Raumformen verschwindender Krimmung. 


Angenommen, eine zweidimensionale Raumform habe in einem 
allseitig begrenzten Bereiche die Eigenschaften der Euklidischen Ebene; 
wir betrachten alle Bewegungen, welche hiermit vorgenommen werden 
kénnen und bei denen er in theilweiser Deckung mit seiner Anfangs- 
lage bleibt. Dadurch wird auch jedem andern Raumtheile jedesmal 
eine bestimmte Bewegung zugeordnet. Tritt die Bedingung hinzu, 
dass zusammenfallenden Raumtheilen auch jedesmal dieselbe Bewegung 
zukommt, so werden wir nur auf die Kuklidische Ebene gefiihrt. 
Wenn man also auch in irgend einer andern Raumform, welche der 
angegebenen Bedingung fiir einen endlichen Bereich gentigt, von dem 
Zusammenfallen der Punkte absieht und nur die Art der Bewegung 
betrachtet, so ist sie wieder mit dieser Ebene identisch. Jede derartige 
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Raumform kann aber auf die Kuklidische Ebene so_,,abgewickelt* 
werden, dass den geraden Linien der Raumform wieder gerade Linien 
der Ebene von gleicher Linge und gleicher Neigung entsprechen: 
man muss aber die Méglichkeit offen lassen, dass demselben Theile 
der Raumform mehrere Theile der Ebene entsprechen. So mégen von 
den beiden Punkten A und B der Raumform dem ersteren in der 
Ebene die Punkte A, und A, und dem zweiten die Punkte Bb, und B, 
entsprechen, und wir diirfen dabei noch voraussetzen, dass die Liinge 
AB gleich A,B, und gleich A,B, ist. Hiernach sind zwei Theile 
einer Kuklidischen Ebene so auf einander bezogen, dass entsprechende 
Gebilde mit einander durch eine in der Ebene vor sich gehende Be- 
wegung zur Deckung gebracht werden kénnen. Bei der getroffenen 
Anordnung entspricht die gerade Strecke A,B, der geraden Strecke 
A,B, und die Punkte auf der Geraden A,B, solechen, welche auf der 
Geraden A, B, liegen. Treffen sich diese Geraden in einem Punkte O 
und ist A,O = A,O, B,O = B,O, so entspricht der Punkt O sich 
selbst, und einem Punkte C, auf A,B, in beliebiger Nihe von O 
entspricht ein solecher Punkt C, auf A,B,. Kin solches Entsprechen 
ist aber, wie jetzt gezeigt werden soll, ausgeschlossen. 

Verliingern wir nimlich in der betrachteten Raumform die gerade 
Linie A B, so kommen wir zu einem Punkte O, fiir welchen AO =A, O, 
BO = B,0 ist. Es muss also auch eine ,,Abbildung“ der Raumform 
auf die Ebene geben, bei welcher der Punkt O dem Punkte O und 
die Gerade OA der Geraden OA, entspricht, und eine zweite, bei 
welcher O dem O und OA der Geraden OA, entspricht. Sobald aber 
der Punkt O seine Anfangslage behilt, muss auch jeder Kérper, dem 
er angehért, in theilweiser Deckung mit seiner Anfangslage bleiben. 
Nun entspricht die hier durchgefiihrte Abbildung der Bewegung eines 
festen Kérpers, bei welcher jeder seiner Theile aus dem anfangs ge- 
deckten Raume heraustritt. Daher muss die hier beschriebene Ab- 
bildung ausgeschlossen werden. 

Wenn aber umgekehrt zwei Dreiecke A,B,C, und A,B,C, in 
der Ebene in gleichem Sinne congruent sind, so giebt es stets einen 
endlichen oder unendlich fernen Punkt O von der Beschaffenheit, dass 
eine Drehung um O die Dreiecke zur Deckung bringt. Liegt O im 
Endlichen, so ist OA, = OA,, OB, = OB,, OC, = OC,, 
x A,OB, = A,OB,..., und so entsprechen einander die Geraden 
OA, und OA,, OB, und OB,.... Dieser Fall muss also aus- 
geschlossen werden und es bleibt nur der Fall iibrig, dass O unendlich 
fern liegt, dass also A, A, = B,B,=—C,C, und A, A, // B, B, // C, C, 
ist. Gehen wir auf die gegebene Raumform zuriick, so erhalten wir 
den Satz: 
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Soll eine eweidimensionale Raumform in jedem Theile verschwin- 
dendes Kriimmungsmass besitzen, ohne mit der Euklidischen identisch 
zu sein, so muss jeder ihr angchirige (zweidimensionale) Kirper durch 
Parallelverschiebung in seine Anfangslage zuriickgefiihrt werden kinnen. 
Jede andere Bewegung, welche einen Korper in seine Anfangslage zuriick- 
bringt, lisst sich zuriickfiihren auf eine volle Umdrehung um einen 
Punkt. 

Demnach gehen wir in der zu untersuchenden Raumform von 
einenr Dreieck ABC aus, welchem in der Euklidischen Ebene die 
Dreiecke A,B,C, und A,B,C, entsprechen mégen. Wenn man dann 
in der Geraden A,A, den Punkt A,, in B,B, den Punkt B, und in 
C,C, den Punkt C, so wihlt, dass A,A, = A,A,, B,B, = B,B,, 
C,C, = C,C, ist, so ist auch A,B,C, eine Abbildung von ABC, 
Man erhilt auf diese Weise und durch Umkehr des Verfahrens eine 
einfach unendliche Zahl von Abbildungen. Wofern eine weitere Ab- 
bildung nicht méglich ist, hat die Raumform selbst die Gestalt einer 
gewohnlichen Cylinderfliche, so dass wir von einer niihern Beschreibung 
absehen kénnen. 

Zum Zweck der Auffindung weiterer Raumformen legen wir ein 
rechtwinkliges Cartesisches Coordinatensystem zu Grunde; dasselbe 
kann dann beliebig fortgesetzt werden; aber man muss jetzt den Fall 
offenhalten, dass demselben Punkte mehrere Coordinatenwerthe (2, y) 
und (#’, y’) entsprechen; dann muss in Folge der obigen Entwicklung 
e=a2+w, und y=y+w, sein, wo w, und w, Constante sind. 
Angenommen, der Punkt (x, y) sei identisch mit («+ w,, y + w,) 
und mit (# + w,', y-+ w,'), so wird er auch fiir alle ganzzahligen 
Werthe von m und m’ zusammenfallen mit 


z+ mw m'w,’, 4 mw. +- m'w,’). 
1 1» Y 2 2 


* : w w, “ ao" 
Wiire hier —_ = =v9 so wiirden alle mit einem festen Punkte zu- 
2 2 


sammenfallenden Punkte einer Geraden angehéren, und wenn dann 
die Entfernungen commensurabel sind, so erhalten wir nur eine einzige 
Periode; wiiren sie aber incommensurabel, so wiirden wir in jedem 
Kérper zusammenfallende Punkte erhalten, was unméglich ist. Wir 
kénnen also den Fall, dass = = = ist, ganz ausschliessen. Indem 
wir das thun, erhalten wir als Bilder zusammenfallender Punkte je 
die Eckpunkte eines gewissen Parallelogramms und dessen Wieder- 
holungen, wie es die Figur 2, S. 500 der Klein’schen Arbeit zeigt. 
Kine genaue Darlegung wird nicht néthig sein, da Hr. Klein selbst 
auf die Kinzelheiten mit grosser Sorgfalt eingegangen ist. Wiihrend 
Hr. Klein die selbstiindige Existenz dieser Raumform im dreifach 
ausgedehnten Riemann’schen Raume besonders betont, darf ich wohl 
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an ihr Vorkommen in einem vierfach ausgedehnten Euklidischen Raume 
erinnern. Hierher gehért namentlich die Fliche, auf welche ich in 
meinem schon erwaihnten Buche 8. 240, Nr. 127 hingewiesen habe. 
Betrachte ich w,...2, als rechtwinklige Coordinaten, so wird diese 
Fliche bei unbeschrainkt verainderlichen Werthen von uw und v durch 
die Gleichungen dargestellt: 

x, = asin -) = a cos, x, = bsin—, x, = b cos > 
Im vierdimensionalen Raume lisst sich also ein ebenes Rechteck auf 
eine ringformige Fliche abwickeln. 

Trite zu den Periodenpaaren (w,, w,) und (w,', w,') ein drittes 
hinzu, so kénnten die drei Paare entweder nicht simmtlich Fundamental- 
perioden sein, oder die Kindeutigkeit der Bewegung wiirde auch in 
einem beliebig kleinen Gebiete aufhéren; diese Annahme darf daher 
nicht gemacht werden. 

Bei der Wichtigkeit, welche dieser einfachste Fall fiir die Be- 
handlung der ganzen Frage besitzt, darf ich wohl das Resultat des 
Hrn. Klein noch auf einem zweiten Wege herleiten. Angenommen, 
eine gewisse Bewegung fiihre einen Korper aus seiner Anfangslage in 
dieselbe zuriick. Dabei darf diese Bewegung als eine gleichformige 
vorausgesetzt werden; wenn also A’B’, A” B”... A?) Be-) Lagen 
sind, welche die Strecke AB bei dieser Bewegung annimmt, so kénnen 
dieselben so gewihlt werden, dass 

AB=AB = A’ B" =... = Ae B- 
und zugleich der Winkel 

(AB, AB’) = (AB, A’ B") = (A’B", A’ B") =..-- 

= (A) Be-), AB) 


ist. Ich verlingere die Geraden AB und A’B’ ohne Riicksicht darauf, 
ob ich wieder zu friiheren Punkten gelange oder nicht. Entweder 
sind sie parallel oder sie treffen sich in einem Punkte S. Dann folgt 
leicht durch Betrachtung zusammenstossender Theile, dass SA=— SA’, 
SB = SB’ ist. Somit muss auch die Verlingerung von A” B” durch 
S hindurchgehen u.s.w. Wird aber A”) als mit A zusammenfallend 
betrachtet, so muss auch die Gerade SA” mit SA identisch sein. 
Das ist nur méglich, wenn SA bei dieser Bewegung eine volle Um- 
drehung von vier Rechten beschreibt. Legt man jetzt dem Kérper in 
seiner ersten Lage irgend eine Bewegung bei und bestimmt die ent- 
sprechende Bewegung fiir die Zwischenlagen, so erhilt man fiir die 
Endlage wieder dieselbe Bewegung, von der man ausgegangen ist. 
Soll also die Fortsetzung fiir den Kérper zu verschiedenen Bewegungen 
fiihren, so miissen die Geraden AB, A’ B’, A”, B”... 


einander 
parallel sein. Das ist aber das oben angegebene Resultat. 
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§ 3. 
Raumformen von verschwindender Krimmung und mit einer hoéheren 
Zahl von Dimensionen. 


Ks ist hier nicht der Ort, die allgemeine Theorie der Raumformen 
von mehr als drei Dimensionen zu erdrtern. Ich muss aber daran 
erinnern, dass eine Theorie, welche die mehrdimensionale Geometrie 
bloss als bequemen Ausdruck fiir analytische Wahrheiten betrachtet, 
fiir unsern Zweck nicht geniigt, dass vielmehr ein Unterschied zwischen 
dem Punkte und dem Werthsystem (x,...2,) zu machen ist, da es 
moglich sein soll, dass demselben Punkte verschiedeue Werthsysteme 
entsprechen. 

Wir gehen von einem endlichen n-dimensionalen Gebiet aus, 
dessen Kriimmungsmass gleich Null ist. Hierin wahlen wir » auf 
einander senkrecht stehende Ebenen von » — 1 Dimensionen zu 
Coordinatenebenen und bezeichnen die darauf von einem Punkte ge- 
fillten Senkrechten (durch dasselbe Liingenmass gemessen), als die 
Coordinaten des Punktes. Dann erscheint der Ausdruck fiir das 
Quadrat der Entfernung zweier Punkte x und a” unter der Form 

(a,' — 2")? + +++ (a — ae)’, 
und hieraus leiten sich die Formeln fiir die starre Bewegung her. 
Wir nehmen jetzt an, eine gewisse Bewegung fiihre einen Kérper 
wieder in seine Anfangslage. Dabei andern sich die Coordinaten stetig. 
Sind aber (a, ...%,) die Coordinaten, von denen wir ausgehen, und 
entsprechen ihnen die (y,... Yn), also (y;... Yn) den (a,'... 2%y’), 
(y,"..-+ Yn) den (a," ...%,”"), so muss die Gleichung bestehen: 


(1) > (ys — ye" = >) (ae — ay") 


Somit ist (zuniichst fiir einen bestimmten endlichen Bereich): 


(2) Yx = >) apate + bs (fir x—=1...n), 

und es bestehen die Beziehungen: 

(3) Dt xy dig = O42 fit Oye = 1, 
O..=0, wofern e Zz x ist, 

und Determinante |a,2| = 1. 


Hier kénnen wir offenbar von der identischen Substitution 
(Yr = % +++ Yn = Mn) 
absehen, da demselben Werthsystem auch stets derselbe Punkt ent- 
spricht. Zweitens darf in dem betrachteten Bereich, auf welchen die 
Untersuchung zuniichst beschriinkt ist, der Werth von 


(Yi — %)? +--+ + (Yn — tn)? 
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nicht unterhalb einer bestimmten positiven Grenze sinken, weil sonst 
in diesem Theile des Raumes kein fester Kérper liegen kénnte. Wenn 
niimlich den Punkten (x) eine gewisse Bewegung beigelegt wird, so 
wird fiir die Punkte (y) dadurch eine Bewegung bestimmt, welche im 
allgemeinen von der ersten verschieden ist; das ist aber fiir Punkte 
desselben Koérpers nicht méglich. Endlich darf aber auch die hier 
angegebene Zuordnung, wofern sie auf weitere Raumtheile nach den 
Festsetzungen des ersten Paragraphen ausgedehnt wird, nicht auf 
Werthsysteme fiihren, deren Coordinaten beliebig nahe kommen. 

« Um zu erkennen, welches die geeigneten Raumtheile sind, die zu 
den zunichst betrachteten hinzugenommen werden miissen, untersuchen 


wir die Gleichungen (2) rein analytisch und betrachten das System der 
n Gleichungen : 


(G4, —1) 8) + 28 +++ + Gin, +b, =90, 
(4) Ay, 5, + (Go.—1)8, +--+ + Gank, + b, =0, 


anib + eGnzby he (Gan — 1) En + bn = 0. 


Wenn hier, was fiir ein gerades m das Allgemeine ist, die Deter- 
minante 


a;,— | ee | 
(5) Ay, Q@oo—1--- dex 


Gnt a ee Gnn— 1 | 


nicht verschwindet, so giebt es ein einziges reelles Werthsystem 
(E, ... &,), welches den Gleichungen geniigt. Wenn aber die Determi- 
nante verschwindet, so miissen fiir ein gerades x, welches zuerst be- 
trachtet werden soll, auch alle Unterdeterminanten nm — 1'" Grades 
gleich Null sein. Wofern dann die Unterderminanten » — 1'e Grades, 
welche aus der Matrix 


| ay, — 1 @jo +++ An b, | 
! br Qyy—1--- dan db, | 
(6) eee rere ae 
| Ant Ang + <i. 1 bn | 


gebildet werden kénnen, nicht siimmtlich verschwinden, geniigt den 
Gleichungen (4) ein einziges unendlich grosses Werthsystem*); ver- 


*) Man gestatte mir diesen kurzen Ausdruck, welcher fiir die Darlegung der 
verschiedenen in Betracht kommenden Beziehungen sehr bequem ist. Ein ein- 
zelnes unendlich fernes Werthsystem giebt fiir das Endliche eine ganz bestimmte 
Richtung an und ordnet jeder Geraden, der diese Richtung zukommt, eine andere 
Gerade von derselben Richtung zu, Ebenso entspricht einer Mannigfaltigkeit von 
unendlich fernen Punkten fiir das Endliche eine solche von Richtungen. 





























Ueber die Clifford-Klein’schen Raumformen. 967 


schwinden aber auch die simmtlichen zuletzt genannten Determinanten, 
so bilden die endlichen Lésungen von (4) eine zweifache Unendlich- 
keit. Ebenso verschwinden mit allen Unterdeterminanten » — 2' 
Grades von (5) auch alle vom » — 3'™ Grade; es handelt sich also 
darum, ob auch die entsprechenden aus (6) gebildeten Determinanten 
verschwinden oder nicht; im letzteren Falle geniigt den Gleichungen 
(4) nur eine zweifache Unendlichkeit von unendlich grossen Werthen, 
im ersteren aber eine vierfache Unendlichkeit von endlichen Werth- 
systemen. Wenn endlich alle Unterdeterminanten zweiten Grades ver- 
schwinden, so muss allgemein a,, = 0,, (0 oder 1) sein; sind nicht 
zugleich alle b, null, so geniigt den Gleichungen eine (n— 2)-fache 
Unendlichkeit von unendlich grossen Werthsystemen; verschwinden 
aber zugleich alle b,, so werden die Gleichungen identisch befriedigt. 

Fir ein ungerades » wird die Determinante (5) stets verschwinden ; 
wenn dann nicht alle -reihigen Determinanten der Matrix (6) gleich 
null sind, so wird den Gleichungen kein endliches oder unendlich 
grosses Werthsystem geniigen; verschwinden aber diese » + 1 Deter- 
minanten, so geniigen den Gleichungen (4) alle Werthsysteme einer 
einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Wofern jetzt die siimmtlichen 
ersten Unterdeterminanten von (5) verschwinden, werden auch alle zweiten 
Unterdeterminanten gleich null; sind aber nicht zugleich alle (n—2)- 
reihigen Determinanten, welche aus (6) gebildet werden kénnen, gleich 
null, so wird den Gleichungen (4) durch die Punkte einer unendlich 
fernen Geraden geniigt; wenn aber auch die zuletzt genannten Deter- 
minanten siimmtlich verschwinden, so geniigen den Gleichungen (4) 
endliche Werthsysteme, welche eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit 
aufiillen u. s. w. Schliesslich mégen alle Unterdeterminanten zweiten 
Grades von (5) verschwinden, dann miissen alle Elemente dieser Deter- 
minante gleich null sein; es kommt dann noch darauf an, ob auch 
alle b, verschwinden oder nicht; im letzteren Falle geniigen den 
Gleichungen (4) nur unendlich grosse Werthe, und zwar fiillen die- 
selben eine (wn —2)-dimensionale Mannigfaltigkeit an; im ersten Falle 
sind die Gleichungen (4) identisch erfiillt*). 

Wir nehmen an, das endliche Werthsystem (§, ... &) geniige 
den Gleichungen (4); dann folgt aus ihrer Verbindung mit (2), dass 
fiir ein ganz beliebiges p auch die Gleichungen bestehen: 

Y¥,+ PE, wy + P&, 
(7) ~ Ii+p = Dba t+ bx 

Legen wir hier dem p hinreichend kleine positive oder negative 
Werthe bei, so liegen auch die Punkte Z, — 


*) Ob die hier mitgetheilten Siitze bereits friiher bewiesen sind, kann ich 
nicht sagen; jedenfalls bietet der Beweis keine grossen Schwierigkeiten. 





innerhalb des 
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Bereiches, welcher von dem betrachteten Kérper in der Anfangslage 
eingenommen wird. Dieser ganze Bereich kann also mit geraden 


Linien angefiillt werden, welche einmal in der Form fet Ph ond 


a 
Y, + pé 


dann in der Form —; ey dargestellt werden kénnen. Nun fiige 
man dem angenommenen Bereiche neue Raumtheile so hinzu, dass 
dadurch die Linien verlingert werden. Die Gleichungen (7) stellen 
also auch dann noch das Zusammenfallen von Punkten dar, wenn p 
immer mehr wiichst. Zugleich entspricht dem Werthsystem (&, ...&,) 
ein bestimmter Punkt. Lasse ich von diesem Punkte eine gerade Linie 
ausgehen, so miissen deren Punkte identisch sein mit den Punkten 
einer zweiten Geraden, welche von demselben Punkte ausgeht; riickt 
der Punkt auf der ersten Linie immer niher an den Punkt (&), so 
thut dasselbe der Punkt auf der zweiten Linie. Wenn also die Werth- 
systeme (2) und (y) denselben Punkt darstellen, so kann der Ausdruck 
=(y. — «,)* einen beliebigen kleinen Werth erhalten, was nach den 
obigen Darlegungen unmdglich ist. Somit diirfen die Gleichungen (4) 
durch kein im Endlichen liegendes Werthsystem befriedigt werden. 
Das erkennt man auf einem einfacheren Wege. Jedem Werth- 
system (%,..-%,), also auch dem System (&,... &) entspricht ein 
einziger Punkt der Raumform. Denken wir jetzt einen Kérper, welcher 
diesen Punkt in sich einschliesst, so wird die Umgebung des Punktes 


gauz von dem Kérper eingenommen. Sollten aber die Punkte ~ _ 
fiir ein hinlinglich grosses p mit den Punkten Pat identisch sein, 


1+p 
so miissten im Kérper selbst zwei von & ausgehende, ungleich gerichtete 
Gerade zusammenfallen, was nicht méglich ist. 

Endlich darf daran erinnert werden, dass die Zuordnung der 
Punkte des Raumes zu den Coordinaten (x, ...%,) eine eindeutige sein 
muss, solange man innerhalb eines hinliinglich kleinen Bereiches bleibt. 
Indem man diesen Bereich um den Punkt (&,...&,) annimmt und 
von diesen Coordinatenwerthen ausgeht, muss jedem Punkte ein ein- 
ziges Werthsystem zugeordnet werden. 

Umgekehrt diirfen wir aber annehmen, dass jede Zuorduung, bei 
welcher kein endliches Werthsystem sich selbst entspricht, ein Zu- 
sammenfallen von Punkten vermittelt. Sollen nimlich die Coordinaten 
(w) und (y) denselben Punkt bezeichnen, besteht zwischen ihnen die 
Beziehung (2) mit den weiteren Bedingungen (3), und haben die Glei- 
chungen (4) keine endliche Lésung (&, ...&,): so giebt es fiir den 
Werth von (y, — #,)? +----+ (Ya — %,)* ein von null verschiedenes 
endliches Minimum. Sobald wir jetzt annehmen, dass fiir keinen festen 
Korper der Abstand zweier Punkte dieses Minimum erreicht, lasst sich 
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der Kérper ebenso bewegen wie im Euklidischen Raume. Zugleich 
erhalten wir fiir jeden Bereich, dessen Ausdehnung nach keiner 
Richtung hin an jenes Minimum herankommt, die Méglichkeit einer 
eindeutigen Beziehung zwischen den Punkten und Coordinaten. Das 
angegebene Minimum wird aber nicht verkleinert, wenn man die 
Transformation (2) beliebig oft wiederholt oder umkehrt. Wir erhalten 
somit den Satz: 

Soll in einer Raumform mit iiberall verschwindender Kriimmung 
derselbe Punkt durch die rechtwinkligen Coordinaten desselben Systems 
(a, ... an) und (y,...Yn) dargestellt werden, so sind die beiden Be- 
dingungen nothwendig und hinreichend: 

1) zwischen den x und y miissen diejenigen Beziehungen bestehen, 
welche durch die Gleichungen (2) und (3) angegeben werden; 

2) das Gleichungssystem (4) darf keine endliche Lésung besitzen. 

Der Kiirze wegen bezeichnen wir die rechten Seiten der Glei- 
chungen (2) durch ,(a, 1)... @a(z, 1); ersetzen wir hierin x, ... 2, 
durch g,(#, 1)... @n(%, 1), so mégen die neven Functionen durch 
9, (x, 2)... Pa(w, 2) bezeichnet werden. Auf dieseibe Weise definirt 
man die Functionen 9,(”, m)...@n(”, m) fiir jedes ganzzablige 
positive m. Umgekehrt hat man g, (a, 0) =, zu setzen und 
9,(@, — Mm)... Pa(zw, —m) als die reciproke Transformation von 
p,(@, m)...Qna(z, m) zu wihlen. Nun iibersieht man unmittelbar, 
dass, wenn die Transformation ,(z, 1)... @a(%,) einen Punkt in 
seine Anfangslage zuriickfiihrt, auch jede Transformation , (x, m).. 
..@n(%, m) fiir jedes ganzzahlige m dasselbe leistet. Wir miissen 
aber jetzt nach den Bedingungen fragen, unter denen mehrere Trans- 
formationen, deren jede einzelne den angegebenen Forderungen geniigt, 
neben einander fiir dieselbe Raumform bestehen kénnen, Diese Be- 
dingungen kénnen wir freilich hier nicht vollstindig entwickeln, wir 
kénnen aber wenigstens folgendes festsetzen. 

Wir machen eine Transformation abhingig von r ganzen Zahlen 


M,, My, ..+, M,, wo die m, alle ganzen Zahlen annehmen kénnen; 
es seien die Transformationen 
Yu = Ox(L, m,, mM,,...,m,) fir xml... an. 


Dann muss jede solche Transformation wieder den angegebenen Be- 
dingungen geniigen. Zugleich muss aber die Verbindung von irgend 
zwei derartigen Transformationen wieder zu einer Transformation des 
Systems fiihren; d. h. wenn gesetzt wird: 

Ze = x(Y, Mm, ... Mr), 
so muss auch sein 

Su = y(Z, mM,” ... My, ), 
wo die m,, m,, m,” simmtlich ganze Zahlen sind; die Transformationen 
miissen also eine Gruppe bilden. 
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Dadurch ist die Aufsuchung aller in Betracht kommenden Raum- 
formen auf das analytische Problem zuriickgefiihrt, diejenigen discon- 
tinuirlichen Gruppen von Substitutionen der Form (2) mit den Be- 
dingungen (3) anzugeben, welche von einer endlichen Anzahl r von 
ganzen Zahlen m, ...m, abhaingen und fiir welche bei jeder Auswahl 
der Zahlen m, . .. m, die Gleichungen (4) nur unendlich grosse Lésungen 
besitzen. Man kann dieses Problem auch in folgender Weise aus- 
sprechen: die Punkte des -dimensionalen Euklidischen Raumes sollen 
congruenten Zuordnungen unterworfen werden; alle diese Zuordnungen 
sollen von r ganzen Zahlen abhiingen, und jeder Auswahl der ganzen 
Zahlen soll eine einzige Zuordnung entsprechen; bei jeder solchen 
Zuordnung soll kein endlicher Punkt sich selbst entsprechen; die Ver- 
einigung von irgend zwei solchen Zuordnungen soll wieder eine Zu- 
ordnung derselben Schaar liefern. 

Es kann nicht meine Absicht sein, das vorgelegte Problem voll- 
stiindig zu lésen; es muss geniigen, diejenigen Gruppen anzugeben, 
welche sich unmittelbar ohne Rechnung darbieten. Nun zerfallen fiir 
eine beliebige Zahl » von Dimensionen die vorhandenen Gruppen in 


eine grosse Zahl von Arten; die Arten lassen sich aber in + oder 


n-+1 ° ° 
+ Gattungen zusammenfassen, je nach der geringsten Zahl von 





Dimensionen desjenigen unendlich fernen Gebildes, welches bei jeder 
Substitution der Gruppe sich selbst entspricht, 

Erste Gattung, fiir welche jeder in die Anfangslage zuriick- 
fiihrenden Transformation eine (n—2)-fach unendliche Mannigfaltigkeit 
von unendlich grossen, den Gleichungen (4) geniigenden Werthsystemen 
entspricht, oder wie wir jetzt kiirzer sagen, fiir welche bei jeder 
solchen Transformation ein (w—2)-dimensionales unendlich fernes 
Gebilde in Ruhe bleibt. Hierbei soll, wie auch stets im folgenden, 
von der identischen Transformation abgesehen werden. In dieser 
Gattung sind » verschiedene Arten enthalten. Um irgend eine der- 
selben zu charakterisiren, stelle man + Periodensysteme auf: 


a,), @,,..., af, 


a,®), a”), sade @,(?), 


@,""), a), 2.) dal”. 


Hier miissen alle Determinanten, welche aus dem vorstehenden System 
durch Auswahl von irgend r Verticalreihen gebildet werden kénnen, 
von null versehieden sein. Durch passende Wahl des Coordinaten- 
systems lisst sich bewirken, dass jede o,) fiir « > gleich null ist. 
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Dies vorausgesetzt, ist der Punkt (a,, 7,..., 2) identisch mit dem- 
jenigen Punkt, dessen Coordiuaten sind: 


£, + ma, + ma, +--+ + m,a,”, 
Ly + m,@," -- m, 0," -- +++ + m,a,_", 


Ln + m, @,' + m,a,2) +--+ + ma,”, 
wo die m,,m,,...,m, beliebige ganze Zahlen sind. Jede einzelne 
Art ist durch die Zahl r der Periodensysteme bestimmt, und die Zahl r 
kann gleich jeder der Zahlen 1... sein. 

Zweite Gattung, fiir welche bei jeder in die Anfangslage zuriick- 
fiihrenden Bewegung mindestens ein (—4)-dimensionales unendlich 
fernes Gebilde in Ruhe bleibt. Wir machen eine derartige Trans- 
formation abhiingig von r ganzen Zahlen m, ...m, und setzen, indem 


wir dem 9 und den @,@ fir +=3...n, @=1...m feste Werthe 
beilegen: 
Y, = @, cos my — # sin Mm, y, 


Y, = #, sin m,n + &, cos m,n, 
“ = 2, + mo," 4+ +--+ m,a,", 
= a sede m nil - i adie 


= Ly ei m, ot ) ie ia — 
Hierbei kann r ear gleich » — 2 sein, so dass wir n — 2 ver- 
schiedene Arten erhalten. 
Dritte Gattung. Sie ist dadurch charakterisirt, dass bei jeder 
in die Anfangslage zuriickfiihrenden Bewegung mindestens ein (n — 6)- 
dimensionales unendlich fernes Gebilde in Ruhe bleibt. Dieser Be- 
dingung geniigt man durch die Gleichungen: 


Y, = 2, cos Mm, y — x, Sin my, 
Y. = x, sin m,n + x, cos my, 
Y, = 2, cos m,n — 2, sin m, 7’, 
Y, = 2% sin m,y + &, cos m, 7’, 


y; = 2, oa gs. @,()) it dea: M, @,' , 


Yn = Tr + m, oo, ‘- a m, 04". 

Auf diese Weise kann man weiter fortfahren, und man erhiilt 

bereits zahlreiche Arten, wobei noch zu beachten ist, dass die zu der- 

selben Art gehérenden Raumformen nicht als identisch angesehen 
werden diirfen. 

Die vorstehende Liste ist aber keineswegs vollstiindig. Selbst wenn 

keine weitere Beziehung zwischen den y und @ festgestellt wird, kann 
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man z, B. fiir » —6 die zusammenfallenden Punkte durch die Trans- 
formation erhalten: 


Y, = XL, COS M,N — Z, Sin mM, y, 
Y. = 2, sin M,y + 2, cos my, 
Y, = XL, COS m,n — X, Sin M,7', 
Y, = 2%, sin m, x + x, cos m,1, 
Y; = @, + mo, + m,@;', 
Yq = Xe + m, a, + m, 0... 

Man kann aber auch zwischen den Werthen der 9 und @ beson- 
dere Beziehungen festsetzen, welche es ermdglichen, noch weitere 
Transformationen hinzuzufiigen. So liefert die mitgetheilte Tabelle 
fiir n = 3 zwei Gattungen, deren erste drei und deren zweite eine 


Art enthilt. Zu ihnen tritt die Raumform hinzu, in welcher das 
Zusammenfallen von Punkten durch die Gleichungen angegeben wird: 


y, = &,(—1)™ + m' av’, 
Y, = £,(— 1)" + ma’, 
Y, = % + moa 


§ 4. 
Raumformen von constanter nicht verschwindender Kriimmung. 


Wenn eine n-dimensionale Raumform in einem endlichen Gebiete 
das constante Kriimmungsmass 1 : k? besitzt, so lisst sich immer das 
Gebiet dadurch untersuchen, dass man zur Bestimmung eines jeden 
Punktes » + 1 Variabele 2, %,,..., 2, einfiihrt, zwischen denen die 
Beziehung: 

(1) ay + at fos pat =k 
besteht, und dass festgesetzt wird: 

a) die Beziehung (1) soll bei jeder Transformation welche einer 
starren Bewegung entspricht, ungeiindert bleiben, 

b) fiir je zwei Punkte xz und ~@’ soll sich auch die Beziehung 


(2) kr xyty + aa, + +++ + a0, =k? cos ; 
nicht iindern. 

Dann kann man die Raumform geometrisch weiter fortsetzen und 
man erhilt alle diejenigen Coordinatenwerthe, welche mit (1) vereinbar 
sind und zu denen man analytisch bei stetiger Veriinderung von dem 
Werthsystem (1,0,...,0) aus gelangt. 

Fiir ein positives k? erhilt man, wofern die Voraussetzung gemacht 
wird, dass die Bewegung irgend einer Stelle auch die einer jeden 
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andern eindeutig bestimmt, zwei Raumformen, deren analytische Be- 
handlung dadurch ganz gleichférmig wird, dass beidemal dieselben 
Formeln gelten und dass man das eine mal verschiedenen Werth- 
systemen auch verschiedene Punkte zuordnet, wihrend im andern Falle 
demselben Punkte zwei Werthsysteme 


(%, %,+++,%m) und (—%, —%,++ +, —2n) 
entsprechen. Sehen wir aber jetzt von der Forderung ab, dass die 
Raumformen bei jeder Bewegung eines Kérpers auch als Ganze be- 
wegt werden, so mége eine gewisse starre Bewegung einen Kérper in 
seine Anfangslage bringen. Dadurch mégen die Coordinaten 2,2, ...,%n 
iN Y%,)Y,>--+,) Ya Ubergehen, indem die Beziehungen bestehen: 


(3) Yo => Gon Se, +> +s Fa -> AnxXy. 
zx=0 z=0 
Die Relationen, welche zwischen den Coefficienten a bestehen, 
ergeben sich aus den Gleichungen (1) und (2). Die identische Trans- 
formation ist ausgeschlossen. 
Wir untersuchen, ob es ein Werthsystem §&, &, ..., && giebt, 
welches den » + 1 Gleichungen geniigt: 


(Ay 1) &) + a8; +++ + donnée = 9, 
(4) ar ae ee ee ee 
dnyéy + Gini é + Hee + (dun — 1) 8, == (), 
Fiir ein gerades » giebt es immer ein Werthsystem, welches diesen 
Gleichungen geniigt. Dann zeigen wir auf dieselbe Weise, wie im 
vorigen Paragraphen, dass eine solche Transformation fiir den an- 
gegebenen Zweck nicht geeignet ist. Somit giebt es itiberhaupt in 
diesem Falle nur die beiden lingst bekannten Raumformen, und die 
starre Bewegung irgend eines Theiles in einem Raume constanter 
positiver Kriimmung bestimmt bei einer geraden Zahl von Dimensionen 
die Bewegung fiir jeden andern Theil eindeutig. 
Wenn dagegen » ungerade ist, so kommt es auf den Werth der 
Determinante an: 


Ay — 1 Go °** Gon | 
. , M,—1-+-- a 
(5) | 10 i in 
| Ano Ani ++ Ann — 1 


Sobald sie null ist, geniigt den Gleichungen (4) mindestens eine 
einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Werthen &, &,..., &, und 
jede derartige Transformation ist auszuschliessen. Soll also eine von der 
identischen verschiedene Transformation einen Kérper in seine An- 
fangslage zurtickbringen, so muss die Determinante einen von null 


Mathematische Annalen, XX XIX. 18 
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verschiedenen Werth haben (und zwar wird dieser nothwendig positiv 


sein). Dann besteht die Bewegung in einer gleichzeitigen Verschiebung 


lings att verschiedenen geraden Linien. Umgekehrt kann man zur 


Bestimmung einer jeden Bewegung, bei welcher kein Punkt in Ruhe 


bleibt, zuniichst die ott Geraden auswihlen; nur muss jede von 
ihnen eine absolute Polare aller iibrigen sein; dann hat man fiir jede 
dieser Geraden eine Verschiebung von gewisser Grosser festzusetzen. 
Wenn dabei die Verschiebung fiir zwei solche gerade Linien gleich 
gross ist, so werden auch alle Punkte einer dreidimensionalen Ebene 
in geraden Linien (die zu einander nach Cliffords Ausdruck parallel 
sind) bewegt und lings aller dieser Linien ist die Verschiebung gleich 
gross. Ist noch die Verschiebung lings einer dritten unter jenen 





— Linien ebenso gross wie lings der beiden ersten, so gilt ent- 
sprechendes fiir eine Schaar von Geraden, welche eine fiinfdimensionale 
Ebene anfiillen u. s. w. 

Da in einer Riemann’schen Raumform von einer ungeraden Zahl 
von Dimensionen je zwei Gebilde congruent sind, wenn jedes die 
Gegenpunkte des andern enthilt, so kénnen wir ganz davon absehen, 
welche von beiden Raumformen zu grunde gelegt wird*). Wir be- 
trachten jetzt die Verschiebung L lings einer der angegebenen Geraden 
und nehmen an, wir hiitten die kleinste gewahlt, welche dem ange- 
gebenen Zweck liings dieser Geraden geniigt. Da eine solche existiren 
muss, ist der Fall ausgeschlossen, dass Z zu xk incommensurabel ist. 


a r . : . . 
Wire L = ry ak, wo r und p relativ prim zu einander sind, so kénnte 
: ; ; 1 ; 
man zu einem kleineren Werthe, speciell zu pz gelangen. Wir 


setzen also L = = ak. Dann fihrt eine p-malige Wiederholung der 


angegebenen Transformation zu den entgegenyesetzt gleichen Coordi- 
naten fiir die Punkte der bezeichneten Geraden. Wiire aber die Ver- 


schiebung liings einer andern aus den "+! Geraden nicht ebenfalls 


» 
- 





gleich > tk, so kénnte man auf die durch p-malige Wiederholung 


erhaltene Transformation wieder die im vorigen Paragrapheu (S. 11. 12) 
durchgefiihrte Betrachtung anwenden. Wenn also die Coordinaten- 
werthe fiir die Punkte der einen Geraden ihre entgegengesetzten Werthe 
erhalten, so muss dasselbe allgemein eintreten. Somit miissen alle 


*) Das ist bei der Herleitung gestattet; die gewonnenen Resultate werden 
im allgemeinen verschiedene, jenachdem sie aus der Riemann’schen Raumform 
oder ihrer Polarform gewonnen werden. 
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att Gerader in sich gleichweit verschoben werden; jeder Punkt des 
Raumes bewegt sich in einer geraden Linie; der Raum ist also mit 
geraden Linien angefiillt, welche iiberall von einander gleich weit 
entfernt und nach Clifford’s Ausdruck zu einander parallel sind. Eine 
soleche Bewegung entspricht aufs schénste der Parallelverschiebung des 
Euklidischen Raumes, Hiernach entsprechen auch alle im vorliegen- 
den Falle mdglichen Raumformen der ersten Gattung, welche im 
vorigen Paragraphen fiir verschwindendes Kriimmungsmass aufgestellt 
ist. Wir erhalten  verschiedene Arten je nach der Zahl der von 
einander unabhingigen Transformationen, welche, ohne identisch zu 
sein oder auf blossen Zeichenwechsel hinauszukommen, einen Korper 
in seine Anfangslage bringen. Fiir drei Dimensionen kann man von 


‘ i . kn ‘ 
einer Schaar von Parallelen ausgehen und alle diese um ry verschieben, 
wo p eine ganze Zahl ist. Hierzu kann eine Verschiebung von der 


Grosse ** (fiir ein ganzzabliges q) lings einer zweiten Schaar von 
Parallelen treten, welche im ganzen willkiirlich ist, nur muss der Sinn 
des Parallelismus (die Windung nach rechts oder links) mit dem fiir 
die erstere Schaar geltenden iibereinstimmen. Endlich kann man noch 
eine dritte Schaar von gleich gewundenen Parallelen hinzunehmen und 


auf ihnen eine Verschiebung Ld festsetzen. Aehnlich verfihrt man 


bei einer grésseren Zahl von Dimensionen. Ich erinnere noch daran, 
dass die so erhaltenen (discontinuirlichen) Gruppen von Substitutionen 
der Gruppe der Parallelverschiebungen des Euklidischen Raumes auch 
insofern entsprechen, als je zwei Substitutionen mit einander ver- 
tauschbar sind. 

Wir fassen das gefundene Resultat in folgender Weise zusammen: 

Fiir eine gerade Zahl n von Dimensionen wird jede Raumform 
conslanter positiver Kriimmung bei der starren Bewcgung eines Theiles 
auch als Ganzes in sich bewegt; es giebt dann also nur die beiden friiher 
gefundenen Raumformen, und jede solche Raumform wird entweder 
durch ein einziges oder doch durch ewei geschlossene (n— 1)-dimensionale 
Gebilde zerlegt. 

Bei einer wngeraden Zahl n von Dimensionen giebt es ausser den 
friiher bekannten noch weitere Raumformen constanter positiver Kriim- 
mung; wenn 1: k*? das Kriimmungsmass und p irgend eine ganze Zahl 
ist, so kann man dadurch in die Anfangslage zuriickgelangen, dass 
man den Raum lings (Clifford’scher) parallelen Geraden um die Strecke 


wd bewegt; solcher Verschiebungen kann man n von einander unab- 
hingige zu einer Gruppe verbinden.” 
Um die Raumformen constanter negativer Kriimmung in gleicher 
18* 
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Weise zu behandeln, wird man wieder von den Gleichungen (1)—(4) 
ausgehen und dem k* einen negativen Werth beilegen. Fiir ein un- 
gerades » braucht die Determinante (5) nicht zu verschwinden; ist 
sie von null verschieden, so wird (ausser Geraden des ideellen Gebietes) 
eine Gerade des reellen Gebiets in sich verschoben; wenn die Deter- 
minante und damit ihre simmtlichen ersten Unterdeterminanten ver- 
schwinden, so bleibt eine Gerade in Ruhe u.s.w. Fiir ein gerades 
verschwindet die Determinante und somit wird mindestens ein Punkt 
ungeindert bleiben. Das ruhende Gebilde kann aber entweder Punkte 
des reellen Bereichs enthalten, d. h. solche Werthe &, &,,..., &, 


fiir welche 
WE? + b+ + SG? <0 


ist, oder es kann das unendlich ferne Gebilde beriihren, d. h. fiir 
kein Werthsystem gilt die Gleichung: 


REP + EP +--+ 87 <0, 
aber fiir ein solches besteht die Beziehung: 


iE? + EP +--+ + EP =O, 
und fiir alle tibrigen die Gleichung: 


Rey tee t + + &2 > 0; 


endlich kann es ganz dem idealen Bereiche angehiéren, d. h. es ist 


allgemein : 
k*é,? + é,? + daa + g.* a 0. 

Der Fall, dass die Gleichung (4) keine Lésung hat, also die 
Determinante (5) nicht verschwindet, befriedigt, wie man leicht sieht, 
alle Bedingungen, welche hier erfiillt werden miissen; ebenso geniigt 
der Fall, dass die Lésungen vollstindig dem idealen Gebiete angehéren, 
ohne das unendlich ferne Gebilde zu beriihren. Dagegen ist der Fall 
auszuschliessen, dass den Gleichungen (4) Werthsysteme des reellen 
Bereiches geniigen, wie die im vorigen Paragraphen entwickelten 
Griinde lehren. Zugleich miissen wir aber auch diejenigen Substitu- 
tionen ausschliessen, bei denen ein unendlich ferner Punkt in Ruhe 
gehalten wird. Das ergiebt sich schon daraus, dass die Lobatschewsky’- 
schen Parallelen nach der einen Richtung unbegrenzt sich nihern , somit 
jeder Kérper so bewegt werden kann, dass er zwei beliebige parallele 
Linien in entsprechenden Punkten trifft. Man kann dies auch auf 
rein analytischem Wege zeigen, indem man das Minimum des Abstandes 
von einem Punkte (x) zu einem damit zusammenfallenden Punkte (y) 
bestimmt; dieser Abstand muss ein bestimmtes endliches Minimum 
besitzen und darf nicht unter jede Grenze sinken. Dieser Bedingung 
wird aber nur geniigt, wenn die Gleichungen (4) keine Lésung haben 
oder wenn alle Liésungen dem idealen Gebiete angehéren, dagegen 
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wird der Abstand unterhalb jede beliebige Grenze sinken, sowohl 
wenn fiir eine Lésung (&) die Gleichung 


— Rete +--+ +h <0, 
als auch wenn daftr die Gleichung 
IE? + Bo be + ht =O 
erfiillt wird. Der Beweis fiir diese Behauptung ist so einfach, dass 
er nicht mitgetheilt zu werden braucht. Wir sprechen das Resultat 
in folgenden Worten aus: 

Soll die Substitution (3) fiir ein negatives k* geeignet sein, susam- 
menfallende Punkte zu bezeichnen, so muss die Gleichwng (4) entweder 
keine Lisung besitzen oder doch nur solche, fiir welche ist: 

REP +E? +--+ +6? > 0. 

Fiir zwei Dimensionen entspricht die einzige Substitution, welche 
in betracht kommt, der Verschiebung lings einer geraden Linie. Wie 
mehrere solche zu einer discontinuirlichen Gruppe vereinigt werden 
kénnen, ist, wie Herr Klein bereits erwihnt hat, in neuerer Zeit fir 
Zwecke der Functionentheorie untersucht worden. Namentlich kommt 
die Arbeit des Herrn Poincaré sur les groupes fuchsieus, im ersten 
Bande der Acta mathematica in betracht. Ganz ihnlich, wie ich bei 
einer friiheren Gelegenheit (Crelle’s Journal Bd. 89, S. 286) die 
Lobatschewsky’sche Ebene auf eine Halbkugel abgebildet habe, wird 
sie hier auf eine Euklidische Halbebene abgebildet, wobei den geraden 
Linien der ersteren diejenigen Kreise der Halbebene entsprechen, 
welche auf der begrenzenden Geraden senkrecht stehen. Der starren 
Bewegung der Lobatschewsky’schen Ebene in sich entspricht, wenn 
man ¢=2-+ yi setzt, wo die Halbebene durch die Gerade y = 0 
begrenzt wird, die Substitution 
(6) == = +f fir «ad —py=1 
und reelle Coefficienten «, 8B, y,d. Dann kénnen die hier gestatteten 
Substitutionen dadurch charakterisirt werden, dass die Gleichung 


yz + (0—a)2— B= 
zwei reelle ungleiche Wurzeln hat (hyperbolische Substitution). Wir 
sprechen also fiir » = 2 das Problem in folgender Weise aus: 

Man gebe eine endliche Zahl von Substitutionen der Form (6) an, 
welche beliebig oft wiederholt und in beliebiger Folge verbunden, eine 
discontinuirliche Gruppe bestimmen, in der nur hyperbolische Sub- 
stitutionen vorkommen. 

Passende Beispiele findet man in der bezeichneten Arbeit des 
Herrn Poincaré; ebenso werden durch einige unter den von ihm mit- 
getheilten Siitzen bereits ganze Classen von Gruppen ausgeschlossen ; 
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ich glaube jedoch nicht naher auf die einzelnen Gruppen eingehen zu 
sollen. 

Ebenso muss es mir fern liegen, die Frage fiir ein grésseres n 
hier weiter zu behandeln; es geniige, das analytische Problem noch- 
mals anzugeben, auf welches wir das geometrische Problem hiermit 
zuriickgefiihrt haben, und welches in folgender Form ausgesprochen 
werden kan: 

Man soll fiir ein negatives k? die discontinuirlichen Gruppen von 
Substitutionen bestimmen, welche den Bedingungen geniigen: 

1) jede Substitution hat die Form (3), lisst die linke Seite von (1) 
ungeindert und die Determinante ihrer Coefficienten hat den Werth 
eins: 

2) fiir jede einzelne Substitution hat die Gleichung (4) entweder 
keine Lésung oder doch nur solche, fiir welche 


K°E,? + E+ aA + &,? > 0 


ist. 


Braunsberg, den 23, Februar 1891. 











Ueber die angeniherte Darstellung der Irrationalzahlen durch 
rationale Briiche. 
Von 
A. Hurwirz in Kinigsberg i. Pr. 


Man kann bekanntlich jede Irrationalzahl « durch eine unbegrenzte 
Reihe von rationalen Briichen 





(1) ey Xe v3 
"" Ye? Ya’ 

derart anniihern, dass, abgesehen vom Vorzeichen, 
x 1 

(2) SS (n= 1,2,3,---) 
n Yn 


ist. Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus der Lehre von den 
Kettenbriichen; er liisst sich aber auch durch andere sehr verall- 
gemeinerungsfihige Methoden beweisen. Ich erinnere insbesondere an 
die Methode von Hermite*), welche insofern bemerkenswerth ist, 
als sie ein weitergehendes Resultat liefert. 

Die Methode von Hermite ergiebt niimlich zu jeder Irrational- 
zahl @ eine Reihe (1) von rationalen Briichen, fiir welche an Stelle 
der Ungleichung (2) die folgende tritt: 

a“ 
(3) i-> Vig’ (n= 1,2,3,++). 

Es erhebt sich nun die Frage, ob der Factor /3 durch eine 
noch gréssere Zahl ersetzt werden kann, ob also zu jeder Irrational- 
zahl « eine Reihe (1) herstellbar ist, welche die Zahl « noch stiirker 
anniihert, als die Reihe, welche sich nach der Methode von Hermite 
ergiebt. Diese Frage erledigt sich (und zwar im bejahenden Sinne) 
durch die nachstehenden Siitze, welche ich im Folgenden beweisen will: 

Satz I. Jede Irrationalzahl a lisst sich durch eine unbegrenate 
Reihe von rationalen Briichen 

vy Xe 2X3 
M1? Ye’ Ys’ he 
derart anndhern, dass, abgesehen vom Vorzeichen, 


x“ 


“a 1 ‘ 
ap. ae ae eS ee 
% ~< Voy? ( »Y) ) 


ist. 


*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 41, pag. 195. 








280 A. Horwitz. 


Satz Il. Bedeutet 4 eine Zahl, die grisser ist als V5, so giebt 
es Irrationalzahlen «, welche sich durch eine unbegrenzte Reihe von 
rationalen Briichen 

ay Ly «=O 
mn’ Ye’? Ys’ ha; 
nicht derdrt anndhern lassen, dass, abgesehen vom Vorzeichen 
wx 1 


a — % < Te (n = 1,2,3,--+-) 
ist, 

Der zweite Satz bildet eine wesentliche Ergiinzung des ersten, 
insofern er zeigt, dass in dem Ausspruch des ersten Satzes /5 nicht 
durch eine gréssere Zahl ersetzt werden kann. 

Um den Satz I. zu beweisen, entwickeln wir die Irrationalzahl « 
in einen Kettenbruch. Wir setzen also 
(4) «=a,+ 7“ i= m+—, 8) G1 = Un + "2 
indem wir allgemein mit wu, die grésste in «, , enthaltene ganze Zahl 
bezeichnen. Die Entwicklung von a@ in einen Kettenbruch, welche 
sich aus den ersten » Gleichungen (4) ergiebt, wollen wir zur Ab- 
kiirzung durch die Gleichung 


(5) = (My, My, - + y Mny Gy) 
andeuten, und wir wollen ferner den n'*" Niherungsbruch mit 
6 Pe 
(6) q = (M4), %, ieee Hn) 
n 

bezeichnen, Es ist nun bekanntlich 

Pp " 
(7) ao se = ti, 

In In (“nde + G—1) MIM 
wenn wir Kiirze halber 


Un—1 


(8) tn = Gs + = (Untis nga, °° °) + (O, fny Mn—ty * +“ fe) 
setzen. Offenbar geniigt es nun zu zeigen, dass fiir unendlich viele 
Indices » die Ungleichung 

(9) t > Vd 

stattfindet. Denn, der Gleichung (7) zufolge, werden die diesen Indices 
entsprechenden Briiche Pu eine Reihe bilden, welche die in unserem 


Satze angegebene Beschaffenheit besitzt. 

Um nun die, Existenz von unendlich vielen Indices » nachzuweisen, 
fiir welche die Ungleichung (9) erfiillt ist, miissen wir mehrere Fiille 
unterscheiden. 


1, Fall: Unter den Zahlen w,, u,, u,,... giebt es unendlich 
viele, welche grésser als 2 sind. 
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Da nach Gleichung (8) 7, > #a41 ist, so giebt es in diesem Falle 
unzihlig viele Indices n, fiir welche 7, > 3, also um so mehr 
Yn > V5 ist. 

2. Fall: Von einer gewissen Stelle ab kommt in der Reihe 

fo, M3» y,---+ keine Zahl mehr vor, welche grdésser als 2 ist, 


In diesem Falle kann man also den Index & so bestimmen, dass 
jede Zahl der Reihe 


(R) Mey Mitty Hata, +++ 
entweder den Werth 1 oder den Werth 2 besitzt. Hier unterscheiden 
wir nun zwei Unterfille. Niamlich: 

2a. In der Reihe (R) tritt die Zahl 2 unendlich oft auf. 

Es giebt dann unendlich viele Indices n >k, fiir welche wy+41 = 2, 
also 

Tn = (2, Unter Mntsy++-) + (0, ay Mnary + oy Ma—ty + + +> Mo) 
wird. Wir vergleichen diesen Werth von r, mit 

vr, == (2, 2,1, 2,1, 2,1, ...) + (0, 2,1, 2, 1, . . 5 Bana, -» Ba) 

Offenbar ist 
(10) tac Tet 
denn der Werth eines Kettenbruches wird verkleinert, wenn man die 


Theilnenner ungerader Ordnung durch gréssere, die Theilnenner gerader 
Ordnung durch kleinere Zahlen ersetzt. 


Der periodische Kettenbruch (0,2, 1,2,1,...) besitzt nun den 


Werth et , und hieraus ergiebt sich leicht 
limr,=2+42. yet =V3+1>/5. 

Von einem bestimmten Index » ab ist also bestiindig r, > /5 
und es giebt daher, zufolge der Ungleichung (10), auch unendlich 
viele Indices , fiir welche r, > Y5 ist. 

Wir haben nun noch den zweiten Unterfall zu betrachten: 

2b. In der Reihe (R) tritt die Zahl 2 nur endlich oft auf. 

Dann diirfen wir annehmen, dass alle Glieder der Reihe (R) den 
Werth 1 besitzen. Denn andernfalls kénnen wir dieses dadurch er- 
reichen, dass wir einige Anfangsglieder der Reihe (R) fortlassen, oder, 
was dasselbe ist, den Index & durch einen geeignet gewihlten grésseren 
Index ersetzen, Da nun alle Glieder der Reihe (&) den Werth 1 be- 
sitzen, so ist fiir jeden Index n > k: 

f, = (1,1,1,...) + (0,1, 1, .. ., Many «+ -» Bo) 

Fiir den Grenzwerth von r, findet man 

lim r, = Yd, 


r= D 











| 
| 
| 
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und zwar liegen die Werthe von r, abwechselnd tiber und unter /5, so 
dass es unzahlig viele Indices  giebt, fiir welche r, > /5 wird. — 
Wir sehen also, dass die Ungleichung (9) in jedem Falle fiir un- 
endlich viele Indices  erfiillt ist. Hieraus geht, wie wir schon oben 
bemerkt haben, die Richtigkeit des Satzes I. unmittelbar hervor. 
Zum Beweise des Satzes II. betrachten wir diejenigen Zahlen, 
deren Kettenbruchentwicklung mit der Periode (1,1,1,...) endigt. 
Wir wollen zeigen, dass jede soleche Zahl @ die in unserem Satze be- 
hauptete Eigenschaft besitzt. Diese Eigenschaft lisst sich aber offenbar 
so aussprechen: Es giebt entweder iiberhaupt keinen oder doch nur 


eine endliche Anzahl von rationalen Briichen = welche der Bedingung 
x 1 
(11) e— ys i¥ 


geniigen, wo A eine Zahl grésser als /5 bedeutet. 

Um dieses nun zu beweisen, bemerken wir zuniichst, dass nach 
einem bekannten Satze von Lagrange*) sich jeder Bruch, welcher 
der Ungleichung (11) geniigt, unter den Niherungsbriichen 


(12) Dy Boy 
" de qs 
der Zahl @ befinden muss. Setzen wir nun, wie oben, 
an . ee 2. 
In 4%, : 


so ist limr,—=—)5, und da 4>/5 ist, so wird von einem be- 


n—@ 


stimmten Index » ab r, bestiindig kleiner als 4, also 
met 
Wn ~ dgq 
sein. Ks giebt also in der That in der Reihe (12), wenn iiberhaupt, 
nur eine endliche Anzahl von Briichen, welche der Bedingung (11) 
geniigen. 
Unter den hier betrachteten Zahlen « ist die einfachste die Zahl 
ee =(1,1,1,...), 
und es ergiebt sich aus einem bekannten Satze**) unmittelbar, dass 
alle anderen Zahlen @ der Zahl g iquivalent, d.h. in der Form 
_ ag+b 
~ co+td 
enthalten sind, wo a,b,c, d ganze Zahlen bedeuten, welche der 
Gleichung ad — be = +-1 geniigen. 





o=> 





*) Vgl. Serret, Cours d’algébre supérieure (Paris 1877) Bd. I, pag. 19. 
**) Serret, Cours d’algébre supérieure (Paris 1877) Bd. 1, pag. 34. 
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Wir wollen nun an die vorstehend bewiesenen Siitze noch einige 
Bemerkungen ankniipfen. 

Es sei « irgend eine Irrationalzahl und es sei ferner 

%, Be & 
Ww? owe? wm? 
eine unbegrenzte Reihe von rationalen Briichen, deren Grenze die 
Zahl @ ist. Wenn nun 4 eine ‘positive Zahl bezeichnet, so kann 
man die Frage erheben, ob jene Reihe so bestimmt werden kann, 
dass abgesehen vom Vorzeichen 
x 1 
Yn iy® 
ist. Betrachten wir das System aller Zahlen A, fiir welche diese Frage 
za bejahen ist! Zu diesen Zahlen gehéren nach Satz I. stets die- 
jenigen Zahlen, welche )/5 nicht iiberschreiten, Ueberhaupt leuchtet 
ein, dass, wenn 4, irgend eine zu dem Systeme der Zahlen 4 gehdrige 
Zahl bedeutet, auch jede Zahl, welche kleiner als a, ist, zu dem 
Systeme gehért. Um alle Zahlen 4 angeben zu kénnen, braucht man 
hiernach nur die obere Grenze dieser Zahlen zu bestimmen. Wenn 
nimlich g diese obere Grenze bezeichnet, so wird das System der 
Zahlen 4 aus allen positiven Zahlen bestehen, welche g nicht tiber- 
schreiten (wobei indessen modglicher Weise die Zahl g selber aus- 
zuschliessen ist). 

Die Zahl g ist durch die Irrationalzahl « offenbar vollstindig be- 
stimmt; es gelten von ihr die nachstehenden Siitze: 

1) ,,Wenn in der Kettenbruchentwicklung von @ unendlich viele 
verschiedene Theilnenner auftreten, so ist die zu @ gehdrige Zahl g 
unendlich gross“. 

2) ,,Wenn in der Kettenbruchentwicklung von « nur eine endliche 
Anzahl verschiedener Theilnenner auftreten, so besitzt die Zahl g 
einen endlichen Werth, welcher folgendermassen niiher bestimmt 
werden kann: 

Es sei, wie oben, a = (u,, My, Uy,--.), sowie 

Y= (Un+1, Unt2, ++ ) + (0, Un, Un-1) ++ 9) by). 

Man bilde nun die Hiufungsstellen der Werthemenge 

12 %or%30> 

Dann wird die obere Grenze dieser Hiiufungsstellen die zur Zahl « 
gehorige Zahl g sein“. 

Infolge des letzteren Satzes fiihrt die nihere Untersuchung der 
Zahlen g auf Betrachtungen, wie sie sich in dem Aufsatz von Herrn 
Markoff ,,Sur les formes quadratiques binaires indéfinies“*) finden. 


*) Mathematische Annalen, Bd. 15, pag. 381. Der Zusammenhang, in welchem 
die Untersuchungen des Herrn Markoff mit der von uns behandelten Frage 


(s = 1,2,3,...) 
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Um die hauptsichlichsten Resultate, zu welchen die Untersuchung 
der Zahlen g fiihrt, in einfacher Form aussprechen zu kénnen, wollen 
wir eine Kintheilung der Gesammtheit aller Irrationalzahlen in Classen 
vornehmen. Und zwar soll diese Eintheilung nach der Massgabe ge- 
schehen, dass zwei Zahlen « und e@’ stets und nur dann in dieselbe 
Classe gerechnet werden, wenn sie fquivalent sind, d. h. wenn zwischen 
ihnen eine Gleichung der Gestalt 

,_ ae +b 

~ Cca-d 
besteht, wo a, b, c, d vier ganze, der Bedingung ad — be = + 1 
geniigende Zahlen bedeuten. Dies vorausgeschickt bestehen nun die 
folgenden Siitze, deren Beweise man leicht den Markoff’schen Be- 
trachtungen entnimmt: 


1) Irrationalzahlen, welche in dieselbe Classe gehdren, entspricht 
dieselbe Zahl g. 


, ‘ 1+V¥6 ... 
2) Jede Irrationalzahl «, mit Ausschluss der zu 145 diquiva- 
lenten Zahlen, lisst sich durch eine unbegrenzte Reihe von rationalen 
Briichen 
> = & 
M7? Ye’ Ys’ 
derart annihern, dass, abgesehen vom Vorzeichen, 


vy 


1 9 2 
ae— <a (n—1,2,3,...) 
Uv, V38-y; 





ist. 

3) Ist die Zahl A grisser als V5, so lisst sich jede Irrationalzahl «a, 
mit Ausschluss gewisser Irrationalzahlen, durch eine unbegrenate Reihe 
von rationalen Briichen 

y Xe fp 
Mm? 92? Ys’ 
derart annihern, dass, abgesehen vom Vorzeichen, 


x, 1 
a-—-— 





— (#—1,2,3,... 
Vn ly? ( Tk Baal ) 


ist. Die auszuschliessenden Irrationalzahlen bilden eine endliche Anzahl 


von Classen,‘ wenn 2 < 3 ist; sie bilden unendlich viele Classen, wenn 
A>3 ist. 


Kénigsberg i./Pr., 16. Juni 1891. 


stehen, erklirt sich aus dem Umstande, dass diese Frage auf die Untersuchung 


der Werthe hinausliuft, welche die quadratische Form y(ay — 2) fiir ganzzahlige 
Werthe der Unbestimmten x, y annimmt. 




















Ueber algebraische und durch Quadraturen algebraischer Func- 
tionen darstellbare Integrale partieller Differentialgleichungs- 
systeme. 


Von 


Leo KorniasBercer in Heidelberg. 


Ein algebraisches partielles Differentialgleichungssystem beliebiger 
Ordnung liisst sich bekanntlich auf ein solches erster Ordnung von 
der Form reduciren 


4 Bu ‘9 Bin 
> j 0 ou u 
fee, cm 7 (21; a+ oy En)ur eee atte on) eee (3) eee 
(2)... (28) 0, 
Ox 02, 


. —— &y a2 y OU, 
Fe hana eins: Puen tl” sh (34 





(1) 


r (44) Boy ---yZn) 1... 80" ( ," pu.)i™ 
Hy tr Ly dreee 19729°**98 1 cee y BY; “ve oz oe 


| Aegey*.. LF" ace, 
Ox 02 





worin die Functionen Fey, gas (21, 29)+++) 2n) algebraische Functionen der 
eingeschlossenen Gréssen und die @, B,..., 0 ganze positive Zablen 
bedeuten, und es werde angenommen, dieses Differentialgleichungs- 
system besitze ein particuliires Integralsystem von der Form 


a Sue 
u,, == F, & - + pie Ogyin =<: ME } {\(s) ds,... J fu (8) is), 
(2) Jt; = F, s » + —iley Tits caiie / f,(8) ds,... J fu(s) is), 





ly, = F,, a a er f {(s)ds,... J fu(s) is), 
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worin F’,, F,,... algebraische Functionen der eingeschlossenen Gréssen, 
Vi y+ +9 V2, S,,+-++) 8 irreductible algebraische Functionen von ¢,,..., 4x, 
ferner /,(s),-...,f.(8) irreductible algebraische Functionen von s_ be- 
deuten, und die Integrale 


(a) f P (s) ds, fine ore : 4.0 ds 


nicht schon unter sich und mit 2,,...,2, in einem algebraischen 
Zusammenhange stehen sollen, was offenbar stets ohne Beschriinkung 
vorausgesetzt werden darf, da im entgegengesetzten Falle vermége 
bestehender algebraischer Beziehungen die abhiingigen Integrale auf 
algebraischem Wege aus den Ausdriicken (2) herausgeschafft werden 
kénnen. Bildet man nun in bekannter Weise eine algebraische Func- 
tion t, von 2,, %,..-)2n, welche die Lésung einer mit Adjungirung 
von 2,,-..,%, und den Coefficienten des Differentialgleichungssystems 
fags, tig2, (84) + + +» Sn) irreductibeln Gleichung 


(3) t*-+- r; (219+ 5+) ny fee 1s toa) t*—1 + satis +- Ve (Zjy +++) 2ny fey Go 9.- ) = () 
ist, in welcher 7,,...,7, rationale Functionen der eingeschlossenen 
Gréssen bedeuten, und durch welche die Gréssen 

(b) Upp e ey Udy Spy ee oy Sus Ly (Si), + © +) Fu (Su) 

rational in der Form ausdriickbar sind 


Vo = Po (41; sey Say fag, Foo? 4), 
(4) so => o(4,; +++) Sny fag 1, 925-9 4), 
fa (So) ead (415 sy Bay fag 1, aga. 4), 


so werden die durch (4) transformirten Ausdriicke (2) in das Gleichungs- 
system (1) eingesetzt eine algebraische Gleichung in ¢, liefern, deren 
Coefficienten rational aus den unabhiingigen Variabeln und den Coeffi- 
cienten des Differentialgleichungssystems zusammengesetzt sind, da 
die Abel’schen Integrale (a) vermége der Annahme der Nichtexistenz 
einer algebraischen Beziehung zwischen denselben aus den erlangten 
Substitutionsrésultaten herausfallen miissen*). Da aber die Gleichung 
(3) als irreductibel mit Adjungirung der angegebenen Gréssen voraus- 
gesetzt wurde, so miissen bekanntlich die durch Substitution erhaltenen 
algebraischen Gleichungen in ¢, durch simmtliche Lésungen 
(c) thy bay very be 
der Gleichung (3) befriedigt werden, und man erhilt somit aus (2) 
*) Man sieht hieraus zugleich, dass, wenn die Abel’schen Integrale um 
willkiirliche Constanten additiv vermehrt werden, die so entstehenden rechten 


Seiten der Gleichungen (2) wiederum ein iihnliches particuliires Integralsystem 
der partiellen Differentialgleichungen (1) liefern werden. 
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x verschiedene Integralsysteme, wenn man hierin die aus (4) sich 
ergebenden Werthe substituirt, in denen ¢, der Reihe nach durch die 
x Gréssen (c) ersetzt wird. 


Wir erhalten daher den folgenden Satz: 


Besitzt das algebraische partielle Differentialgleichungs- 
system (1) ein aus algebraischen Functionen und Abel’ schen 
Integralen algebraischer Functionen algebraisch zusammenge- 
setates Integralsystem*), so kann man aus demselben x andere 

‘ solcher Integralsysteme herleiten, indem man in die Ausdriicke 
(2) die aus (4) hervorgehenden Werthe substituirt, welche 
erhalien werden, wenn statt t, stimmtliche Lisungen der 
Gleichung (3) gesetet werden, und t, die Lisung einer mit 
Adjungirung der unabhiingigen Variabeln und der Coefficienten 
des partiellen Differentialgleichungssystems irreductibeln alge- 
braischen Gleichung ist. 

Ist das Integralsystem (2) ein rein algebraisches, so braucht man 
offenbar nur %,;, %,, ..., U1 als rationale Functionen von ¢, auszu- 
driicken und erhilt durch Substitution von ¢,, ¢,,...,¢, die x anderen 
algebraischen Integralsysteme. 

Setzen wir nun voraus, das Differentialgleichungssystem (1) sei 
ein lineares, habe also die Form 


; = , ou, 
Ay, +++ + Arey + B,, 5 +e 0+ By 5+ 
é du, 
$y BR Ge Bm dy 
Ou 


> 0 > é v 
Ay, uy, +--+ + Ag, u + B,, = +---+ By, = +. 


(5) 


¢ 


ou Ou 
+ Cy, ore to OE — == Ay, 
a 


n 


~ . oes du, 
Ayit, ++ + Avy tty + By Ss + Bry oe + 
0%, oO, 
a ou, 
+ On Gt bt Ow a Ay 





worin die Gréssen A, B,...,C irreductible algebraische Functionen 
VON 2,,%,...,%, bedeuten, und nehmen an, es habe dieses Differential- 


*) Es ist unmittelbar zu sehen, dass der Satz bestehen bleibt, wenn statt 
der Abel’schen Integrale allgemeiner solche Integrale gewdhnlicher algebraischer 
Differentialgleichungen erster Ordnung eintreten, zwischen denen wiederum dic 
Existenz einer algebraischen Beziehung ausgeschlossen ist, 
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gleichungssystem ein algebraisches Integralsystem, so werden sich 
nach den obigen Auseinandersetzungen mit Hiilfe einer algebraischen 
Gleichung 


(6) ry (2, ++) ny, A, By... C)B Af He (25 ++ 2n A, B,...,C) =O, 


in welcher r,,...,7, rationale Functionen der eingeschlossenen Groéssen 
bedeuten und welche mit Adjungirung dieser Gréssen irreductibel ist, 
x algebraische Integralsysteme in der Form ergeben 


tie = R, (s,,..., Sn, A, B,..., C, te); 
(7) te = MR, (4; oc cy Say & B, eee C, te), fiir «= 1, a 
tan == §,(8,, . . -) Ba, A, B, .. », O, &), 


worin §t,,..., It» rationale Functionen bedeuten, und man sieht aus 
der Form von (5) unmittelbar, dass die Ausdriicke 


Uy Uyy+ +m, 


Ug + Ugg + +++ Uy , 
(d) U,= - ? U,= ca Pairs oo Oe 
U, a Sta te ete 
x 


wiederum ein Integralsystem der Differentialgleichungen (5) bilden, 
die somit, da 


(8) Uy + D* Rel, « «+1 far Ay By. «4G, te) 
1 

als rationale symmetrische Function der Lésungen der Gleichung (6) 
sich rational durch die Coefficienten derselben ausdriicken liisst, ein in 
den Variablen 2,,...,%» und den Coefficienten A, B,..., C des Dif- 
ferentialgleichungssystems rationales Integralsystem besitzen, — und die 
Elemente desselben kénnen nicht simmtlich Null sein, wenn nicht 
A, = A, =---= A,=0 ist, und kénnen auch nur dann siimmtlich 
constant, also U,; —c,, U, = ¢,,..., Uy, = ¢, sein, wenn 


Aye; $e ++ + Arve, = A,,. ~~, Avie, + +--+ Ape, = Ay 
ist, in welchem Falle jedoch die Substitutionen 
thy — Cy = 0,, thy — Co = Un, . ) My — Cy = Vy 
das System (5) wiederum auf ein homogenes lineares zuriickfiihren 
wiirden. 


Hat somit ein lineares nicht homogenes partielles Differentialglei- 
chungssystem ein algebraisches Integralsystem, so besitzt dasselbe auch 
ein System von rational in den unabhingigen Variabeln und den Coef- 
ficienten der Differentialgleichungen ausdriickbaren Integralen. 

















Algebraische Integrale partieller Differentialgleichungssysteme. 289 


Besteht das partielle Differentialgleichungssystem nur aus einer 
linearen homogenen Differentialgleichung 


. r,) a 
(9) fiery ++ +» &n) x H+ hr (@1, ++ +s én) 53, + ee = &») Sen 
+ f(#,.- -» Sa) 4 = 0, 
worin f,,---, fa, f irreductible algebraische Functionen der un- 


abhiingigen Variabeln bedeuten, und habe dieselbe ein algebraisches 
Integral u,, welches als die Lésung einer mit Adjungirung der Gréssen 
24). ++; 2a, fy>-+ +) fx und f irreductibeln algebraischen Gleichung 


(10) UL 1, (24) + 005 Bay fire +s fay fw + +-- 

oooh 12 (8), 00 0) Suny fyr-- or fay f) =O 
dargestellt werden mag, deren Coefficienten rationale Functionen der 
bezeichneten Gréssen sind, so werden nach den eben bewiesenen Siitzen 
simmtliche Lésungen u,, u.,..., Ux der Gleichung (10) algebraische 
Integrale der Differentialgleichung (9) darstellen, die somit auch das 


in den Variabeln und Coefficienten der Differentialgleichung rationale 
Integral 


(11) w= ty ee ty = — 1, (8, 0 Buy fay > sy fas LF) 


besitzt, welches jedoch identisch Null sein kann. Ist das letztere 
der Fall, und nehmen wir sogleich allgemein an, es sei 


(12) 14 (245-0 4 Smy Fyre sor far F) = 1a (Opy - «09 Snr Aire ey fay f) ees 
ooo am 791(8,, - 0 0) Buy fyy-- 00 fay f) = 9, 


so wird bekanntlich die d'° Potenzsumme der Lésungen der Gleichung 
(10) durch den Ausdruck bestimmt 


(13) wf Page + stm = —Ore(e,,..-, ony firey fay 13 
setzt man nun 


ov Ou 
am of SO ges ee 
(14) v=uwu?, also it, = Ow oa,” 


so geht die Differentialgleichung (9) in 
(1B) fy Oy +5 ud par fa Gar «= 09 Ba) Bee Peo falta + oy Be) $e 
+ Of(2;,.. +) #a)v = 0 


tiber und besitzt die particuliiren Integrale u?, ud — ud, also nach 
(13) das rationale Integral rs(2,,..., 2ny fiy «+ +> fny f); €8 ergiebt 
sich somit aus (14), 
dass, wenn die partielle Differentialgleichung (9) ein 
algebraisches Integral hat, dieselbe auch ein Integral besitet, 
Mathematische Annalen. XXXIX. 19 
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welches sich als eine ganzzahlige Wurzel aus einer in den 
Variabeln und den Coefficienten der Differentialgleichung 
rationalen Function darstellen lisst, 

und, wie unmittelbar zu sehen fiir den Fall, dass f(z,,..., 2,) =O ist, 
dass, wenn die partielle Differentialgleichung 


(16) hi (245 +09 &a) Ge + far oe oy Be) Feb 
sf faltyy + +o Mn) SE m0 


ein algebraisches Integral hat, dieselbe auch ein in den 
Variabeln und den Coefficiénten der Differentialgleichung 
rationales Integral besitet. 

Es mag hervorgehoben werden, dass es bei der Herleitung dieser 
Siitze, welche die bekannten Abel’schen Sitze von den Quadraturen 
algebraischer Functionen als specielle Falle einschliessen, sowie bei 
den sich daran schliessenden, in Kurzem erscheinenden Untersuchungen 
iiber die Irreducibilitét algebraischer partieller Differentialgleichungs- 
systeme wesentlich darauf ankommt, dieselben unabhiingig von der 
Darstellung der allgemeinen Integrale der partiellen Differentialglei- 
chungssysteme durchzufiihren. 

Schliesslich soll noch der oben bewiesene Satz fiir die Herleitung 
einer Kigenschaft totaler algebraischer Differentialgleichungssysteme 
verwerthet werden. 

Wenn 


(17) U, = 0(2,, 2), .. +5 Sn) 
ein Integral der partiellen Differentialgleichung 
, 7 C 
(18) fy (21) B29+ + +) Bn) & + fe (215 229 ++ +5 Bn) cn +s 
. 7] 
waren + fn (415 42, oe Zn) = = 0 
ist, so wird die Gleichung 


. 7] . 
(19) fF, (ys Bar- ++ fn) 53 + tsb fn(2y) ay + + +5 Sn) i = 0 


identisch befriedigt; geht man jedoch andererseits von dem totalen 
algebraischen Differentialgleichungssystem 





(20) 4% — Pa(#ir--8n) day __ fa (41-9) dt, fy (21»-+-+8n) 


az, Fi(Biree-0Bq) ? 48, Aa (Biye.ery) ” a aa fi (219+.+18q) 
aus, so wird bekanntlich w(z,,..., 2n) =a eine Integralgleichung 
und @(2,,...)%,) selbst eine Integralfunction des totalen Differential- 


gleichungssystems (20) genannt, wenn die Gleichung (19) identisch 
erfiillt wird, und es ist somit jedes Integral der partiellen Differential- 
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gleichung (18) eine Integralfunction des totalen Differentialgleichungs- 
systems (20). Da nun unter der Voraussetzung eines algebraischen 
Integrales der Differentialgleichung (18) auf die Existenz eines in den 
Variabeln und Coefficienten dieser Gleichung rationales Integral ge- 
schlossen werden durfte, so erhalten wir den folgenden Satz: 

Besitet ein algebraisches totales Differentialgleichungs- 
system eine algebraische Integralfunction , so hat dasselbe auch 
stets eine solche in den Variabeln und Coefficienten der Dif- 
‘ferentialgleichungen rational ausdriickbare. 

Da nun, wie leicht zu sehen, auch die héheren Potenzsummen als 
die 6", also siimmtliche Coefficienten 


179(B, 90 -0pBag fyys+ghady 1044(8 y+ 0-pMny fy.9-+>sfaeo-9 Va (Ba++ glaghyy--ohad 


der Gleichung (10) Integrale der partiellen Differentialgleichung (16), 
also Integralfunctionen des totalen Differentialgleichungssystems (2U) sind, 
so folgt der Satz, : 

dass, wenn ein algebraisches totales Differentialgleichungs- 
system eine algebraische Integralfunction besitet, diese entweder 
selbst in den Variabeln und den Coefficienten der Differential- 
gleichungen rational ausdriickbar oder als algebraische Func- 
tion von derartig beschaffenen Integralfunctionen darstellbar 
ist, dass aber jedenfalls auch andere in den angegebenen 
Gréssen rational ausdriickbare Integralfunctionen existiren, 

und es gilt somit auch fiir die partielle Differentialglei- 
chung (18) derselbe Satz fiir ein algebraisches Integral der- 
selben. 

Aehnliche Siitze gelten, wie aus friiher*) von mir dargelegten 
Griinden ersichtlich ist, fiir solche Integrale der partiellen Differential- 
gleichung (18), welche aus den Variabeln, Logarithmen von algebraischen 
Functionen dieser Variabeln und Abel’schen Integralen mit eben- 
solechen algebraischen Argumenten und dazugehdrigen algebraischen 
Irrationalitiiten algebraisch zusammengesetzt sind, und so ergiebt sich 
der allgemeine Satz: 

Wenn eine lineare homogene algebraische partielle Dif- 
ferentialgleichung oder ein algebraisches totales Differential- 
gleichungssystem ein aus den unabhingigen Variabeln, Loga- 
rithmen von algebraischen Functionen v,, v2, ... dieser 
Variabeln und Abel’schen Integralen mit ebensolchen alge- 
braischen Argumentens,, 8,,... und dagu gehdrigen algebraischen 
Irrationalitiiten f;(s,), fo(S2),..- algebraisch susammenge- 
setates Integral resp. Integralfunction besitet, wobei angenom- 


*) Vergl. das vierte Capitel meines Lehrbuches der Theorie der Ditterential- 
gleichungen. 
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men werden darf, dass zwischen den Variabeln, Logarithmen 
und Abel’ schen Integralen eine algebraische Beziehung nicht 
besteht, so ist jenes Integral resp. jene Integralfunction entweder 
selbst eine rationale Function der Variabeln, der Coeffi- 
cienten der partiellen Differentialgleichung resp. des totalen 
Differentialgleichungssystems, der algebraischen Functionen 
Vy Vgs + + 0y Spy Soy © ~ ey fy (Sy), fo(S), »»-, der Logarithmen 
und Abel’ schen Integrale oder als algebraische Function von 
derartig beschaffenen Integralen resp. Integralfunctionen dar- 
stellbar , jedenfails existiren aber andere in den angegebenen 
Grissen rational ausdriickbare Integrale resp. Integralfunc- 
tionen. 


Heidelberg, den 30. Juni 1891. 


———_—_.<—¢Q=———_—— 

















Zurickfahrung complexer Zahlensysteme auf typische Formen. 
Von 


GrorG Scuerrers in Leipzig. 


Vorbemerkungen. 


In zwei friiheren Abhandlungen*) beschiftigte ich mich schon 
mit der Theorie der complexen Zahlensysteme. Seither ist es mir ge- 
lungen, eine Anzahl interessanter neuer Sitze tiber diese Systeme auf- 
zufinden und zu beweisen. Es erschien mir daher angemessen, meine 
bisherigen Untersuchungen in dieser Richtung im Zusammenhang 
darzulegen. Die vorliegende Abhandlung ist somit eine Umarbeitung, 
Vervollstindigung und in manchen Punkten eine Berichtigung meiner 
friiheren Schriften. 

So gelingt es im Zusammenhang mit der Lie’schen Theorie der 
Transformationsgruppen, die allgemeine Theorie der Zahlensysteme 
weiter auszubauen. Der Begriff der endlichen continuirlichen Trans- 
formationsgruppe umfasst den des Zahlensystems und daher fliessen 
aus den viel allgemeineren Sitzen der Gruppentheorie ohne weiteres 
eine Reihe wichtiger Folgerungen in betreff der Zahlensysteme. 

In dieser Arbeit verwerthe ich insbesondere eine wichtige von 
Lie herriihrende Scheidung aller Gruppen in zwei Categorien, in die 
integrabelen und nicht-integrabelen, fiir die Zahlentheorie. Diese 
fur die Integrationsprobleme der vollstindigen Systeme grundlegende 
Scheidung gewinnt auch fiir die Zahlensysteme deshalb besondere Be- 
deutung, weil die sogenannten nicht-integrabelen Gruppen nach einer 
Bemerkung von Engel noch anders definirt werden kénnen. Der 
Engel’sche Satz, der m. W. in der Gruppentheorie bisher noch keine 
eigentliche Verwerthung gefunden hat, erweist sich gerade fiir die 


*) , Zur Theorie der aus » Haupteinheiten ableitbaren héheren complexen 
Zahlen“, Ber, d. Gesell. d. Wiss. zu Leipzig, 1889, S. 290—307, ,,Ueber die Be- 
rechnung von Zahlensystemen“, ebenda 8, 400—457. 


Mathematische Annalen, XXXIX. 20 





————— =e 


Ss 








994 Geore Scuerrers. 


Zahlensysteme von Wichtigkeit. Diese Uebertragung einer Classification 
der Gruppentheorie, durch welche alle Zahlensysteme in die Quaternion- 
und Nichtquaternionsysteme eingetheilt werden, zu deren ersteren ins- 
besondere die Hamilton’schen Quaternionen gehéren, verlangt natiirlich 
die Benutzung mehrerer Begriffe der Theorie der Transformations- 
gruppen, die in § 2 dieser Abhandlung in der angegebenen Weise 
verwerthet werden, nachdem im ersten Paragraphen die Grunddefini- 
tionen iiber Zahlensysteme sowie einige Siatze aufgestellt worden sind. 

Von § 3 an beginnt die Untersuchung der Nichtquaternionsysteme. 
Es gelingt, dieselben in § 5 auf gewisse, freilich noch nicht definitive 
aber doch iiusserst niitzliche Formen zuriickzufiihren, die alsdann in 
§§ 6,7 gestatten, mehrere zum Theil neue Sitze iiber diese Systeme 
auszusprechen. Danach macht die Berechnung aller Nichtquaternion- 
systeme bis zu 5 Einheiten in § 8 nur noch geringe Schwierigkeiten. 
Namentlich lassen sich die Nichtquaternionsysteme in 2, 3, 4 Einheiten 
fast ohne jede Rechnung sofort hinschreiben. In § 9 findet sich 
eine Zusammenstellung aller nicht zerfallenden Zahlensysteme tiberhaupt 
in 2,3, 4,5 Einheiten. 

Von § 10 an handelt es sich um die Berechnung der Quaternion- 
systeme. Fiir gewisse derartige Systeme ergiebt sich ein durch seine 
Kinfachheit tiberraschender Satz (2) in § 11. In § 12 werden alle irre- 
ducibelen Quaternionsysteme in 4,5, 6, 7, 8 Einheiten wirklich berechnet, 
wahrend § 13 noch einige allgemeine Siitze iiber gewisse Quaternion- 
systeme bringt. 

In § 14 wird ein kurzer historischer Ueberblick iiber die Theorie 
der Zahlensysteme gegeben. 

Der Hauptunterschied der jetzigen gegeniiber meiner friiheren 
Bearbeitung ruht in der besonders eingehenden Betrachtung der Nicht- 
quaternionsysteme, die den sogenannten integrabelen Gruppen der 
Transformationstheorie entsprechen. Zum besonderen Nutzen gereichte 
der jetzigen Behandlungsweise die Verwerthung des Begriffes der 
Reducibilitat eines Zahlensystems, auf dessen Wichtigkeit ich von 
Herrn Study besonders aufmerksam gemacht wurde. Ueberhaupt sind 
die von Herrn Study selbst herriihrenden Abhandlungen*) iiber 
dasselbe Thema sowie briefliche Unterhaltungen mit ihm dariiber fiir 
die Ziele dieser Abhandlung von bedeutendem Einfluss gewesen. 


*) , Ueber Systeme von complexen Zahlen“, Géttinger Nachr. 1889, 8, 237—268, 
»,Complexe Zahlen und Transformationsgruppen“, Ber. d, Gesell. d. Wiss. zu Leipzig, 
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§ 1. 
Begriff eines complexen Zahlensystems. 


Wie man dem Principe der Permanenz der formalen Gesetze folgend 
nach und nach zu den negativen, gebrochenen, irrationalen und schliess- 
lich zu den imaginiren Zahlen gelangen kann, ist bekannt*). Um nun 
zu den allgemeinen Zahlen zu gelangen, um die es sich hier handelt, 
nimmt man anstatt der beiden Einheiten 1 und i = /— 1 eine Anzahl 
von Hinheiten an, die man etwa mit ¢,, e¢,... €, bezeichnet, und 
bildet aus ihnen linear die allgemeine complexe Zahl 


= HC; + Lyly +++ + Lala, 
in der 2, % ... 2%», Zahlen bedeuten, die den Regeln der elemen- 
taren Arithmetik folgen, also gewohnlich complexe Zahlen. Was die 
Einheiten ¢,, €& ... @, an sich vorstellen, ist fiir unseren Calcul 
vollig gleichgiiltig; sie haben nur formale Bedeutung, und die Zahl x 
hitte auch, unter Verzicht auf die Einfitihrung dieser Einheiten und 
die durch dieselben erméglichte Schreibweise, einfach als der Inbegriff, 
der Complex von m beliebigen gewéhnlichen Zahlen 2,, x ... 2a 
definirt werden kénnen. 
Addition wie Subtraction 


wy = (BY )ey + (Lo Yo) lg +++ + (Ga Yn) en, 


x => Gin Y =>y Gi 


ist, folgen den gewohnlichen Regeln, dem commutativen und dem 
associativen Gesetz: a+b—b+a, (a+b)+c=—a+(b+c) us, w. 
Um zu einer Productdefinition zu gelangen, nehmen wir die fort- 
dauernde Giiltigkeit des distributiven Gesetzes: (a+-b)(e+d) = ae+ 
+be+ad+bd an und haben demnach zunichst: 


“Ly =>'>!} LiYe Cie. 


Gewiinscht wird nun, dass das Product sich wieder als eine allgemeine 
complexe Zahl der hier betrachteten Art darstelle, also eine lineare 
Function der Einheiten ¢,, ¢, ... @, werde. Dazu ist nothwendig 


wenn 


1889, 8. 177—228. ,,Ueber Systeme complexer Zahlen und ihre Anwendung in 
der Theorie der Transformationsgruppen“, Monatshefte fiir Math. u, Phys., I. Jahrg, 
(1890), Heft 8—10. ,,Kecurrirende Reihen und bilineare Formen“, ebenda, II. Jahrg. 
(1891), Heft 1. Diese vier Abhandlungen werde ich spiiter mit Nummern I, II, 
Ill, IV citiren, also: Study I u. s. w. 

*) Man sehe z. B. Hankel, ,,Vorlesungen iiber complexe Zahlen, I. Theil: 
Theorie der complexen Zahlensysteme“, 1867, S. 10 ff. 
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und hinreichend, dass die Producte e;e, selber diese Forderung erftillen, 
also allgemein die Form haben: 


(1) C4 Ck =>: Vik sls, 


wo die y,,, zuniichst ganz beliebig, aber bestimmt zu wihlende ge- 
wohnlich complexe Zahlen bedeuten. Alsdann wird das Product 


xy =>'>'>} Viks LiYes- 


Man kann nun noch fordern, dass die so definirte Multiplication auch 
dem commutativen und dem associativen Gesetze geniige: ab = ba 
und (ab)¢ = a(be). Aber wir wollen den neuen Zahlenbegriff nicht 
so eng einschrinken, sondern nur das Fortbestehen des associativen 
Gesetzes verlangen*). Bildet man dementsprechend das Product (xy)z 
und ferner x(yz) aus den drei allgemeinen complexen Zahlen 2, y, 2 
und vergleicht beide miteinander, so findet man, da die ¢,, é ...¢, in 
beiden gleiche Coefficienten haben sollen, dass die y;,, den folgenden 
Bedingungen unterworfen werden miissen: 


(2) > Viks Voit = > Vikis Vist 
(i, ky j= 1,2... n). 


Hat man die Constauten y;,, im Einklang mit diesen Forderungen, 
sonst aber beliebig gewihlt, so ist das associative Gesetz der Multi- 
plication der neuen Zahlen erfiillt. 

Wir machen noch eine Einschrinkung: Im Gebiete der gewéhn- 
lichen Zahlen existirt eine Zahl, die Kins, die, mit einer beliebigen Zahl 
multiplicirt, dieselbe nicht aéndert. Analog setzen wir fest, dass es 
eine Zahl 

E = € 6 H fly +++ + Enea 
geben soll von der Beschaffenheit, dass jedes x — ex = & sei. Diese 
Zahl « heisst der Modul. Diese Forderung deckt sich mit einer an- 
deren **): Ist niimlich eine soleche Zahl vorhanden und ist % eine 


allgemeine complexe Zahl y a.ei, so ist dann: 
cLE= >: >! > Viks TyE,es = 3 Ls, 


*) In der That ist das associative Gesetz, das eine Verkniipfung zwischen 
drei Elementen herstellt, namentlich wegen seiner Verwandtschaft mit dem all- 
gemeinen Gruppengesetz das weitaus wichtigere. 

**) Es folgt dies aus einem Satz in Lie’s ,,Theorie der Transformations- 
gruppen“, Abschnitt I, 1888, S. 21, unmittelbar. Vgl. auch Study II, 8,239 sowie 


meine erste Abhandlung, 8, 293. Study bezeichnet den Modul als die Zahl Eins 
des Systems, 


d. h. 
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>>! Viks UjpEy = Lz 


(s = 1, 2,...,m). 


Dies sind m in &, &... & lineare Gleichungen im Gebiete der ge- 
wohnlichen Zahlen. Ihre Determinante 


A, | > Viks % | 


|K,s—=1,2...0 


ll 


| 


ist daher nothwendig nicht identisch Null. Ebenso folgt aus ex = 2, 
dass die Determinante 
> Viks Uk | 


eal 
ji, ¢—m1,2.. 





nicht identisch verschwindet. Wenn umgekehrt diese beiden Deter- 
minanten nicht identisch Null sind, so existirt auch ein Modul «, Auf 
den Beweis hierfiir gehe ich nicht ein. 

Die Gesammtheit der Zahlen, die wir aus e,, e ...¢, in der 
Form @ = 2,€, + %¢,-+ -++-+%,e, ableiten kénnen und deren 
Multiplication in obiger Weise definirt ist dadurch, dass man die Con- 
stanten yx, gemass den Bedingungen (2) und 


(3) A,==0, Az == 
in bestimmter Weise auswihlt, heisst nun kurz ein complexes Zahlen- 
system (€,,@...+ @,)- Um das System zu charakterisiren, muss man 


also die Zahl m und die y;,, kennen. Am bequemsten schreibt man 
das System in Form einer n-reihigen Tafel: 


ey €5 es 


acs Vis es Sm Vis Cs “2 V31s Cs * 
| 2H Vi2s Cs 


sodass das Product e; e, im Schnitt der i” Reihe mit der k' Zeile 
zu stehen kommt. Z. B. bedeutet 


€; Cy 


ée,;e, 9 
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das Zahlensystem in zwei Hinheiten e, , ¢,, in welchem e,?= e,, €,2=e,, 
€; € = €,€, = 0 ist, sodass die allgemeine Productregel desselben lautet: 


LY SLY, Cy + LoYoe- 


Die Determinanten A, und A; des Systems lassen sich iibrigens auch 


leicht aus der Tafel ablesen. In dem angegebenen Beispiel sind sie 
einander gleich 


v, 0| 


4, =A, = 0 2, |=: 


In der Tafel des Systems werde ich die Rinder oben und links als 
iiberfliissig meist weglassen und sie nur dann mitschreiben, wenn sonst 
Missverstandnisse méglich wiren. 

Die Tafel kann ihr Aussehen erheblich dadurch findern, dass man 
statt €,, @, ... é, lineare Ausdriicke derselben mit nicht verschwin- 
dender Determinante, kurz n ,,linear unabhingige“ Zahlen des Systems 
als neue Einheiten benutzt, also alle Zahlen des Systems als lineare 
Functionen dieser ausdriickt. Aber die dadurch erhaltenen Formen 
des Systems wird man nicht als wesentlich neu bezeichnen; vielmebr 
wird man alle Systeme, deren Tafeln durch Einfiihrung linearer Func- 
tionen der Einheiten als neuer Einheiten einander gleich gemacht 
werden kénnen, als zum selben Typus gehdrig betrachten. Unsere 
Aufgabe ist es spiiter, durch Einfiihrung neuer EHinheiten die Tafeln 
auf méglichst einfache Formen zu bringen. 

Jede Productbildung in unserem Systeme (e,, €, . . . én) lasst sich 


als eine lineare Transformation in einem Raume m'* Stufe auffassen. 
Multipliciren wir namlich 


a > m6 mit y= >) ne, 


so kommt eine Zahl 
x = >)2i 4; 
fiir die: 


(4) t= >>>: Vike Xi Yr 


(s== 1,2...) 
ist, und diese » Gleichungen stellen eine lineare homogene Trans- 
formation von 2, 2%... %, im %', % ... %m Gar. Yy, Yo. +. Yn 


spielen dabei die Rolle von blossen Parametern. Versteht man unter 
%, L,...%, homogene Punktcoordinaten in einem Raume n'* Stufe, 


so kann & als ein Punkt (z,, 7, ... 2) desselben gedeutet werden, 
ebenso wie z. Die Gleichung 


a= xy 


ist alsdann der kiirzeste analytische Ausdruck fiir die durch (4) dar- 





ae 
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gestellte lineare Transformation der Punkte x dieses Raumes. Zu jedem 
Parametersystem y,, Y. .. . Y, oder Punkt y gehért eine solche Trans- 
formation. Fiihrt man zwei Transformationen nach einander aus, indem 
man einmal mit y, das Ergebnis mit z multiplicirt: 

eam xy, cu =Xs, 
so kommt nach dem associativen Gesetz: 

“== LY. LYS, 
d. h. die successive Ausfiihrung der zu y und zu ¢ gehérigen Trans- 
formationen ist aiquivalent mit der directen Ausfiihrung der zum Punkt 
yz gehdrigen Transformation. Die durch (4) dargestellte Schaar von 
co" Transformationen — es sind wegen A, ==0 gerade oo” — ist 
demnach eine Gruppe und zwar, wie aus den letzten Formeln folgt, 
eine sogenannte Parametergruppe nach der Lie’schen Terminologie.*) 

Ich werde auf die weiteren Beziehungen zur Gruppentheorie nicht 
eingehen, indem ich auf das grosse Lie’sche Werk**) sowie auf die 
diesbeziiglichen Abhandlungen von Study***) und Schur) verweise. 
Am eingehendsten hat Study diesen Zusammenhang untersucht. 

Man kann in einem Producte auch den ersten Factor als constant 
annehmen, also die linearen Transformationen 

x“ = yx 
betrachten, die auch eine Parametergruppe bilden und zwar die zur 
obigen reciproke. Ferner stellt A, == 0 die grésste bei der ersten 
Gruppe invariante Mannigfaltigkeit dar. Sie ist identisch mit der 
durch A; = 0 dargestellten gréssten bei der zweiten Gruppe invarianten 
Mannigfaltigkeit, woraus aber nicht geschlossen werden darf, dass 
A, stets mit A; identisch wire. 

Poincaré}}) bemerkte zuerst, dass jedem Zahlensystem eine lineare 
Gruppe entspricht, deren Parameter linear auftreten. Verbindet man 
hiermit jene von Lie und Engel herriihrenden Sitze aus der Theorie 
der Transformationsgruppen, so erkennt man, dass jedem System com- 
plexer Zahlen zwei cinfach transitive reciproke projective Gruppen 
zugehéren, Der Beweis der wichtigen Umkehrung, dass auch jedem 
Paar einfach transitiver reciproker projectiver Gruppen ein Zahlen- 
system entspricht, wurde aber erst von Study+}7) erbracht. Damit 
war der Zusammenhang mit der Gruppentheorie vollig hergestellt, 


*) Vgl. Lie, a. a. O, Cap. 21, S. 401 ff 
**) Die oben citirte, unter Mitwirkung Engels herausgegebene ‘Theorie 
der Transformationsgruppen. 
***) Die schon angegebenen Abhandlungen, namentlich II und III. 
+) ,,Zur Theorie der aus » Haupteinheiten gebildeten complexen Zahlen“, 
Math. Annalen Bd. XXXIIT (1888), S, 49—60. 
++) ,,Sur les nombres complexes‘, C. R. XCIX (1884), S. 740—742, 
+t) Study II, 8, 202, III, S. 332. 
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Ich werde von diesem wichtigen Zusammenhang, der es, wie schon 
bemerkt wurde, erméglicht, ohne weiteres eine Reihe Lie’ scher Siitze 
auf die Zahlensysteme zu iibertragen, nur insofern Gebrauch machen, 
als zu jedem Zahlensystem ein paar reciproker einfach transitiver pro- 
jectiver Gruppen gehdrt. Die wenn auch sehr bedeutsame Umkehrung 
des Zusammenhanges wird also nicht in der vorliegenden Abhandlung 
benutzt. 


Die Transformation 2 = x y ist infinitesimal, wenn y nur unend- 
lich wenig vom Modul « abweicht: 


y=e+ut, 
wo « eine Zahl des Systems, t eine infinitesimale gewohnliche Zahl 
vorstellt. Dann ist nimlich nach dem distributiven Gesetz: 
a =a2(et+tur)—2+ru-t. 
Sei Uf das Symbol der infinitesimalen Transformation im Lie’schen 
Sinne, ebenso Vf das der infinitesimalen Transformation, welche zu 
y =e-+ vt gehdrt. Alsdann ist leicht zu sehen, dass die infinitesimale 
Transformation, die zu y= ¢ + (wvo—vu)t gehdrt, zum Symbol den 
Klammerausdruck (U V) == U(Vf) — V(Uf) besitzt. Sind nimlich 
S und 7 die substitutionstheoretischen Symbole von Uf und Vf, so ist 
nach Lie 7-'ST die infinitesimale Transformation Uf + 1(UV). 
Aber es ist 7! die zu y= ¢ —vt+v*t?-+ --+ gehdrige infinitesimale 
Transformation, weil bis auf unendlich kleine Gréssen héherer Ordnung 
(e+vr) (e—vt+o7r?+.---) =e ist. Demnach ist Uf+14(UV) 
die infinitesimale Transformation 
“v= a(e—vt+v'r?+---) (eur) (e+v7) 
oder ausgerechnet bis auf Unendlichkleines zweiter Ordnung: 
“e=aleturt+ (uv—vu)r+---]. 
und daher ist (U V) in der That die infinitesimale Transformation 
“=f (e + (uv—vu)r) . 

Hiervon werden wir im nichsten Paragraphen Gebrauch machen. 

Schliesslich mache ich noch einige Bemerkungen, die spiiter ge- 
legentlich benutzt werden sollen: 

Die Determinanten A, und A; haben die Eigenschaft, dass sie, 
fiir das Product wy gebildet, gleich den Producten aus den fiir x 
und y einzeln gebildeten Determinanten sind: 
(5) 4,4,=A4,,, MO, 4,= Ary. 
Man beweist dies leicht durch Benutzung des Maultiplicationstheorems 
der Determinanten und der Bedingungen (2). 

Die Zahlen x, fiir welche A, = 0 oder, was nach dem Friiheren 
dasselbe ist, A, = 0 ist, nenne ich mit Weierstrass Theiler der Null. 
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Sie haben die Eigenschaft, dass es im Systeme nicht verschwindende 


Zahlen giebt, mit denen multiplicirt sie Null ergeben, denn der 
Forderung 


xy =0 
kann, sobald A, = 0 ist, durch unendlich viele Zahlen gentigt werden, 
Die zur Multiplication 
Lye 
inverse Operation, die Division, d. h. die Berechnung von z bei ge- 
gebenem y und ¢ oder von y bei gegebenem x und z — es giebt also 
zwei Arten der Division — ist, sobald y oder x Theiler der Null ist, 
unmdglich, wenn nicht ¢—0 ist. Aus (5) folgt unmittelbar, dass 
ein Product von Zahlen des Systems dann und nur dann Theiler der 
Null ist, wenn irgend einer der Factoren Theiler der Null ist. Ist 
xy = 0 und weder x noch y selbst Null, so sind x und y beide Theiler 
der Null. 
Bedeutet a eine beliebige Zahl des Systems, so wollen wir uns 
die Potenzen w- a7 = a, w-x-“% =x u.s. w. berechnet denken, denen 
wir als nullte Potenz 2° den Modul « zugesellen. Sei etwa: 


é =—6&e, +8 +--++ Enea, 
B= Xe +X,e, +:--+ Mae, 


a = Hy, + X20 + iti > + Zonen, 


xa” = Xm 2 + Ln2ey + wf + ZmneCny 
so sind hier &,1, Ym +. + Ymn gewisse homogene Functionen m' 
Grades von 2%, 2%, ...%,. Die m Zahlen «, 2, 2?... x2" sind 
nun entweder linear unabhingig, d. h. es ist ihre Determinante 
Ht 8) W_%3 - +. Ln-1.n == 0, oder v*-* und eventuell schon friihere 


Potenzen driicken sich linear durch die niederen aus. Allgemein ist 
also etwa 


(6) a me Dy ak! py Gk-* Es +s + Dart + Ore, 

worm g, =|= 0 ist (da sonst durch Division mit 2 eine noch niedere 
Gleichung hervorginge). Die g,, m, ... Qx-1, px bedeuten hierin 
natiirlich gewisse Functionen der Coefficienten z,, 2, . . . Zn im Gebiete 
der gewéhnlich complexen Zahlen, Diese niedrigste Gleichung fir die 
Potenzen einer Zahi « heisst die charakteristische Gleichung des Systems 
(€;,@-..@n) und ihr Grad k kurz der Grad des Systems. k liegt, 
sobald » > 1 ist, zwischen 2 und » und kann, wie wir sehen werden, 
beide Grenzen erreichen. Bildet man die Gleichung 


(7) Uk == yu? + py uk? ++ + git + Gr, 
so kann man sich ihre k gewéhnlich complexen Wurzeln w,, ,. . .a% 
als Functionen von g, ... berechnet denken und hat dann: 
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U + m+ + +h=—>9,, 

Uy Uy fF Uy, Us + - +++ Hit = — QP, 
u. s. w. Deshalb kann die charakteristische Gleichung auch so ge- 
schrieben werden: 
(6) (w—wu,&) (w@—Uy&) ... (U— ume) = O, 
woraus man aber nicht schliessen darf, dass x entweder u,¢ oder u,¢ 
u. s. w. sein muss. Es giebt ja, wie bemerkt, im Systeme nicht ver- 
schwindende Zahlen, deren Product Null ist. 

Beachtenswerth ist, dass alle k Zahlen x — u;é bei der Multiplication 
unter einander das commutative Gesetz befolgen. Es ist niamlich: 

(2—ujé) (4 — Ue) = 2? — WX — We + UWE 

und derselbe Werth ergiebt sich fiir (2— we) (w— ue). Hieraus und 
aus einer friiheren Bemerkung folgt, dass x—w, &,2©— Uy... .2 —Upé 
sammtlich Theiler der Null sind, da ihr Product verschwindet. Die 
Bildpunkte dieser & Theiler der Null liegen simmtlich auf dem Strahl 
vom Punkt ¢ nach dem Punkt 2 und variiren natirlich mit x, indem 
Uy, Up, ... Ue gewohnlich complexe Functionen von 2,, % ... 2a 
bedeuten. 

Sei nun w irgend ein Theiler der Null, der auf diesem Strahle 
liegt, wahrend —wu,&, ©—UWé... 2 — Mme Mit V1, V. ... % 
bezeichnet seien, sodass 

U,V, -.+- 0 = 0 
ist. Bekanntlich existiren stets nicht verschwindende Zahlen y im 
System derart, dass yw = ist. Nun sind aber v,, v,. . . ve durch 


w und « ausdriickbar, da sie auf dem Strahl von w nach «¢ liegen. 
Sei also: 


V%, = A,w+ we, v, = AwW+ We, .. RH AW + ME, 
wo die 2 und w gewdhnlich complexe Gréssen bedeuten. Es ist alsdann 

O =v, 0,... 0, AA, 2. Apt + + yg... ee, 
wo die nicht geschriebenen Glieder niedere Potenzen von w zu Factoren 
haben. Multipliciren wir diese Gleichung mit einem y, fiir welches 
yw = 0 ist, so kommt, da yw) = yw. wi-! = 0 wird: 

O = Wylg es Mee Ys 
d. h. wjy.... ge =O. Eines der w ist somit Null, etwa u;, daher 
v; = 4,w; der Bildpunkt von w fallt folglich mit einem der Punkte 
Vy, Vo... Ue ZUSAMMEN. 
In der charakteristischen Gleichung 

(6) (w—u, é) (w@—u,e)... (@—ume) = O 
treten also links siimmtliche Theiler der Null als Factoren auf, welche 
auf dem Strahl von 2 nach « gelegen sind. 
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Fir einen Theiler der Null sind die Determinanten A und A’ beide 
Null. Es geniigt aber, dass eine derselben verschwindet. Weil nun 
x — we die Coefficienten x, — we,,. . . xn — We, besitzt, so ergeben 


sich alle Theiler der Null von der Form 2 — we aus der Bedingungs- 
gleichung: 


| >' vin (%— U&) >' Yior (%; — W&).. >! Vins (see—uU8;) 
| 
A Se | > Vi12 (a — wa) >! Viez (Xj— ué;) on > rene (arr—uei) 


=(, 





> Viin(Xi— WE;) > Vian (Zi —UE,) «> Penal —U8)) 


Dieselbe lisst sich einfacher schreiben. Da namlich stets ex = x ist, 


so ist auch 
>>! Vike &i Lp = Xz, 
>" — 1 fir k = S, 
Viks &§ = 0 fur Biss. 
Unsere Gleichung geht demnach in diese itiber: 
Pee >! rim + SD pint ti | 
(8) A | Dir Xi >) Yi tt ° + >! rina 2 | 


| 


d. h. 


| . . see . 
D>) rant >) via x; ee > rine 
Mithin sind die & Zahlen u,, uv... . u%, die in der charakteristischen 


Gleichung auftreten, alle Wurzeln dieser Gleichung n'" Grades fiir u. 
Analog sind die w,...u auch die simmtlichen Wurzeln der Gleichung: 


Virir% —U Yoni UX res Ynki ry 
2 2 p2, 

k Yi1Kn2% k Vong%p—U- ++ Ynk2X 
(9) A,-we= 


> ViknX >! prea ve > YnknXe— U 
Durch diesen Zusammenhang zwischen der charakteristischen Glei- 
chung und den Determinanten A und A’, der m. W. bisher noch nicht 
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verwerthet worden ist, wird die Berechnung der charakteristischen 
Gleichung eines vorgelegten Systems erheblich erleichtert. 

Man kann iibrigens noch Folgendes zeigen: Ist u; eine A-fache 
Wurzel der Gleichung (8) und m-fache Wurzel der Gleichung (9) und 
etwa 4<u, so ist u; héchstens A-fache Wurzel der Gleichung (7). 
Ich verzichte jedoch darauf, dies hier zu beweisen. 

Wir sprechen unser Ergebniss so aus: 

(10) Ist 


(% — u, &) (w@ — ue)... (@— me) = O 


die charakteristische Gleichung des Systems (e,, €, . . . én), 
so sind stimmitliche verschiedene der Grissen u,, Uy... Ux 
identisch mit stimmtlichen verschiedenen Wurzeln u der Glei- 
chung 

As-uem9 oder As-u=0, 


wenn A, A’ die Determinanten des Systems bedeuten und ¢ 
der Modul ist. 


Hiermit bin ich zu Ende mit den Vorbemerkungen, auf welche 
sich die folgenden Untersuchungen stiitzen werden. 


§ 2. 
Scheidung aller Zahlensysteme in zwei Classen. 


Jedem complexen Zahlensysteme ist ein Paar zu einander reciproker 
einfach transitiver projectiver Gruppen von Punkttransformationen 
eindeutig zugeordnet. Lie kat nun alle endlichen continuirlichen 
Gruppen von Punkttransformationen X,f...X,f im Archiv for Mathe- 
matik og Naturv., Bd. 3, in zwei Classen eingetheilt, in die nicht-inte- 
grabelen und die integrabelen Gruppen. Nach einem Satze von Engel*) 
kann man diese wichtige Eintheilung auch so charakterisiren: 

Die Gruppen der einen Kategorie besitzen eine dreigliedrige Unter- 
gruppe X,f, X,f, X,f von der besonderen Zusammensetzung 


(X,X,) = X,, (X,X;) = 2X, (X, X;) = X;. 


Die der anderen Kategorie hingegen enthalten keine solche Unter- 
gruppe, haben aber die besondere Zusammensetzung: 


*) ,,Kleinere Beitrige zur Gruppentheorie“, Ber. d. Ges. d. Wiss. zu Leipzig, 
1887, S.95—99. Der Beweis Engels ist, wie er selbst in den F. d. M. XIX 
(1887), S. 356, bemerkt, nicht ganz stichhaltig. Killing hat spater den Satz in 
der Abhandlung: ,,Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations- 
gruppen“, 4. Theil, Math. Ann. Bd, XXXVI (1890), 8.172, auf anderem Wege 
bewiesen. 
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i+k—1 
(Xi Xi4n) = >: Ci, i+k,s Xef 
1 


Gm I,2...¢—1, b= 1,3...¢ —9. 


Dementsprechend ordnen sich auch die Zahlensysteme in zwei 
Classen ein, da jedes System als eine endliche continuirliche Gruppe 
von Punkttransformationen, erzeugt von infinitesimalen Transforma- 
tionen, aufgefasst werden kann. 

Die. Systeme, welche der zuerst bezeichneten Classe angehéren, 
werde ich Quaternionsysteme, die anderen Nichtquaternionsysteme 
nennen.*) Die Griinde hierfiir werden spiiter dem Leser klar werden. 
Abgekiirzt bezeichne ich die Systeme als Qss. und Nqss. 

Es handelt sich nun darum, die charakteristischen Eigenschaften 
beider Arten, welche soeben nur gruppentheoretisch definirt wurden, 
auch zahlentheoretisch auszusprechen. 

Allgemein wurde schon in § 1 bemerkt, dass jeder infinitesimalen 
Transformation der zu einem System gehérigen Gruppe 2 = zy die 
Multiplication mit einer Zahl «+ ur des Systems entspricht, wo t 
infinitesimal ist; ebenso, dass, wenn zu Uf und Vf die Multiplicationen 
mit ¢-+ wr und e+ vr gehéren, alsdann der Transformation (UV) 
die Multiplication mit « + (wo — vu)t zugeordnet ist, Soll also das 
Zahlensystem der zuerst genannten Classe der Qss. angehéren, so ergiebt 
sich unmittelbar, dass es im System drei von einander linear unab- 
hingige Zahlen u, v, w geben muss von der Beschaffenheit, dass fiir 
jede Zahl « des Systems 


x* (¢ + (uv — vu) 2) =a2-(e+ur), 
“* (s +- (uw —wu)r) =a-(e+2vr), 
x: (e + (vw —wv) z) =a2-(e+ wrt) 
ist. Es muss also sein: 
(1) uv—vuU=u, UW—wWU—2v, vLW—wWY=w. 
Diese Gleichungen sind nicht ganz symmetrisch. Wir wihlen deshalb 
statt w, v, w die Zahlen des Systems: 
i=——iviu+piw, t—2iv, W=—/fiu—iypiw. 
Nach (1) und unter Benutzung des distributiven Gesetzes ergiebt sich 
namlich 


*) In meiner friiheren zweiten Abhandlung nannte ich die beiden Kategorien 
Kegelschnittsysteme und Nichtkegelschnittsysteme, eine Bezeichnungsweise, die 
jedoch nicht allzugliicklich erscheint. Die Lie’schen Namen: uicht-integrabele und 


integrabele Gruppen scheinen mir der Uebertragung auf Zahlensysteme nicht 
fihig zu sein. 
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Uv —vi=2wW, TW—WV—2u, wi— uw—2)d, 
und diese Gleichungen, welche offenbar (1) ersetzen, sind durchaus 
symmetrisch. Man tiberzeugt sich leicht davon, dass der Modul des 
Systems sich nicht durch %, 0, w allein linear darstellen lisst. Dem- 
gemiiss lassen sich %, 0, w und der Modul « als vier von einander 
unabhangige Einheiten des Systems wahlen. Man kann sagen: 

Ein Quaternionsystem (e,, €,...€n) besitet unter andern drei vom 
Modul unabhdngige Einheiten e,, e,, ¢,, fiir welche 
(2) yy — C0, = 2ey, Clg — Cy ly = 2E,, Ce, — Ce, = Ze, 
ist, und umgekehrt ist jedes System, welches drei solche Zahlen besitzt, 
ein Quaternionsystem. 

Quaternionsysteme also treten ihrer Natur nach erst im Falle von 4 
oder mehr Einheiten auf. Das einfachste Beispiel ist das der Quater- 
nionen von Hamilton, und diese Thatsache mag vorliufig zur Moti- 
virung des eingefiihrten Namens des Qss. geniigen. 

Einem Nichtquaternionsystem (e,,¢, ... én) gehdrt eine projective 
Gruppe von der oben angegebenen Kigenthiimlichkeit zu. Fiir eine 
soleche Gruppe gilt aber der Lie’sche Satz*), dass sie in dem Raume 
ihrer Variabeln einen Punkt, eine durch diesen gehende Gerade, eine 
durch letztere gehende Ebene u. s. w. invariant lasst. Jeder Punkt des 
Raumes n' Stufe mit den homogenen Punktcoordinaten 2,, 2... . Xn 
stellt aber eine Zahl w = a,e, + 2,¢,-++--++2,e, des Systems 
(€,, @ - - + @,) dar, und wir sehen folglich, dass es im Zahlensysteme 
von der betrachteten Art eine Zahl e, (entsprechend dem invarianten 


Punkt) giebt, die bei jeder Multiplication mit einem Coefficienten 
reproducirt wird: 


€; & == Const. e,, 
ferner eine Zahl e, derart, dass jedes Product e,e, sich durch e, und 
é, allein ausdriickt: 
€,¢€, = Const. e, + Const. e,, 
eine Zahl e,, sodass stets 
€3€x = Const. e, + Const. e, + Const. e, 
ist uus.w. (K=1,2...m). Dem Zahlensystem gehért aber noch 
eine zweite zur ersten Gruppe 2’ = ay reciproke Gruppe x’ = yx 
zu, welche dieselben Gebilde wie die erstere invariant lisst, Dem- 
gemiiss ist auch 
€,€, = Const. e,, 
€x€, = Const. e, + Const. e,, 
ex €; = Const. e, + Const. e, +- Const. e, 
vu. s.w. Die Multiplicationstafel des Systems hat somit die Form: 


*) Lie, a.a. 0. 8, 589, Satz 4. 
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1 GG «we 
(1) (12) (12) ... (12) 
(3) } (1) (12) (123) ... (123) 





| (1) (12) (1238)... (12...) 
Hierbei soll (12...) einen Ausdruck von der Form 
Const. e, ++ Const. e, + +--+ Const. en 


bedeuten. So ist auch fiir die Nichtquaternionsysteme eine positive 
zahlentheoretische Definition gegeben , denn umgekehrt ist jedes System, 
dessen Multiplicationstafel auf die Form (3) gebracht werden kann, 
ein Nqs. 

Das Ergebniss dieses Paragraphen ist eine Scheidung aller Zahlen- 
systeme in zwei Kategorien. Spiiterhin (in § 4) werden wir eine zweite 
Scheidung, nimlich die in reducibele und irreducibele Systeme, zu 
betrachten haben. 


Zuniichst aber sollen die Nqss. eine eingehendere Betrachtung 
erfahren. 


§ 3. 
Betrachtung der Nichtquaternionsysteme. 


Wie wir oben sahen, kénnen die » Kinheiten eines Nqs. (@,, €,..-€n) 
so gewihlt werden, dass die Multiplicationstafel des Systems die mit 
(3) in § 2 bezeichnete allgemeine Form erhilt, Jedes Product, in 
welchem e als Factor auftritt, setzt sich also aus ¢,, e.. . e& allein 
linear zusammen. Die Determinanten des Systems reduciren sich, wie 
man leicht bemerkt, auf ihr Diagonalglied. Da keine der Determi- 
nanten identisch Null sein darf, so ergiebt sich, dass allgemein e in 
der k'e" Zeile wie in der k'*" Reihe der Tafel mindestens je einmal vor- 
kommen muss. Sonst nimlich wiire der k'e Term auf der Diagonale 
der einen oder anderen Determinante Null. 

Betrachtet man die Producte der Hinheiten e,, ¢, . . . é, unter 
sich und streicht in ibnen alle mit e, behafteten Glieder, so verbleibt 
augenscheinlich eine Multiplicationstafel der Einheiten e,, ¢, ... €n; 
welche auch ein Nqs. vorstellt. Dies System werde ich gelegentlich 
benutzen und werde es dabei kurz als Verkiirzwng des Ngqs. (e, ... én) 
um e, bezeichnen. — Nahe liegt eine andere Verkiirzung des Systems: 
Liisst man e, weg, d. h. streicht man die letzte Horizontal- und Vertical- 
reihe der Tafel, so bleibt eine Tafel, deren EHinheiten e,, ¢, .~. . n—1 
immer noch das associative Gesetz (¢ e,)e: = ¢(e.¢,) erfillen. Wir 
kénnten es als Ngs. (¢, ... @n-1) bezeichnen, wenn es auch die 
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andere Anforderung, die an ein solches gestellt worden ist, dass es 
namlich einen Modul besitze, oder, was dasselbe ist, dass seine Deter- 
minanten nicht identisch verschwinden, erfiillte. Dies aber wird nicht 
immer der Fall sein. So hat z. B. das Nqs. (e,e,e,) 


0 0 e, 
O eg e 
€ & ey 
den Modul e,, wahrend die von e, und e, allein gebildete Tafei 
0 0 
0 e 


gar keinen Modal hat. Ein System, das die Forderung der Existenz 

eines Moduls, also des Nichtverschwindens der Determinanten, nicht 

erfiillt, im iibrigen aber dem associativen Gesetz (¢;¢,) €: = ¢;(e.¢) 

geniigt, mdge als ein ausgeartetes System bezeichnet werden. Fiir’s 

niichste ist es bequemer, auf die Existenz des Moduls keine Riicksicht 

zu nehmen, da das Folgende auch fiir die ausgearteten Nass. gilt. 
Wir werden den Satz beweisen: 


(1) Jedes Nqs. (e,, €, .. + €n), 0b nicht-ausgeartet oder aus- 
gearlet, kann so geschrieben werden, dass in der k*" Zeile 
wie in der k" Reihe der Multiplicationstafel e, selbst 
hichstens je einmal auftritt. 

Vorausgesetzt ist hierbei wie in allem Folgenden, wo von Nass. 
die Rede sein wird, dass die Einheiten e,, ¢, . . . é, immer noch in 
der Weise gewihlt sind, dass die Tafel des Nqs. die obige charakte- 
ristische Form behilt. Fiir »—1 nun ist unser Satz selbstverstindlich. 
Wir beweisen ihn deshalb durch Schluss von m — 1 auf, indem wir 
voraussetzen, er gelte fiir alle Nqss. mit weniger als m Kinheiten. 

Vorgelegt sei also ein Nas. (e,, ¢ . .. én). Nach Voraussetzung 
kann das darin enthaltene kleinere Nqs. (e,, ¢,... @,-1) auf eine 
solehe Form gebracht werden, dass es den Satz erfillt. (Hin hierbei 
noch fraglicher Punkt werde hernach erdrtert). Verkiirzen wir das 
Ngqs. (€,, €2 . -. €n) um @, in der oben bemerkten Weise, so ergiebt 
sich eine Nqs. (e,, ¢; ... én). Das darin enthaltene Nas. (¢, . . . é,-1) 
erfiillt den Satz, da er fiir (e,, e¢,... @n-1) besteht. Zu dem Nas. 
(€, ... €n—1) kann die Hinzufiigung von e,, um das System (e, ... én) 
zu bilden, so geschehen, dass auch (e, ... é,) den Satz erfiillt, Um 
nun wieder das ganze (e, ... é@,) zu erhalten, hat man iiberall die 
Glieder in e, hinzuzusetzen. Dabei nimmt, wie wir wissen, das System 
(e, . . + @n-1) eine dem Satz entsprechende Form an. Also hat auch 
das ganze System (e, ...¢é,) eime dem Satz geniigende Form nur 
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mit Ausnahme vielleicht der ersten Zeile und Reihe, in denen e, ja 
noch in é,¢, und ¢,e, auftreten. kénnte. 

Es sind aber hierbei zwei Fialle zu unterscheiden, je: nachdem 
e,? =e, oder e,? =O ist (andere Moglichkeiten giebt es nicht), Im 
ersteren Falle sind alle e,e,=e,¢,—0 fiir k<n. Wire nun ¢,e,—¢¢,, 
€,€n == G€,, so wire nach der associativen Gesetz ¢, e,e, = 9¢, = 6¢,, 
d.h. @ =. Wiirde daher an Stelle von e, die Einheit @, =e, — ee, 
eingefiihrt, so wiirde folgen ¢,e, = ¢,@, = 0, wahrend im Uebrigen 
das System keine fiir den Satz wesentliche Aesdonng erlitte. Der 
Satz wiirde also dann erfiillt sein. 

Ist aber e,? = 0 und ein ee, =e, (k <n), sodass alle ee, —0 
sind fiir i<m und +k, so ist auch e,e, =0. Denn wire e,e,=@e,+-0, 
so wiirde ¢,¢,e€, =e, sein, d.h. e,e miisste e wirklich enthalten. 
Aber es ist auch ¢?e,—=e,, d. h, e? enthilt wirklich e,. Mithin 
wiirde e, in der k'" Zeile zweimal -auftreten, was, wie wir wissen, 
nicht der Fall ist. Also ist e,e,=0. Ebenso folgt aus der Annahme 
€,€e =e, nothwendig e,e, = 0. Damit ist dargethan, dass e, in der 
ersten Zeile und Reihe hiéchstens je einmal auftritt. 

Der oben angedeutete fragliche Punkt ist dieser: Es wurde nach 
der gemachten Annahme vorausgesetzt, dass das System (e, ... é,—1) 
auf eine dem Satz entsprechende Form gebracht werden kann, Wegen 
der noch zu beriicksichtigenden Producte mite, ist aber dabei wesentlich, 
dass diese Zuriickfiihrung auf eine solche Weise geschieht, dass all- 
gemein fiir ein e, eine neue Kinheit eingefiihrt wird, die ausser ¢ nur 
€,,€) -+» €e1 linear entbilt. Die weitere Ausfiihrung des vorstehenden 
Beweises lehrt, dass die Zuriickfiihrung in der That so geschieht, denn 
ebenso wie wir im Nothfalle fiir e, héchstens e, — ge, als neue Einheit 


* . einzufiihren haben, ebenso hitte es vorher bei der — successiv vor- 





genommenen — Hinzufiigung von e¢,, é; ... @n-1 zu e, geschehen 
kénnen. 

Der Satz (1) gilt auch fiir ausgeartete Nqs. Besitzt nun das Nqs. 
einen Modul — und diese Annahme soll von jetzt ab wieder immer — 


gemacht sein, ohne dass es besonders hervorgehoben werden -wird — 
so muss, wie pene einleitend bemerkt wurde, ¢ in der kt" Zeile wed 
Colonne ‘taindentene je einmal vorkommen. Halt man dies mit Satz (1) 

zusammen, so folgt: ° 
(2) Jedes Nas. (€,, € .+.+ €n) kann in einer solchen 
- Weise geschrieben werden, dass die k” Zeile wie auch die 
k Reihe der Multiplicationstafel e, gerade je einmal enthiilt. 

(koe 1,2... Mm). 
Ist das System in ‘dieser Weise geschrieben und ‘enthiilt ex? selbst 
ex, 8o ist jedes sonstige Product ee, und e,e; natiirlich frei von e, 
denn in ¢”? kreuzt sich die k'* Colonne und Zeile. Aber auch jedes 
Mathematische Annalen, XXXIX. 21 
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andere Product ist dann frei von e@. Bewiesen zu werden braucht 
dies nur fiir die Producte ee,, in denen 4 und w > k sind. Sei etwa 


C= +> +ag+---, 
indem wir nur das Glied mit e& hinschreiben, so ist 
CeOx0n = + > + ey? + - - = (C2) Cy. 
. Aber ¢@? enthilt e,, wihrend sonst in dem mittleren Ausdruck ek 


nirgends auftritt und auch (ee) ¢ frei von e ist, da ee, nur 
é,.-.- 1 enthalten kann, Somit ist nothwendig a0. Also: 


(3) Wenn das Ngqs. (€,, €, .-- €n) im Gemédissheit des Satzes 
(2) geschrieben ist, so tritt, sobald e,? die Kinheit e, selbst 
enthdlt , ex sonst in keinem Producte auf. 

Hiernach kénnen die Einheiten e,, deren Quadrate sie selbst ent- 
halten, ohne Weiteres als die letzten Einheiten des Systems (e, ... é,) ge- 
wihlt werden, ohne dass dadurch der bisher erlangten allgemeinen Form 
derselben Abbruch gethan wird. Seien daher e,, e, ...¢, die Kinheiten, 
deren Quadrate sie selbst nicht enthalten, also e,;? frei von e;, sobald 
i.<r ist. Die iibrigen Einheiten ¢4;...¢,, fiir die allgemein e,? 
die Einheit e, enthailt, mégen zur Unterscheidung mit ,, , ... %; 
bezeichnet werden (sodass r-++-s=— ist). Die rv ersten Einheiten 
haben nun, wie man leicht sieht, die Eigenthiimlichkeit, dass kein 
ee;(t,j9 <r) & oder e; enthailt. 1, tritt nach (3) in der Tafel nur 
einmal auf, nimlich im Quadrate ;?. 

Ist r = 0, d.h. besteht das System nur aus Einheiten 9, so ist 
jedes nim, = 0, sobald 1+ -k ist, denn 9; darf ja nur e,,e... é, 
enthalten. Aus demselben Grunde ist dann 1? = o@.m, wo o.+ 0 
und ohne Weiteres = 1 zu setzen ist. Im Specialfall r —0O ist dem- 
nach der folgende Satz selbstverstindlich: 


(4) - Die n Einheiten eines Ngs. lassen sich so wiihlen: 
C1, Cp +++ Cr} My» No --+ Ns, Mass jedes e;e; weder e; noch 
e; enthdlt, dass ferner my? = y, und 9: 4 = 0 ist. fiir isk. 
Ausserdem sind alle Producte yn,e; und e:n, fiir k =1,2...s 
gleich Null mit Ausnahme je eines gewissen, das gleich e; ist: 
rei = Ci, GN = Gi- 

Da der Satz fiir r—0 gilt, kann der Schluss von r — 1 auf r 
angewandt werden, um ihn allgemein zu beweisen. Angenommen 
werde also, der Satz (4) sei richtig, sobald die Zahl der Einheiten e;° 
kleiner als r ist. Dann gilt es, wie bewiesen werden soll, auch fiir 
ein Nas. (€, ....€r) 9 --- %e)- 

Ein solches Nqs. (¢,...¢-, 4; --- s) Verkiirzen wir niimlich 
um ¢,. Das iibrigbleibende Ns. (e, ...¢-, 9; .-+ %s) kann nach 
Annahme so gewahlt werden, dass der Satz (4) fiir dasselbe richtig 
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ist. Wird nun e, wieder hinzugefiigt, so tritt zuerst zu jedem Product 
ein Summand in e, hinzu. Es kommt darauf an, dieselben, soweit 
nothig, zu entfernen. 
Zunichst kommt, wie leicht einzusehen ist, e, in der ersten Zeile 
‘wie in der ersten Colonne nur je einmal vor in einem Producte 
mae, =e, und e,y, = é,, wahrend sonst jedes Product mit e, Null ist. 
- Nun ist etwa -,? = 9, + ae,. Sobald k4-4 und + w ist, setzen 
wir statt' 4, einfach q, = kl axe, und finden 4? =. Ist aber 
k—=A=+w, so kommt 


‘£%y n> = (ma + ane) m= mlm + ii 


na? = ne + ae, 

sodass also az=0, also 4,2? =m ist. Im Fall k=w+ A ergiebt- 
sich Aehnliches. Wehn endlich k = 4 =u ist, was ja denkbar wiire, 
so giebt die Substitution 7, = y, — aye, sofort m,? — %.. Es ist. also 
zu erreichen, dass jedes 4,7 = 7, bleibt, wie vor der Zufiigung von @,. 

Ferner ist etwa ni = Orie. Sobald k + 4 ist, folgt aus 
MEN = NEN = OnE, = Nee NeNi = OnIMLE, =O, dass Ey; =O ist. 
Ebenso ergiebt sich my: =O, sobald i+ ist. Ist nun endlich 
MANe = Orne, $0 wird Tu = Nu — @rine, statt Nu eingefithrt. Dies 
liefert 12M = 0, wahrend immer noch 9% = uy =O, Hu? = Ny 
bleibt. . 

Fiir die 4, ... 45 ist also der Satz (4) richtig. Durch die 
zum Theil hierbei nothwendig gewordene Einfiihrung neuer ist die 
Form der iibrigen Producte »,¢; und e;y, nicht wesentlich geiindert, 

* da jedes e;e, = e,e; = ist. Es muss gezeigt werden, dass alle diese 

Producte fiir i > 1 frei von e, sind. : 

Zuniichst gehért zu jedem e; (mach Satz (4) fiir den Fall r — 1) 
ein gewisses », und »,, sodass 

mre: = e; + Const. e,, en = e; + Const. e, 

ist. Wenn dann @ = ey, als neues e¢; eingefiihrt wird, was ge- 
schehen darf, so ergiebt sich 4,@—= @, @y,—= @. Die anderen ~ 
Producte ne; und en; (j += k resp. + v) sind frei von ¢;, enthalten 
aber zuniichst noch e,, Sei etwa nye; = ae, Wegen »,;* =; folgt 
dann - 9,?e, = nye; = ane, Sobald also 74-4 ist, ist a=—O (fiir | 
j =A ist ja me, =—e,). Ebenso ist en; = 0, sobald j + uw ist. Jetzt 
ist e, nur noch aus »¢ und e;y, zu entfernen. Wenn sowohl me; 
als auch en, die Hinheit-e; enthilt, so darf, wie die Substitution 
& = men. lehrte, . ne; = Ny. = e- gesetzt werden, Wenn sowohl 
mae als auch e;y, frei von e; sind, so sei etwa ye; ae,, CN. = de,. 
Aus 126; = ae, = be, folgt dann a = b. Nun giebt es aber sicher 
ein m%(k + A), sodass me; =e; und me, = 0 ist. Also folgt 
MN. = be = 0, dh. b= a=, 


21° 
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Nicht ebenso lassen sich die beiden tibrig bleibenden Faille be- 

handeln, wo entweder 

A) M&a=C, C= ae, 
oder 

B) mei = 4G, CMe = G& 
ist. Um auch in diesen Fallen zu beweisen, dass a = 0 ist, benutzen 
wir die Existenz des Moduls. Derselbe hat zuniichst die allgemeine 
Form 

= Oe +++ + Oper + By +--+ + Boys. 

-Aber wegen 9.2 =m, Ya = Yay = 0 (A+) folgt hieraus durch 
Multiplication mit 4, weil my, = 7, ist, dass 6, — 1 und iiberdies 


Oy Mey + +++ + Orme, = O, 
(Kam 1,2... 8) ‘ 


sein muss. In einem ye; (k—=1,2...8) kommt e; vor (¢ > i), 
aus einer der vorstehenden s Gleichungen folgt also nothwendig «; = 0. 
Fiir a, kann dies zuniichst nicht ebenso erschlossen werden, da ja 
nach B) ein y,¢; = ae, sein kann. Aber die A Gleichung, die sich 
jetzt reducirt auf 

a, ne, = 0, 


lehrt wegen ,¢, = e,, dass a, auch gleich Null ist. Somit ist der 


Modul 
= +m tes +h 


Maltiglicirt man ibn mit e;, so kommt 


C= 6 + 2G + 2+ * + Nees 
Bestiinde nun fiir e; die Annahme B), so kime, da ein me; = ¢; 


ist (k + A): . 
CG = G ae, 


d.h. a=0. Bei der Annahme B) ist folglich a=0. Analog wird 

- bei der Annahme A) geschlossen. Hiermit ist e, aus’ dem System 

iiberall da entfernt, wo es die in Satz (4) angegebene Form des Systems 
stéren wiirde. Der Satz ist also allgemein bewiesen. 

Doch mége zur Erliuterung noch eins bemerkt werden. Wir 

- nahmen von vornherein an, dass ein ye, =e, sei. Dass wir nicht 

annehmen durften, ein ¢e, sei gleich ¢,, folgt aus 


oF e, = 0 = G& + Ce, = Gey. — 
Infolge des Satzes (4) reducirt sich die Berechnung unseres Nqs. 
wesentlich auf die Bestimmung der Producte der ¢,,¢, ... ¢, unter 


einander. Jedem e¢; sind zwei der Einheiten 4, etwa 4, und »,, zu- 
geordnet, sodass ‘ 


HGH Ci, NYS G 
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ist, wahrend alle anderen ,¢; und e;7; gleich Null sind. Natiirlich 
kénnen sehr wohl mehreren der ¢; dieselben , und y, oder theilweise 
dieselben beiden zugeordnet sein. Alle e;, denen 7 und », zugeordnet 
sind, will ich als zam Charakter (xv) gehdrig bezeichnen. Insbesondere 
seien sie von geradem Charakter, sobald x = v, von schiefem,. sobald 
x= v ist. Diese Benennungen gestatten nimlich fiir die Folge ktirzere 
Ausdrucksweisen. 

Aus der Combination der e; mit den 9; gehen infolge des associa- 
tiven Gesetzes einige Resultate betreffs der Producte der e; unter sich 
hervor. Bedeutet nimlich fiir den Augenblick ¢,, die Zahlen 1 oder 0, 
je nachdem a = b oder a +b ist, so kommt 


(xv) Nu(AQ) = &u(%v) (AQ) = eua(xv) (AQ), 
d. h. es ist (xv) (Ag) = 0, wenn ¢,, + &, ist. Letzteres tritt nur 
dann ein, wenn A +» ist. Ferner ist 


Nx (xv) (VQ) Ne = (xv) (ve), 
d.h. jedes Product (xv) (vg) ist vom Charakter (x Q)- Demnach gilt 
der Satz 
(5) Im System (e, ... Cr, 4, ++ + Ms) des Satees (4) ist 
das Product einer Einheit e vom Charakter (xv) mit einer 
vom Charakter (49) gleich Null, sobald v a 4 ist, dagegen 
- vom Charakter (xg), sobald v = A ist. 

Dies sind iibrigens die einzigen Resultate, welche fiir die Producte - 
der e; unter sich aus der Existenz der y hervorgehen. 

Schon bei Benutzung der Siitze (4) und (5) gestaltet sich die 
Berechnung des Nqs. bei geringer Einheitenzahl iussert kurz im Ver- 
gleich mit bisherigen Methoden. Die Berechnung der Systeme in 3 
Einheiten mige dies zeigen. Hier ist entweder s = 3 oder.s — 2 oder 
s = 1 (da wenigstens ein 4 vorkommen. muss). . 

s = 3 liefert nach Satz (4) nur das System 


e, O O 
0 eg 0 
0 0 @, 
indem wir die ¢,... Gr, %,.- ++» jetat wieder fortlaufend mit 


€, ... @, bezeichnen. s 2 giebt eine Kinheit e, von geradem oder 
schiefem Charakter, deren Quadrat jedenfalls Null ist, also die beiden 
Systeme 


0 e O 0 0 e, 
e @ O & & O 
0 0 @ _ 00 


Fiir s—=1 ist entweder c,? =e, oder =O, jndem e, und e, beide 
vom selben geraden Charakter sind, nach Satz (5). Also 
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00 e 00 4g 
0 & & 00 e 
€; Cy es €; Cy Cy 


Dies sind alle Systeme in 3 Einheiten. — 

Eine bemerkenswerth einfache Form hat die charakteristische 
Gleichung eines Nqs. (e,...¢-, 4, +--+), Wenn es auf die dem 
Satz (4) entsprechende Gestalt gebracht ist. Wie schon am Schluss 


des § 1 angegeben wurde, kann man allgemein die charakteristische 
Gleichung zuniichst so schreiben: 


(a — u,&) (@ — Ue)... (@ — Mme) = 0, 
wenn ¢ den Modul und & den Grad des Systems bezeichnet. w,, u. ... 


sind hierbei gewisse Functionen der Coefficienten 2, ...%;, &... & 
der allgemeinen Zahl « = a,c, +--+--+ we, + &y, +---+ &m, 
des Systems. . 

Wie ebenfalls in § 1 hervorgehoben wurde, ist jeder der Factoren 
# — we ein Theiler der Null. In unserem Nqs. (e, ... ¢, 9, . ++ Ms) 
liegen nun die Theiler der Null auf den Mannigfaltigkeiten &, = 0, 
& =0,... & = 0, weil jede der Determinanten des Systems sich 
auf ein Product der Potenzen von &,,§ ... & reducirt. Eine Zahl 
ist also dann und nur dann Theiler der Null, wenn in ihr wenigstens eine 

der Einheiten y, ... 4s mit Null als Coefficienten auftritt. In 2 — ue 
"haben, da der Modul «= 7, -+,-+----+ mw ist, die .m, ... m 
die Coefficienten §,; — u;,... §&— ui. Demgemiiss ist u; gleich einer 
der Zahlen &, ... &. 

Kiirzer folgt dies aus dem mit (10) bezeichneten Satze des § 1. 
Nach demselben sind die verschiedenen der Gréssen u,... u identisch 
mit den verschiedenen Wurzeln der Gleichung A,_,,=0, die offenbar 
jetzt die Form 

(u — E(u — Ee... (w— B)* = 0 
hat, sodass &,,& ... & die verschiedenen Wurzeln sind. Jedes der 
u, ... U, ist also gleich einem der &...&, und umgekehri ist 
jedes & wenigstens einem der uw, ...% gleich. Demnach ist der 
Grad k des Systems (e, ...¢, ,.-.%s) sicher > s, und die 
charakteristische Gleichung des Systems hat die Form: 


(a — &, e)" (a — Espo... (w — &,8)"* = 0, 


WO Uy, lly --- fs positive ganze Zahlen sind, deren keine verschwindet. 
Der Grad des Systems ist dann 


Ke ty Fp Hs + ose 
—, ... § bedeuten, um es zu wiederholen, die Coefficienten der Hin- 
heiten , ... 4, in der allgemeinen Zahl w des Systems. 
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Diese Form der charakteristischen Gleichung. des Systems ist offenbar 
die einfachste iiberhaupt mégliche. 


Es fragt sich, wie die Zahlen w,, mu. ... u, von der Beschaffenheit 
des Zahlensystems abhangen. 


Um hieriiber wenigstens Einiges auszusagen, verkiirzen wir das 
System (¢, .-.ér, +++ Ms) in der bekannten Weise um e,. Das 
alsdann verbleibende System (€) ... Gry +. Ys) erfiillt dann eben- 
falls die Gleichung 

(w — Ee) (w — Ee... (w — Be) = 0, 
Aber es wire méglich, dass dies nicht die charakteristische Gleichung 
des Systems (¢,...€r, 4, .-+ Ms) ist, sondern diese einen niederen 
Grad hat. Nehmen wir daher an, -es sei . 
U = (x — &,8)" (w — & 6)... (w@ — &8)"* = 0 
die char. Gleichung des verkiirzten Systems. Verstehen wir dann unter 
x nicht eine Zahl dieses, sondern des ganzen Nqs, (e, ... €r, 1 +++ Ms) 
und bilden wir U fir das letztere, so wird dieser Ausdruck nicht 
gerade Null sein, sondern sich als Vielfaches von e, darstellen, da 
alle Producte mit e, nur e, oder © liefern. Also kommt etwa 
U= xX ° C1» 
wo X eine gew. complexe Function von a, ...2,, §&...& be- 
deutet. Es existirt bekanntlich ein y, und ein », derart, dass 
Nrey = Ny eH & 
ist, wahrend alle anderen Producte mit ¢, Null liefern. Also ist 
x U = Xéie,, 
Ux = XE, ey ? 


(«7 — &«e) U=0, 
U(« — & 8) =0. 


Mithin geniigt x im ganzen ae (€, ».-Cry y ++» Ys) jeder der 
beiden Gleichungen : 


(a — Ee)... (@ — Epa)*t? ... (w — £8) = 0, 
(a — 8)... (@ —E,e)*t*... (w — & es)" = 0. 
' Aber « kann nur eine Gleichung niedrigsten Grades erfiillen. Sobald 
also 4+ u ist, kénnen diese beiden Gleichungen, da sie dann ver- 


schieden sind, nicht vom niedrigsten Grade sein, d. h. 2 geniigt schon 
der Gleichung 


(x nae E,)" 20. (@— E,8)". a (a = £,, ¢)’ “— ge)" willl 
des verkiirzten Systems, indem dann X=O ist. Wenn aber 4=w 


d. h. 
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ist, so lassi sich nichts weiter aussagen, als dass «.entweder der 
Gleichung 
(a — Ee)" ... (uw — Gre)... (w@ — &8)"* = 0 
oder aber der Gleichung 
(@ — & 8)". .. (w@— be)*t* ... (a — 8)" = 
geniigen muss. Im Fall Ato ist bekanntlich e, von schiefem, im 


Fall 4 = von geradem Charakter. 
Demnach sind wir zu dem Satze gelangt: 


(6) In dem Ngs. (¢,.- +, +++ %s) des Satzes (4) 
geniigt die allgemeine Zahl x einer charakteristischen Gleichung 
von der Form 


(w@ — Eey"(@ — & ey. (@ — 8)" = 0. 
£,, & ... & bedeuten hierin die Coefficienten von 'n,, N . .. Ns 
in der Zahl x, und « ist der Modul yn, + y+ +--+ 9 des 
Systems. [,, Uy -- + lls Sind ganze positive Zahlen; deren 
keine verschwindet. 

Ist e, eine Einheit schiefen Charakters, so besitet das 
verkiirate System (e, ... Cry 4, +++ %s) dieselbe charak- 
teristische Gleichung. Wenn e, eine Einheit geraden Charakters 
und me, = ¢,ya =e, ist, so lautet die charakteristische 


Gleichung des verkiirzten Systems entweder wie die obige oder 
aber so: 


(@ — Bey"... (@ — Bayt... (@ — Bay 0. 


Natiirlich muss dann pa > 1 sein. 


Bei der Anwendung dieses Satzes, um die char. Gl. eines vor- 
gelegten Nqs. zu bestimmen, verfihrt man gerade umgekehrt. Man 
geht aus von der charakteristischen Gleichung des verktirzten Systems 
und untersucht, ob die des ganzen Systems dieselbe ist oder einen’ 
um 1 héheren Grad hat. 

Doch lasst uns der Satz in Stich bei Hinzufiigung einer Einheit 
e, geraden Charakters. Aber in einem solchen Falle lisst sich tiber- 
haupt kein allgemeiner Satz aufstellen, wenn derselbe wie der obige 
von der Form der Producte der e,,e, ...¢, unter sich keinen Ge- 
brauch macht. Ein Beispiel wird dies erhairten: Die beiden Nass. 


in 4 Einheiten ¢,, ¢,, 3, €, in denen e, und e, die Rolle der » 
spielen: 


000 e 00 0 4 
Oe O ea - -_ 000 e 
00 e 0 0 0 e 0 


e @¢ 0 €, t U 4 
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besitzen verschiedene charakteristische Gleichungen, nimlich das erste: 


(a — a8) (vw — 2,8)? = 0 
und das zweite: ‘ ‘ 


(% — #58) (w@ —a,8)? = 0, 
obwohl aus beiden durch Verkiirzung um e, dasselbe System in ¢,, és, €,: 


|e & &% 
ea|9 0 e 
eg|0 e O 


Glee 
hervorgeht, dessen Gleichung lautet: 
(a — xa,8) (w — 4,8)? = 0. 
' Der-Grund hierfiir liegt offenbar darin, dass bei Hinzuftigung der 
Kinheit geraden Charakters e, zum letzten System einmal ¢,? = e, 
und das andere Mal ¢,? = 0 angenommen wird. 
Ehe wir nun in der Untersuchung der Nass. fortfahren, ist es 


nothig, einige Bemerkungen iiber ganz allgemeine Zahlensysteme ein- 
zuschalten, 


§ 4. 
Redacibilitit, Addition und Multiplication von Zahlensystemen. - 


Von grosser Bedeutung fiir die Structur der cpieementie ist 
der Begriff der Reducibilitat. 

Kin Zahlensystem heisst reducibel*), wenn seine Einheiten sich so 
waihlen und in zwei Scharen ¢, ¢... und ¢,,¢, ... einreihen 
lassen, dass jedes Product einer EKinheit ¢ mit einer Einheit ¢, also 
jedes e;c, und qe; Null ist und ferner jedes Product zweier e sich 
durch die e, jedes Product zweier ¢ sich durch die ¢ allein ausdriickt. 
Alsdann zerfallt niimlich das ganze System in zwei kleinere (¢,, €, . . .) 
und (¢,, ¢2..+.-), deren Producte mit einander Null sind. Es lasst 
sich auch umgekehrt aus zwei beliebigen Systemen (e,, ¢, ...) und 
(e;, t2 ---) im dieser Weise stets ein grésseres System (¢,, e, . 


7% 
(;, C2 ++.) zusammensetzen. Das System 


-¢ O O 
0 0 & 
0 & & 


ist z. B. reducibel auf die beiden Systeme (e,) und (e,, és). 


_ *) Herr Stud y hat Veranlassung dazu gegeben, dass ich hier den Begriff 
der Reducibilitét verwerthe. In der That spielt dieser Begriff im Folgenden eine 
Sehr niitzliche Rolle. 
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Hat man ein System in zwei kleinere zerfillt, so kann man 
eventuell mit diesen dasselbe Verfahren durchmachen u. s. w. Schliess- 
lich gelangt man dann dahin, das ganze System — es sei S genannt — 
in eine Anzahl einzelner Systeme S,, S, ... zu zerlegen derart, dass 
eine Zah! des Systems S; mit einer Zahl eines anderen S; multiplicirt 
stets Null giebt und ausserdem keines der Systeme S,, S, ... mehr 


reducibel ist. Dass dies Endresultat der fortgesetzten Reduction von 


dem eingeschlagenen Wege unabhiingig ist, leuchtet unmittelbar ein, 
daher: 

(1) Ein Zahlensystem kann nur auf eine Art in eine Reihe 
von lauter irreducibelen Systemen zerfillt werden, wenn es 
nicht schon selbst irreducibel ist. 

Doch muss noch Eines bewiesen werden, dass niimlich jedes’ der 
einzelnen Systeme S,, S, ... wirklich einen Modul besitzt. Es kénnte 
ja auch ausgeartet sein. Sei ¢ der Modul von S, so kann é ge- 
schrieben -werden als eine Summe, deren Summanden je einem der 
Theilsysteme S,, S, ... angehdren — und zwar ist dies nur auf eine 
Art méglich —. 

e=et+e+--4 
sodass ¢; eine Zahl des’ Systems S; ist.” Bedeutet z eine allgemeine 
Zahl des Theilsystems S;, so ist: 
Ue LE— LE, + 48,+-:-- 
Aber alle xg sind Null mit Ausnahme von ve; und es kommt: 


= LE. 
Analog ist ¢4— 2, d.h. ¢ ist in der That Modul des Systems §;. 
Uebrigens ist es hierbei véllig gleichgiiltig, ob das Theilsystem S; 
noch reducibel oder irreducibel ist. 

Fragen wir uns nun nach einem allgemeinen Criterium der Redu- 
cibilitiit eines Systems S mit dem Modul ¢. Da die Reduction successive 
vorgenommen werden kann, fragen wir nur danach, wann das System 
S in zwei Systeme S, und 8S, zerfallt werden kann. 

Ist dies méglich, so werden S, und S, gewisse Moduln «, und «, 
haben und es ist nach dem Vorbemerkten 

é=é+28, oder & —é& — &. 
Sind nun « und y allgemeine Zahlen von S, so sind we, und 7 
allgemeine Zahlen von S, und ye, und «,y solche von S,. Demnach 
muss jede der Zahlen we, und ¢,2 mit ye, oder ¢,y multiplicirt Null 
liefern. Also ist: 


we, - ye, =O, te e,y=0, 84-ye,=—0, &K- 8, y = 0, 


Man findet leicht, dass wegen #, =e — «, hierzu nothwendig ind 
hinreichend ist, dass stets 
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& 28 = 82, 82? — & 
ist, welche Zahl x auch sein midge. .2, ist Modul von S, und daher 
muss auch #&-& =2%&, & +8 =e, u.s.w. sein. Dies liefert 
mit dem Vorigen zusammen: , 
&, U8, = &0 == LE, &,? — &. 

Wenn umgekehrt eine Zahl ¢, (+= «) existirt, welche diese Setnenin 
erfiillt, so ist das System S reducibel. Man braucht eben nur ¢,—=¢— é, 
zu setzen und in das System S, alle Zahlen ve,, in das System S, 
alle Zahlen we, aufzunehmen, 

Unsere Forderung lisst sich noch vereinfachen. Wenn nimlich 
é, nur so beschaffen ist, dass ¢,2—=e,, &2—, ist, so ist auch 
&,U8 = & + &2— 8,2, Also gilt der Satz: 


(2) Ein System S mit Modul « ist dann und nur dann 
reducibel, wenn es ausser € eine Zahl &, im System giebt, 
die mit allen Zahlen x des Systems vertauschbar (a&, == & 2) 
und deren Quadrat &,* = &, ist. Giebt es eine solche Zahl, 
so sind «, und « — &, die Moduln der beiden Systeme, in 
die S zerfillt werden kann. 

Die Aufsuchung einer solchen Zahl ¢, ist nicht schwer: Die 
Zahien des Systems S, die mit allen Zahlen vertauschbar sind, bilden 
ja fir sich ein Zahlensystem mit dem Modul «. Denn das Product 
zweier derartiger Zahlen mit einander ist wieder eine Zahl derselben 
Art. Aus diesem kleineren commutativen Zahlensysteme hat man also 
eine Zahl ¢, auszuwihlen, deren Quadrat ihr selbst gleich ist. ¢, und 
é — é, nennen wir Reducenten des Systems S. 

Wenn das vorgelegte System S rein commutativ, d. h. in ihm stets 
“z*y=y- ist, so folgt insbesondere fiir dieses: 

(3) Ein commutatives Zahlensystem ist dann und nur dann 
irreducibel, wenn es ausser dem Modul « in ihm keine Zahl 
é, giebt, deren Quadrat ¢,? = «&, ist. 

Ist wieder wie vorher S ein allgemeines (nicht gerade commu- 
tatives) System und lisst sich dasselbe zerfallen in zwei Systeme 
(e;, @ .-+.) und (e,e,...) und schreibt man in der Tafel des 
Systems S die Einheiten in der Reihenfolge ¢,, e,.. .. Cy) C++ 
so findet man, dass zwei Gebiete der Tafel iiberall die Null aufweisen. 
Diese Gebiete enthalfen kein Glied der Hauptdiagonale und werden 
abgeschnitten durch eine Horizontal- und eine Verticallinie, welche 
sich auf der Hauptdiagonale zwischen zwei Gliedern derselben treffen. 

Hiernach zerfallt jede der Determinanten A, und A,’ des Systems 
S in das Product zweier Determinanten. Sind niimlich D, und D,’ die des | 
Systems (e,,¢,...) und D, und D,’ die des Systems (¢,,¢,-..), 80 ist 

A. =D,D2, A,’ = Dz Dz’. 
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Da die Determinanten gleich Null gesetzt die Mannigfaltigkeiten dar- 
stellen, auf denen die Theiler der Null liegen, so folgt: 
(4) Ist ein System S reducibel auf zwei Systeme (e,, ¢, .--) 
und (t,t ...) und ist 
He LC, Hye, oe fy Hie, +: 
eine allgemeine Zahl von S, so enthdlt die Gleichung einer 
der Mannigfaltigkeiten der -Theiler der Null im System 8S 
entweder nur die %,, %... oder nur dié 1, Yy---. 
Wir kommen nun zu dem folgenden, fiir die Praxis sehr wich- 
tigen Satze*): 
(5) Ist ein System S mit Modul ¢ reducirbar auf zwei 
Systeme S,(e,,€,-.-) und S,(e, ct) ...-) mit den Moduln 
&, bez. &,, und sind 
+g +--+ + pitt os =), 
am -- y, 2™—! + tiie abe + Vmn—-1% + Vm &, = 0 
die eaters re der Systeme S, und 8S,, 
so ist 
(pyar ee b gis) (OE Hah ft dns) = 0 
die charakteristische Gleichung des Systems S. 
Zum Beweise bedenken wir, dass, wenn x — u,&,... © — Uge, 
alle Theiler der Null sind, die auf dem Strahl von w nach ¢«, im 
System S, liegen, alsdann nach dem mit (10) bezeichneten Satz des 
§ 1 die charakteristische Gleichung des Systems S, in der Form ge- 
schrieben werden kann: 
9, = (@ — m8)" @ — ma)". .. (@ — ge) ® = 0, 
und analog die des zweiten Systems in der Form: 
Go = (@ — Uy &)" (@ — Wye). . . (@ — Ue &)"* = O. 
Im System S nun liegen nach Satz (4) auf dem Strahl von x nach « 
nur die Theiler der Null: 
L— U8)... LV— teks C— Wye... — Wek 
Nach dem citirten Satz (10) des § 1 ‘elton detnach S eine cheanikte- 
ristische Gleichung von der Form: 


9 Se — He)” ... (w@— Ue)'e @ — Wy 8)". . (@ — Ug 8) = 0. 
Nehmen wir nun in 


Hmm Eye yey PMG the +: 


*) Ausgesprochen wurde dieser allerdings naheliegende Satz zuerst von 
 Herrn Study, der mir brieflich davon Mittheilung machte. Sein Beweis ist von 
dem meinigen durchaus verschieden und findet sich in der vierten oben an- 
gegebenen Abhandlung. 
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Y; =, =-+-+=0 an, so reducirt sich x auf eine Zahl des Systems 
S,, und erfiillt also die Gleichung g, = 0. Andererseits erfiillt sie 
die Gleichung g =, welche nun, da auch «, + «=e ist, die 
Form hat: 


(2 — (&+6))" ib (« — Ue (& +«,))”e gt F¥0 0 

oder, dae, mit allen Zahlen des Systems S, multiplicirt Null liefert: 
(a — Wy &)+ + + (@ — Ue) at T% — 0, 
Im System S,, dessen Einheiten allein hierin noch vorkommen, ist x 
im allgemeinen kein Theiler der Null, also auch nicht 2“ t"'+*s, 
Folglich muss 
(@ — Uy &)""+ + + (@ — tea,)"e = 0 

sein. Aber es ist g, = 0 die einzige Gleichung niedrigsten Grades, 
die im System S, erfiillt und jede andere Gleichung, welche xz,im 
System S,. erfiillt, muss die linke Seite von g, = 0 zum Factor haben. 
Also ist », >4,,... % 2 4e, mit anderen Worten: Der Ausdruck 
g besitzt g,, wenn hierin «, durch ¢ ersetzt wird, als Factor. Ebenso 
besitzt er g,, wenn hierin ¢, durch é ersetzt wird, als Factor. 


Also braucht nur noch gezeigt zu werden, dass jede Zahl x des 
System s die Gleichung 


pS (a@— uy 8)"...(c—te 8) («—u, es ...(@— Ug e)"? = 0 


erfiillt, Es sei Z der Theil von 2, der dem System S,, ¢ der Theil, 
der dem System S, angehért. Dann wird 


y= (E+F—m(te))".-.(@+F—me(te))* 
 (@+E— wy(e, +8)". .. (G+ E—s(e, +8,))". 


Da @.7=—f.2=—0, Fie —e,.¢=—0, T.e, — 2.7 —O ist, so 
wird dies zu: ; 
y=(F— Uy, é,)" oe (%— Ue &) e(E—Uy 8)" ...(E—tee, 

+ (F— uy &2)" (FE —te q)"¢ (F —Uy, &) J". 4.(E—Ue é,)"*. 
Im ersten Glied kommt g,, im letzten g,, resp. gebildet fiir Z und f 
vor. Da diese Ausdriicke Null sind, so ist in der That auch y = 0. 

Hiermit ist Satz (5) vollstiindig bewiesen. 

Nach dem Vorhergehenden leuchtet ein, dass die Kenntniss der 
irreducibelen Bestandtheile S,, S,... eines Systemes S und der 
charakteristischen Gleichungen dieser Theilsysteme auch die Kennt- | 
niss von S und der charakteristischen Gleichung von S nach sich 
zieht. Aus diesem Grunde werden wir spiiter bei Erledigung gewisser 


Probleme unser Augenmerk allein auf die irreducibelen_ Systeme zu 
richten brauchen. 
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Ein Beispiel zu unseren Siitzen mag zweckdienlich sein: 
Das System in fiinf Einheiten (e,, e,, €3, €,, €): 


0004 0 
0 eg 0 0 0 
000 04 
ee 0 0 a 9 


0046406 


ist reducibel. Nach Satz (2) oder (3) nimlich hat man, um dies zu 
erkennen, eine Zahl 


H = Hye Xe + +++ + X56, 
zu suchen, deren Quadrat gleich x selbst ist. Hier ist nun 


x? ee 2x, 2,e, + 1,7 e, + 2x, 2,0, + 2,7e, + 2,7 ¢5. 
Soll dies gleich x sein, so muss 
24,0, =X, Ly =H, 2X,%, = Xz, Ly = 1, Ly’ = a, 

sein. Entweder ist also x, 1 oder 0. Ist a,—1, so kommt 2,—0. 
Dasselbe kommt fiir a0. Ferner ist x,—1 oder 0 und beide 
Male kommt z, = 0. Endlich kann 2, = 1 oder 0 sein. Das System 
kann also in drei Theilsysteme zerlegt werden, deren Moduln ey, e,, é; 
sind. Da alle Producte mit e, nur e,, alle mit e, nur e, und e,, alle 
mit e, nur e, und e, enthalten, so sind (e,), (e,, e,) und (¢, ¢,) die drei 
Theilsysteme. Dies tritt in Evidenz, wenn e, mit e, und e, mit e, 
vertauscht wird, in der Form der Tafel: 











ea.|0 0 0 

0 e)90 O 

O}e e)0 O 

0 0 OJ0 «& 
-0 0 Oley «e 











Die Umrahmungen sollen die Theilsysteme hervorheben. Alle Stellen 
der Tafel, die keinem Theilsystem angehéren, sind, wie es sein 
muss, mit Nullen besetzt. 
Die charakteristische Gleichung von (e,) lautet: 
z— 2%,e,=—0, 
die von (é,, és): 
(% — %,e,)? = 0, 
die von (¢,, é;): 
° (t — 2,6, = 0, 
wenn niimlich z,, 2, %, die Coefficienten der resp. Moduln e,, e,, @, 




















Complexe Zahlensysteme. . ~ 323 


der Theilsysteme vorstellen. Demnach ist die charakteristische Glei- 
chung des ganzen Systemes nach Satz (5): 

(t — &,8).( — a8) ( — a, 8)? = 0, 
wo =e, +e, -+ ¢, ist, also die des ganzen Systems in seiner urspriing- 
lichen Form: p 

(% — 2, &) (w — &, 8)? (w@ — a, 2)? = 0. 

Die Zusammensetzung mehrerer Systeme A, B,C... zu einem 
einzigen S hat grosse Aehnlichkeit mit der Addition der elementaren 
Mathematik. Denn wie dort gilt hier das commutative und das associative 
Gesetz, nach denen die Reihenfolge der einzelnen Systeme A, B,C... 
in der Zusammensetzung zum System S villig gleichgiiltig ist. Dies 
berechtigt uns, die Zusammensetzung mehrerer Systeme A, B,C... 
zu einem einzigen S, wie sie in diesem Paragraphen betrachtet wurde, 
symbolisch als Addition zu bezeichnen: 


S=A+B+C+-:-:-. 
So werden wir das obige als Beispiel gebrachte System (e,, ¢,, ¢,, €,, €;) 
in seiner letzten Form symbolisch so bezeichnen: 


(€1 5 Cay €yy Cys 5) = (C1) + (C2 &) + (Cys &)- 
Zwei oder mehrere Zahlensysteme addiren heisst also, das Zahlen- 
system bilden, das in jene Systeme zerfallt. 
Augenscheinlich gelten die Satze: 


(6) Kennt man alle irreducibelen Zahlensysteme in 1, 2...n 


Einheiten, so kennt man iiberhaupt alle Zahlensysteme in 
1,2... Hinheiten. 


Ferner: - 

(7) Der Grad eines reducibelen Zahlensystems ist gleich der 
Summe der Grade seiner Theilsysteme. 

Endlich: , 

(8) Ist ein Zahlensystem. reducibel, so ist es dann und nur 


dann ein Nichiquaternionsystem, wenn keines seiner Theil- 
systeme ein Quaternionsystem ist. 
Somit gilt auch der folgende Satz: 


(9) Kennt man alle irreducibelen Nichtquaternionsysteme in 
1,2... Hinheiten, so kennt man ohne Weiteres tiberhaupt 
alle Nichtquaternionsysteme in 1,2... Einheiten. 

Es existirt noch ein zweiter Process, mittelst dessen man aus 
gegebenen Zahlensystemen neve ableiten kann. Auch von diesem soll 
gleich hier gesprochen werden, obgleich er erst an einer Viel spiiteren . 
Stelle in Erscheinung treten wird: 

Ist niimlich (e,, e,...¢n) ein Zahlensystem S und (¢,, ¢).-+ Cm) 
ein zweites Zahlensystem ©, so kann man die an sich bedeutungs- 
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losen, weil nicht definirten, Producte e;q als Einheiten e¢;; eines 
‘Systems P von ».m KEinheiten auffassen, wenn man nur festsetzt, 
dass die e; mit den ¢, commutativ sein sollen, also 

Cik = CeCe CEG 
angenommen wird, Denn es ist nun jedes Product im System P wohl 
definirt und folgt dem distributiven und associativen Gesetze. Gelten 
namlich im System S die Productregeln 


Ge; == > Aijs Cs, 


Cee, = 8 Ahia Co) 


im System © die Regeln 


so ist das Product der Einheiten ¢;, und e;; des neuen Systems P nach 
unseren Festsetzungen in dieser Weise zu berechnen: 


Cik * Cpt SS Ol +» Cf Cr = CFO; > CRC, 


Ck = >: Aizses* >» Ueiata = >: > Qijs Ukia stay 


daher schliesslich : 
Cr: Gi = >: > Aijs Vkia Csa- 


Das Product e;,¢; driickt sich also linear durch die neuen Einheiten 
aus. Dass das associative Gesetz erfiillt ist, folgt so: 


also: 


(€ik G2) Cpg = (Cite + Cx) Ep lg = (C46; + CaLL) Cp ly = 
= (C46) Ep » (Cuts) ty = e:( ep) - Ca(Creg) = . 
= CCK (C4 Ep + Clg) = C:CK (Csr * Cp Cy) = 
= Cin (Gr pq), 
sodass in der That 
(Cix 61) pq = Cex (61 €pa) 
wird. Der Modul des neuen Systems P ist natiirlich. das Product der 
Moduln der Systeme S und G. 
Man kann ebenso aus drei oder noch mehr Systemen durch Multi- 
plication der Einheiten derselben mit einander neue Systeme ableiten 


und sieht unmittelbar ein, dass dabei auch successive und in beliebiger 
Reihenfolge verfahren werden kann. 


Diesen Process nennen wir die Multiplication von Zahlensystemen 
mit einander und bezeichnen ihn auch symbolisch so. Z. B. fiir unsere 
drei Systeme S, ©, P driicken wir die Beziehung in der Form aus: 

; P=S-6. 
Dieser Process erfiillt wie die gewéhnliche Multiplication die elemen- 
taren Gesetze. Auch spielt der neue Process dem -obigen Additions- 
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verfahren gegeniiber genau dieselbe Rolle wie in der elementaren Mathe- 
matik die Multiplication der Addition gegeniiber. Sind A, B,C... 
Zahlensysteme, so ist nimlich: 


A-B=B.A, (A-B) C=A(B-C), 
(A+ B)(C+D)=—A-C+A-D+B-C+B-D. 


Wiahrend der Additionsprocess leicht verstindlich ist, bietet der 
Multiplicationsprocess besondere Schwierigkeiten dar. Es fehlt ein 
brauchbares Criterium dafiir, dass ein vorgelegtes System als Product 
aufgefasst werden kann, und an allgemeinen Siitzen iiber die Theiler 
der Null und die charakteristische Gleichung eines solchen Systems. 

Auch hier soll ein Beispiel gegeben werden: Die Systeme 

0 e ¢, O 
und 
ey 0 e 
werden mit einander multiplicirt, indem man die Producte ihrer Ein- 
heiten als neue Einheiten einfihrt: 


M1 = Cp, Me =H Ca, My = CQly, My = CQ. 
Das Productsystem (y,;, 2, 43, 44) ist demnach: 


0 0 4 9, 
0 0 0 %, 
m O 4 0, 
0 mm O 


Z. By ist yom, = €, Cy - Cy ty = Clg + Cy? == C, + Cy = YQ. — 

Man kann die Multiplication zweier Zahlensysteme noch von einem 
anderen Gesichtspunkte aus betrachten. Ist niimlich (e,, e, . . . en) 
ein System S, so hat die allgemeine Zahl desselben die Form 


W = Ly C, + Hyly + +++ + Mnln, 
und hierin wurden bisher immer die Coefficienten 7,, 2, ... 2» als 
gewohnlich complexe Zahlen aufgefasst. Wir wollen aber fiirs Nichste 


diese Auffassung verlassen und annehmen, 2,, %,... 2» seien nicht 
gew. complexe, sondern Zahlen eines beliebigen anderen Systems 
Sey, to «+. em), also von der Form: 


Hy =F H Vat, ++ + Lim em, 
Wy = Yo, 0 Yoo +++ + Yam em, 
Ln = Ynity + Ynetg °° ++ Tam em, 


wo nun die yy,, tj. --+ tam gewohnlich complexe Zahlen bedeuten. 
Dann nimmt die allgemeine Zahl 2 des Systems S die Form an: 


Mathematische Annalen, XXXIX. 22 
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© = (Ly Cy HF Moto f+ + + Lim lm)ey +--+: 
+ (Xni ty + Yn2e + — + Tnm_Om) En 


oder ausmultiplicirt: 
x -> Po Vin Gite, 
i k 


d. h. x ist jetzt eine aus den Kinheiten e;¢, (i= 1,2..., k= 1,2... m) 
linear mit gew. complexen Coefficienten y;, zusammengesetzte Zahl. 
Das System der Einheiten e;c¢, ist aber nichts anderes als das oben 
als Product bezeichnete System P= S-©@. Man kann iibrigens statt 
von S auch von © ausgehen und in einer allgemeinen Zahil dieses 
Systems © die Coefficienten als allgemeine Zahlen des zweiten Systems 
S auffassen. Auch dann gelangt man zu einer allgemeinen Zahl des 
Productes S- S. 
Leicht zu beweisen ist der Satz: 


(10) Das Product aus einem reducibeln System und einem 
beliebigen anderen System ist ebenfalls reducibel. 

Sind nimlich S,(e, ... e,) und S,(e, ... tm) die beiden Systeme, 
welche mit einander multiplicirt werden sollen, und ist S, reducibel mit 
dem Reducenten ¢,, wihrend ¢, der Modul von S, ist, so ist offenbar 
€,¢, Reducent des Productsystems S,S,. Es ist ja: 

Ey Cy + Cle == Ey C+ Cy Ce = CFE, + Cy = Cie - Ey Cy, 
ferner: 
(€0))? = &7 ey? = & G4. 
Ueberdies ist ¢,¢, nicht etwa Modul des Productsystems S, 8, selbst, 
denn S,S, hat zum Modul das Product der Moduln von S, und 8,. 
é, aber ist nicht der Modul von S,. 

Als Beispiel zu diesem Satze kann das oben benutzte Product der 
Systeme (e¢,, ¢) und (¢,, ¢,) gebraucht werden. Daselbst ist (¢,, ¢,) 
reducibel mit den Reducenten ¢,,¢,. Da ferner e, Modul von (e,, e,) 
ist, so sind ¢,¢, = 4, und ec, = 4, die Reducenten des Product- 


systems (,, %., %3, 4). In der That lisst sich dies, wenn man y, 
mit 4, vertauscht, auch so schreiben: 


Oo nm | 0 O 
Ne | 0 0 
0 O | 0 is 


0 0 | Ns M4 
sodass die Reducibilitiit sofort ins Auge fillt. 














Complexe Zahlensysteme. 327 


§ 5. 
Fortsetzung der Betrachtung der Nichtquaternionsysteme. 


Wir brachen mit §3 die Untersuchung der Ngqss. vorliufig ab, 
um einige wichtige Begriffe zu besprechen, die wir zum Theil in der 
weiteren Betrachtung der Nqss. gebrauchen werden. Jetzt kniipfen 
wir also wieder an § 3 an. 

Wir fanden, dass sich die Einheiten eines Nqs. in besonderer 
Weise auswiihlen lassen: ¢@, €)'... ry %;, M2 +++ %s, Sodass nament- 
lich die Siitze (4), (5), (6) jenes §3 bestehen. Fragen wir uns nun, 
wann ein solches Nqs. reducibel ist. Nach Satz (2) des § 4 ist dazu 
nothwendig und hinreichend, dass im System eine vom Modul ¢ ver- 
schiedene Zahl ¢, existirt, die mit allen Zahlen des Systems vertausch- 
bar und deren Quadrat ¢,? == ¢, ist. 

Da ¢,? = ¢, sein soll, so muss ¢, wenigstens eines der 7 enthalten, 
denn nur die 9 geben beim Quadriren Zahlen, welche sie selbst ent- 
halten. Andererseits kann ¢, keine Hinheit e enthalten. Denn nehmen 
wir an, &, driicke sich linear aus durch die y und die e, so folgt aus der 
Forderung &, - 4% = + &,, dass nur solehe Einheiten e vorkommen 
diirfen, die geraden Charakters sind. Ist aber ¢e,(@ <1) die letzte der- 
selben, welche in ¢, wirklich auftritt, ist sie ferner mit dem Coef- 
ficienten ap + 0 behaftet, und ist 4, die zu e, zugeordnete Einheit y, 
derart dass yz) = eo yx == @ ist, so muss & sicher auch 4, — etwa 
mit dem Coefficienten b, — enthalten, denn sonst wiire ¢,? frei von é,. 
Aus ¢,7 =e, folgt ferner b,2 =, d. h. b. = 1. Nun enthilt «,? 
offenbar e, mit dem Coefficienten 2a,. Dieser miisste gleich ag sein, 
was unmdglich ist. 

é, kann sich also nur aus den 9 — und zwar diese mit dem 
Coefficienten 1 oder 0 behaftet — linear zusammensetzen. Sicher ist 
dann ¢,2—e,. Auch ist dann ¢, mit allen » vertauschbar, mit den 
e noch nicht ohne weiteres. Enthilt z. B. «, die Einheit 7, und ist 
dieser die Einheit ¢; schiefen Charakters zugeordnet: y,¢; = ¢;, wihrend 
€:% = e; ist, so muss é&, auch y, enthalten, weil sonst «, ¢; + ¢&, wire 
Um ein ¢, zu finden, hat man demnach folgenden Weg einzuschlagen: 
Man nimmt an, «, enthalte »,. (Wire es frei von 7,, so wiirde jeder 
andere Reducent « — «, diese Einheit enthalten, da e—=7,+ --- +4, 
ist). Bei », werden mehrere e; reproducirt werden, entweder in der 
Form 7,¢: = ¢ oder e;y, =e. Diese e; werden — wenn sie schiefen 
Charakters sind — noch bei anderen » reproducirt. Alle diese anderen 
m muss ¢, enthalten. Bei diesen y ferner werden schiefe EHinheiten 
reproducirt werden, die auch anderen » zugeordnet sind. Dann sind 
auch diese letzteren y in ¢, enthalten, u. s. w. Dieser Process kann 


22° 
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enden, ehe alle » vorgekommen sind. Dann hat man einen Reducenten 
gefunden. Es ist aber auch méglich, dass alle y auftreten, also kein 
von é verschiedener Reducent ¢, existirt. Im letzteren Fall ist das 
System irreducibel. 

_ Z. B. das System in 5 Einheiten (e,, e, .. . ¢): 


0;0 0 





0 e 
0 01;0 e O 
0 e\e 0 O 
e 010 e O 


0 0\0 0 «, 


in welchem e;, ¢,, ¢, die Rolle der , e,, ¢, die der e spielen, ist 

irreducibel. Denn bei e, wird e, reproducirt (¢,e, =e). e, wird auch 

bei e, reproducirt (e,e, = e,), wahrend zu e, auch e, zugeordnet ist 

(e,€, = e,) und dies e, auch bei e, vorkommt (e,e, = @;). 

Sprechen wir unser Ergebniss als Satz aus: _ 

(1) Ein Nqs. (€, € ~~ +r) M1) No - + +s) des Satzes (4), 
§ 3, ist dann und nur dann irreducibel, wenn sich die Ein- 
heiten n,, N. --. Ne, eventuell mit Wiederholung, in eine solche 
Reihe bringen lassen, dass es 2u je zwei unmittelbar aufeinan 
derfolgenden Gliedern »,., m der Reihe stets eine Einheit e; 
giebt derart, dass 

Ne Ge SS OF S «EEN: 


oder auch 
CN = OS UE; 
ist, — 
Wir haben in § 3 erkannt, dass die Einheiten e, .. . ¢,, 9; .. . %s; 


die bei jedem Nqs. existiren, unter anderen folgende Eigenschaften haben: 
Die Producte der 4 zu je zweien sind Null, wahrend jedes 1? = 
ist. Ferner sind die Producte y,e; und ey, entweder gleich 0 oder ¢;, 
und ¢; tritt in nur einem Producte der ersten und nur einem der zweiten 
Art auf. Die Gesammtheit der e, ...e¢, kann dadurch charakterisirt 
werden, dass jede Zahl des Systems, dessen (r++ 1)'* Potenz gleich Null 
ist, sich linear aus e, ...¢, zusammensetzt, und umgekehrt. 

Es erhebt sich nua die Frage, ob sich in das vorgelegte 
Nqs. (€,...¢r, ++.) meue Kinheiten 2, ... @, H,...+ Ho 
(eo + 6=—,r-+ s) einfiihren lassen derart, dass die ¢ und 4 eben jene 
Eigenthiimlichkeiten haben, die den ¢ und » zukommen. Dies soll 
jetzt entschieden werden. 

Die 7 werden sich so darstellen miissen: 


Nx =~ + Oey, fos + + hess 
(x==1,2..,6), 
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wo die Glieder in e, . . .e, (wie auch im Folgenden) durch Punkte 
angedeutet sind. Nun ist 


te =o Hb oeim tes + anon. 
Es soll aber 72 = Hz sein. Daher ist jedes a,, = 1 oder Null. Ferner 
kommt 
Ne Ma = + Her earn, ++ Hf x sGrsts. 

Dies Product soll fiir x= 4 gleich Null sein. Es miissen also alle 
On1 Oaiy +++) Ges Ga, Verschwinden. Sobald a,; z. B. +0, also 1 ist, 
ist jedes aj, = 0(4 + x), mit anderen Worten: Wenn 7 in Nx Wwirk- 
lich auftritt, so tritt es in keinem anderen 7 auf. Andererseits kann 
ein 7 sich nicht durch e,.. . e, allein ausdriicken, da sonst 72 
nicht gleich 7, sein kénnte. Da endlich ebensoviele 7 als 1 vorhanden 
sein miissen (also 6 =s, @ =r sein muss), weil die Anzahl der 7 
dieselbe ist wie die Anzahl der verschiedenen linearen Factoren der 
charakteristischen Gleichung des Systems (nach Satz (6), § 3) , 80 folgt, 
dass jedes % ein und nur ein y wirklich enthilt und zwar mit dem 
Coefficienten 1. Bedenken wir ferner, dass in der urspriinglichen 
Form (¢, ...ér, 4 +++ %s) die Reihenfolge der Kinheiten y, .. . 9, 
vollig in unserem Belieben steht, so erhellt, dass wir direct 


Qem=eeo tye (x—1,2...8) 


annehmen diirfen. Sei nun ¢, die héchste in 7, vorkommende der 
Einheiten e, ... ¢,, also: 


Yu = +++ + Mele + Ux (a + 0), 


ix = +++ + Moone + Meee) + Me» 
wo nunmehr die Punkte nur die etwa vorkommenden ¢, . . . ¢g_1 ver- 
treten. Entweder ist eg vom Charakter (xx) oder vom Charakter (x) 
oder (Ax) oder endlich vom Charakter (Aw), wo 4, w+ x sein sollen. 
Im ersten Falle kime 


ix "+ 2e9e— + Mx; 
d. h., da 72 = jj, sein soll, a 0 gegen Voraussetzung. Im letzten 
Fall wire 7 ganz frei von e,, gegen Voraussetzung. Hate, den Cha- 
rakter (x4) (die Behandlung des Falles (4) ist ganz analog), so bilden 
wir das Product 
Hx ta = +++ + Meet, = +++ + Ae. 
Es sollte Null sein. Also kiime auch jetzt a, = 0 gegen Voraussetzung. 
Kurz: 7, enthalt gar keine Einheit e,...¢,. Es ist einfach: 
Nx = Yx- 
Die neuen @ sind natiirlich frei von den », da ihre (r-+-1) Potenz 


so ist 
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verschwinden muss. Sei ein ¢; vom Charakter (x4) hinsichtlich der 7 
oder, was ja jetzt dasselbe ist, der ». Alsdann ist 4, resp. @: Nu 
gleich Null, sobald w + x resp. + 4 ist, gleich 1 im anderen Falle. 
Daraus folgt, dass @; sich nur durch solche Einheiten e,,¢, .. . e, 
ausdriicken kann, die ebenfalls vom Charakter (*A) sind. 

Will man also die in §3 gefundene allgemeine Form eines Nqs. 
nicht zerstéren, so ist man in Betreff der Einfiihrung neuer Einheiten 
sehr eingeschriinkt. Man darf héchstens die 9 unter einander ver- 
tauschen — was aber selbstverstiindlich ist — und statt der e lineare 
Combinationen derselben einfiihren. Dabei dtirfen aber diese linearen 
Combinationen je nur lauter Einheiten desselben Charakters enthalten 
und miissen so gewihlt werden, dass die Grundeigenschaft des Nqs. 
nicht gestért wird, d. h. dass immer noch jedes e; é; nur die vor @; und 
e; kommenden Kinheiten enthilt. 


Einen Theil der Ergebnisse dieses Paragraphen fassen wir in 
den Satz zusammen: 


(2) Fiir ein Nqs. in n Einheiten spielt eine gewisse Zahl s 
(0 <<s<7n) eine wesentliche Rolle, insofern als s und nur s 
ganz bestimmte Zahlen im System existiren derart, dass ihre 
Producte unter einander Null, thre Quadrate aber ihnen 
selbst gleich sind. Alle Zahlen des Systems, von denen irgend 
eine Potenz verschwindet — und zwar ist es mindestens die 
(n—s-++-1)'° — bilden eine ebene Mannigfaltigkeit (n—s)'* 
Stufe. Das Product einer Zahl der suerst bezeichneten Art 
mit einer der zuletat bezeichneten giebt stets eine Zahl letzterer 
Art. 

Unsere letzten Untersuchungen lehren z. B. auch, dass die oben 
in § 4 beispielsweise aufgestellten 5 Zahlensysteme in 3 Einheiten 
wirklich simmtlich wesentlich von einander verschieden sind. 


§ 6. 


Bestimmung aller Nichtquaternionsysteme in » Einheiten, deren Grad 
gleich », n— 1, n — 2 ist. 


Von den allgemeinen Siitzen der §§ 3 und 5 iiber die Structur 
der Nqss. lassen sich mannigfache Anwendungen auf die Bestimmung 
besonderer Arten von Systemen machen. Einige derselben sollen hier 
vorgefiihrt werden. 

Fragen wir uns zuniichst nach den Nass. (¢, ... rs 1 +++ Ms), 
deren Grad gleich der Anzahl r + s der Einheiten ist. Ist ein solches 
System reducibel, so sind seine irreducibelen Bestandtheile nach Satz 
(5) des § 4 wieder Systeme, deren Grad gleich der Anzahl ihrer Ein- 
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heiten ist. Deshalb diirfen wir uns auf die Untersuchung der irre- 
ducibelen Nqss. der genannten Art beschriinken. Ist also (e,...¢,, m,...s) 
ein solches, so miissen alle Einheiten e, ...¢, von geradem Charakter 
sein, Verkiirzt man nimlich das System um ¢, ¢,...e und fiigt 
dann é,, é1 . . .@, wieder hinzu, so kann nach Satz (6) des § 3 der 
Grad des Systems nur dann gleich der Anzahl der Einheiten sein, wenn 
die Hinzufiigung jedes e; den Grad um 1 erhéht, also jedes e; gerade 
ist. Nun soll das System irreducibel sein. Da die e,.. . e, simmt- 
lich geraden Charakters sind, so geht das nur so an, dass nur ein 9 
vorkommt. Die Einheiten des Systems sind also e,, ¢ ...€n—1, %, 
WO e; = ey =, 4? = 9, also y der Modul ist. Die charakteristische 
Gleichung des Systems muss nach Voraussetzung und nach Satz (6) des 
§ 3 die Form haben 
(« rie &)" = 0, 

wenn & den Zahlencoefficienten von y in der allgemeinen Zahl x des 
Systems bedeutet. 2—&y ist offenbar eine allgemeine Zahl des kleineren 
Systems (¢,,¢,.. +. @n1), das tibrigens ausgeartet ist. Wihlt man 
also in letzterem eine Zahl w hinreichend allgemein, so sind w, w?, 
u®... uw! simmtlich +0, wihrend w*—0 ist. w, u®... yr! 
sind simmtlich linear unabhiingig, denn «w/ enthilt ja sicher weniger 
Kinheiten ¢,, ¢,... als u/—', da in dem ausgearteten System (¢, , ¢, ... €n—1) 
ein ee; nur die vor e; und e; kommenden Einheiten enthalten darf 
(Satz (4) des § 3). Wir kénnen u,v, . . uw, w direct als die 
Einheiten e,, ¢, ..- n—2, @n—1 benutzen und haben wegen wi ud = uit 
und w* = 0 die Multiplicationsregeln 


C:€; = Citj-n, Wenn t-+j>N, 
ee—=O , wenn t+jcn., 


Offenbar kénnen wir wegen ye; = en =e; diese Regeln auch auf y 
ausdehnen, sobald wir nur 9 mit ¢, bezeichnen. Demnach gilt der Satz: 
(1) Jedes Nqs., in welchem der Grad der charakteristischen 
Gleichung gleich der Anzahl der Einhciten ist, setzt sich aus 
irreducibelen Systemen derselben Art zusammen. 
Ein solches irreducibeles System lisst sich durch passende 
Wahl seiner Einheiten e, ...¢, auf die Form bringen, 
dass jedes ee; = ¢4j;-n oder Null ist, je nachdem i+ j > n 
oder < m ist. 

Wir werden an einer spiteren Stelle finden, dass es Quaternion- 
systeme dieser Art nicht giebt (siehe § 13). Wir kénnten demnach 
im Vorstehenden die Bezeichnung Nqs. durch System ersetzen. 

Dieser Satz ist nicht neu, sondern schon von Study*) aufgestellt 


*) Siehe Study I, 8. 262, Ill, S. 310, 
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und auf ganz anderem Wege bewiesen worden. Diesem Satze liasst 
sich ein zweiter, neuer, an die Seite stellen, der von den Nass. handelt, 
deren Grad um Eins kleiner als die Anzahl ihrer Einheiten ist. Man 
kann niamlich auch die allgemeine Form dieser Systeme angeben. 

Ist zunichst ein derartiges Nqs. reducibel, so zerfallt es in lauter 
irreducibele Systeme des Satzes (1) und ein irreducibeles System der 
jetzt gesuchten Art. Es folgt dies ohne weiteres aus Satz (5) des 
§ 4. Demnach handelt es sich nur um die Bestimmung der irreducibelen 
Systeme (e, ...¢-, 4, -+-%s), deren Grad um Eins kleiner als die 
Anzahl r +s der Einheiten ist. Von den Einheiten e, . . . e, miissen 
mindestens r—1 geraden Charakters sein, nach Satz (6) des § 3. Sind 
alle geraden Charakters, so ist das System nur dann irreducibel, wenn 
nur ein 4 vorkommt, nach Satz (1) des § 5. Ist dagegen eine Kinheit 
e schiefen Charakters, so miissen natiirlich wenigstens zwei y auf- 
treten, aber es diirfen nach dem eben genannten Satz auch nicht mehr 
als zwei vorkommen. 

Wir haben demgemiss zwei typische Formen zu unterscheiden, 
soleche mit den Einheiten e, ...¢,-1, 4 und solche mit den Kinheiten 
€, ..+€n—2) > No» Die letzteren bestimmen wir zuerst: Ist e; in dem 
System (¢, ...@n—2, , 2) die (einzige) Einheit schiefen Charakters, 
so ist jedes Product e,e; und e;e; frei von ihr und also, da es nach 
Satz (5) des §3 schief sein muss, gleich Null. Kein Product der 
€; ..+@n—g unter sich enthalt nach diesem Satze e;. Daher darf ¢; als 
erste Einheit benutzt werden, ohne dass dadurch das Aussehen des 
Nqs. wesentlich gestért wiirde, Es ist nun etwa y,e, = ¢,, ¢;%. = e, 
wihrend ¢,, = 9,¢, = 0 ist. Wird das System um e, verkiirzt, so 
bleibt, da es schiefen Charakters ist, nach Satz (6) des § 3 die charakte- 
ristische Gleichung des Systems die alte. Der Grad ist geblieben, 
wahrend die Zahl der Einheiten um Eins verringert ist. Das verkiirzte 
System (€,...€n—2, ;) 42) ist also ein System, dessen Grad gleich der 
Zahl der Einheiten ist, ein System des Satzes (1). Es zerfallt also in 
zwei irreducibele Systeme jener Art und darf als bekannt angesehen 
werden. Die Hinzufiigung von e, geschieht dann, indem jedes 


CG = Gl, = 0, Mey HEN =, ON, = Ne = 0 


angenommen wird. Damit ist das System (e, . . . é,2, 4,, 7.) gefunden. 


Wenden wir uns zu der anderen typischen Form (e, .. . én-1, 7) 
des Systems, wo alle e von geradem Charakter sind. Hier ist 
ein =e =e, 4? =. Die charakteristische Gleichung des Systems 
lautet nach Satz (6), § 3, und weil der Grad m — 1 sein soll: 

(% — &n)"" = 0, 
wenn wieder &€ den Coefficienten von 7 in x bedeutet. x — &y stellt 


ee €n—1) 


eine allgemeine Zahl des kleineren ausgearteten Systems (e, . 
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dar. Ist also w eine allgemein genug gewihlte Zahl des letzteren, 
so sind w,u?...u"-® simmtlich +0, wihrend w*—! = 0 ist. Auch 
sind uw, u?...w** simmtlich linear unabhiingig, da jede folgende 
dieser Potenzen (wenigstens) eine Kinheit weniger als die vorhergehende 
enthalt. w*-*, uw"-> ...w kénnen also als » — 2 Einheiten gewiahlt 
werden und zwar, da ihre Producte unter einander sich nur durch sie 
selbst ausdriicken, als die » — 2 ersten. Setzen wir also: 


e =u, ec, =u, .. ., eas SU, 
so gelten diese Multiplicationsregeln fiir dieselben: 
CC; = Ciyj—n4i Oder —O, 
je nachdem i1+j7 >n—1 oder <n—1 ist. Die (n—1) Einheit 
€n—1, tiber die noch nicht verfiigt ist, werde mit v bezeichnet. uv darf 


nur die vor « kommenden Einheiten enthalten. Es ist also zunachst 
zu setzen: 


uv = a,u®? + au? +--+ + ay_gu"* 
vu = b,u? + bu? +--+ + bys. 


Priifen wir das associative Gesetz uv .u =u. vu, so kommt, da 
u*—! == () ist: 


UVU= AUP + ++ ++ Ay_g ul"? = bu +--+» + Dy_gu"-?. 


Also ist a, =b,,..., Ga-3 = b,-3. Indem wir statt v als neue 
Einheit 


und analog 


Vv — 4,U — aw? — +++ — ay_su"™—* — Aur 
einfiihren und 4 passend wihlen, erreichen wir, dass wv und vw die 
sehr einfachen Formen annehmen: 
wvo=au*, vues — aur, 
Nun ist wegen w"—! = 0: 
wy=vw=—O0, 
wy =vu =O, 


Die Producte von wv oder e,_; mit den »—3 ersten Einheiten 
€, +. n-s Sind also simmtlich Null. v? hat zunachst die Form 
v—=cuteow+---+ cq uv. 

Hiernach ist wegen wv? = wv. v: 

Cu? + cu? 4 +++ + C,_gu"? = au" *y = a?u?—, 
Sobald > 3 ist, ist 2n —5 > n— 2, also die rechte Seite wegen 
u"-! == 0 gleich Null. Wir wollen den Fall »=3 (kleiner als 3 
kann » nicht sein) vor der Hand ausschliessen. Dann ergiebt sich: 


C=C, = + = 3 = 0 
und es bleibt etwa 


vw? == cu"-2, 
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Weitere Ergebnisse liefert die Priifung des associativen Gesetzes 
nicht. 

Sicher ist jetzt die (n—1)* Potenz jeder Zahl x, die sich aus 
€;-.+@,—1 allein zusammensetzt, gleich Null. Denn ist 


2=y+iv 
eine solche, wo y den Bestandtheil in e, ... ¢,—2, d.h. in u"—*, w*—!.. . u 
ausdriickt, so ist: 


a? = y? + A(yv + vy) + av? 
Aber da uv + vu=0 und alle wv = vu = 0 ftir k >1 sind, so 
ist yo + vy=0. Es bleibt also: 
easy? + dcur*. 
Danach ist: 
w= y + Meur*y + Ayo + Aeu"-*v. 
Hierin sind u*-*y und w*-*y offenbar Null. y? enthalt w' nicht mehr. 
Demnach ist auch y*v = ( und es bleibt 
3 a= y. 
Weiter folgt zt = y' u. s. w., schliesslich z-! = y*"! = 0. 
Es hatte sich ergeben 
wv =au—*, vu=—au’, v?=—cu?. 


Es treten hierin noch 2 Parameter a und ¢ auf. Ist a+ 0, so lisst 
sich sicher nicht durch Wahl eines neuen uw oder v diese Constante 
gleich Null machen. Denn wenn a+ 0 ist, ist das System nicht 
durchweg commutativ, wohl aber, wenn a= 0 ist. Es liisst sich 
jedoch a = 1 machen, sobald es + 0 ist. Man braucht zu dem Zweck 
nur av statt v einzufiihren. Eine andere Frage ist, ob ¢ nicht durch 
passende Benutzung neuer wu und v gleich Null gemacht werden kann. Ich 
will hierauf wegen der mit der Beantwortung verbundenen Rechnungen 
nicht niaher eingehen. Es ergiebt sich, dass die Fille c + 0 und c = 0 
wesentlich verschieden sind. Ist ¢=-0, so lisst sich auch dies = 1 
machen, nur nicht, wenn » = 4 ist. Hier bleibt vielmehr ¢ will- 
kiirlicher Parameter, sobald a + 0, also a = 1 ist. 

Sobald » > 4 ist, ergeben sich also 4 wesentlich verschiedene 
Systeme, entsprechend den Annahmen: 

a=c=1; =l,c=0; a=0,c=1; a=c=0. 
Im Falle n = 4 diese drei: 

a=1,c unbestimmt; a=0,c=—1; a=c=0. 

Der bisher ausgeschlossene Fall » = 3 ist sehr leicht zu behandeln. 

Unser Gesammtergebniss wollen wir in einem Satze aussprechen. 
Dabei ist es erwiinscht, fiir die Systeme des Satzes (1) eine kurze 
Bezeichnung zu haben. Ich nenne sie nach Study’sche Systeme. Unter 
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einem Study’schen System ist also ein solches zu verstehen, dessen 
Grad gleich der Zahl der Einheiten ist. Nun lisst sich so sagen: 


(2) Ist ein Ngs., in welchem der Grad der charakteristischen 
Gleichung um Eins kleiner als die Anzahl der Einheiten des 
Systems ist, reducibel, so sind seine irreducibelen Bestand- 
theile lauter Study’sche Systeme bis auf eines, das wieder die 

eben angegebene Eigenschaft hat. 
Ein irreducibeles Ngs., in welchem der Grad der 
charakteristischen Gleichung wm Eins kleiner als die Anzahl 


‘Ejinheiten des Systems ist, kann gwei wesentlich verschiedene 
Formen haben: 


Erste Form: Das System wird dadurch gebildet, dass 
man zwei irreducibele Study’sche Systeme zusammensetet: 
(e, ... Gry 9) + (G, .-- &, 9) 
und eine Einheit e hineufiigt in der Art, dass 
ce; = Ge = ce; =efe=0, nee —e, en=yxe=—0 
angenommen wird. 
Zweite Form: Das System (e, ... en) geniigt den 
Multiplicationsregeln 
C46; = C:4j-—nti, Socbaldi+j>n—lijcn—1, 
ee; = 0, sobald i+jcn—1,t,j<n—1, 
Cn = Coie = 0 fiiri<n— 2, 
€n—2€n—1 = — Cn-1€n-2 = AE,, 
eo, = be,, 
Cn€i = Cn = &; fiir jedes e;. 
Die Parameter a und b diirfen dabei, sobald n> 4 ist, 
specialisirt werden in einer der 4 Arten: 
1) a=b=1, 
2)a=1,b—0, 
3)a=0, b—1, 
4)a=b=0. 
Alle 4 Systeme sind wesentlich von einander verschieden. Ist 
n=4, so darf nur so specialisirt werden: 
1) a=1, b willkiirlich, 
2)a=0,b—1, 
3)a=b=0. 
Ist endlich n = 3, so ist zw setzen: 
a=b=0. 








| 
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Um ein Beispiel zu geben, wollen wir hier alle irreducibelen 
Systeme in 5 Einheiten von der zweiten Form in Gemissheit des 
Satzes angeben. Es sind die vier: 


000 O-8e, 000 O-8«, 00 0 Oe, 000 0e, 
00¢e¢ Oe} 00a De 00 e 0e, 00¢08e 
0 e & —e e | 0 a & —E e 0446084, 0¢e446 086 
00g A464 008g, O-8, 00 Oe, e 000 0e, 
i ie Bc I Oe 0% % Cy Cy Cy Cy Os | Cy Cy Cy Cy G5. 





Es ist hier «= e,, u®?—e,, u® —e,, v=, Y=. 

In § 13 werden wir zeigen, dass es Quaternionsysteme im Fall 
k =n — 1 nicht giebt. 

Das bisherige Verfahren kann man auch anwenden, um alle Ngqs. 
zu bestimmen, deren Grad um zwei kleiner als die Anzahl der Ein- 
heiten ist. Freilich sind die Formen solcher Systeme noch mannig- 
faltiger. Ist ein derartiges System reducibel, so zerfallt es entweder 
in lauter Study’sche und zwei Systeme des Satzes (2) oder aber in 
lauter Study’sche und ein irreducibeles System der eben jetzt gesuchten 
Art. Es folgt dies alles aus Satz (5) des § 4. Es handelt sich dem- 
nach nur darum, alle irreducibelen Nqss. zu bestimmen, deren Grad 
um zwei kleiner als die Anzahl ihrer Einheiten ist. Nach Satz (6), 
§ 3, besitzt ein solches entweder 2 oder 1 oder 0 schiefe EKinheiten. 
Diese drei Méglichkeiten betrachten wir nach einander. 

A) Das System besitze zwei schiefe Einheiten. Nach Satz (1), § 5, 
kann es wegen seiner Irreducibilitaét héchstens drei Kinheiten 7 besitzen 
und es muss andererseits wenigstens zwei solche haben. 

«) Das System besitze drei Einheiten y: ,, ,, 4,;. Sind e und é’ 
die schiefen Einheiten, so sind sie entweder vom Charakter 

a) e= (aB), & = (ay) 
oder vom Charakter 

ti) e== (a8), & = (By). 
Alle Méglichkeiten sind offenbar hierin enthalten, wenn a, 8, y die 
Zahlen 1,2,3 in irgend welcher Reihenfolge bedeuten. Die iibrigen 
Einheiten ¢; sind theils vom Charakter (aa), theils (68), theils (yy). 
Nach Satz (5), §3, sind die Producte dieser ¢; unter sich frei von 
e und e’, Ihre Producte mit e und e sind Null, denn z. B. (@) (68) 
ist zwar vom Charakter («f), da aber nur eine schiefe Kinheit e¢ dieser 
Art vorkommt und jedes e¢;e; frei von e; und ¢ sein muss, so ist 
(af) (6B) =O, u. s. w. Die Producte ec, ec’, e’e, ¢? sind alle vier 
gleich Null. Demnach kénnen e und ¢’ als die beiden ersten Einheiten 
€,, @ gewahlt werden. Wenn dann das ganze System (e,, ¢,. - . €n—s, 
"> 2) Ys) um e, und e, verkiirzt wird, so bleibt nach Satz 6, § 3, die 
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charakteristische Gleichung des Systems unveriindert, wiihrend die Zahl 
der Einheiten um 2 verringert wird. Das verkiirzte System (e, ... ¢,—s, 
M1» %2»%3) ist demnach ein System des Satzes (1) und zerfallt in drei 
irreducibele Study’sche Systeme. Es darf als bekannt angesehen werden. 
Die nachtragliche Hinzufiigung von e, und e, geschieht so, dass alle 
Producte derselben unter sich und mit e, ... ¢,—s gleich Null an- 
genommen werden, ferner entweder 
1g Oy Sy Ma, 1 Og Cn 
oder 
yO, = Oy EM, =. Og Op = Ns 

gesetzt wird, wihrend alle anderen Producte von e, und e, mit den 4 
gleich Null sind. 

8B) Das System habe nur zwei Einheiten 9: 4, und y,. Die 
schiefen Einheiten e und e’ haben dann entweder die Charaktere 


B;) e= (af), & = (a8) 


B,.) e=(aB), = (Ba), 


wo @, 6 die Zahlen 1, 2 in irgend welcher Reihenfolge bedeuten. Die 
iibrigen Einheiten e, sind theils vom Charakter (aa), theils vom 
Charakter (68). Ihre Producte unter einander sind frei von e und ©’. 
Im Falle B,) sind ihre Producte mit e und e’ gleich Null oder ent- 
halten nur e und ¢’, Im Falle B,) dagegen sind sie alle Null. Anderer- 
seits sind im Falle B,) die Producte von e, e unter sich Null, waihrend 
sie sich im Fall B,) auch durch gerade Einheiten ausdriicken kénnen, 
denn es ist (@f) (Ba) —= (aa). Hieraus folgt, dass nur bei der An- 
nahme #,) e und e’ von vornherein als die beiden ersten Einheiten des 
Systems angenommen werden diirfen. Die beiden Fille werden deshalb 
gesondert betrachtet: 

B,) e und e’ wihlen wir als die beiden ersten Einheiten e, und ¢,. 
Wird das System um e, und e, gekiirzt, so hat das verbleibende System 
(€; . +. €n—2) 4, M2) doch noch nach Satz 6 des § 3 die alte charakte- 
ristische Gleichung, wihrend die Zahl der Einheiten um zwei verringert 
ist. Das verkiirzte System ist also eins des Satzes (1) und zerfallt in 


zwei irreducibele Study’sche Systeme S und S, deren Rinheiten wir 
zur Unterscheidung besonders bezeichnen: 


oder aber 


8: ...8, m3 Se +++ &, M- 
(yr +¢—n — 4). Nun sind e, und e,, die schiefen Einheiten, wieder 
hinzuzufiigen. Die Producte von e, mit den geraden Einheiten @, ...é,, 
¢: ... & kénnen zuniichst ¢, enthalten, Alle anderen Producte der 
é und é mit e,, ¢, dagegen sind sicher Null, Aber auch die Ge, und 
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e,é miissen fast simmtlich Null sein. Denn: Im Study’schen System 
S bestehen die Multiplicationsregeln: 
C16 = Cet) 
sobald i+ j > ++ 1 ist, und im System S analog: 
C6 = C4541) 

sobald i +j >¢-+ 1 ist. (Vgl. Satz (1)). Wire nun 
Cily = Aes, C= Wily, 
so kiime: 

ee; = Ci4j—(r) Cg = Aij—cr4e oS e; ° Gey = ej ° Aje, = QO, 
sobald i+ 7 >r-+ 1 ist. Also sind alle AO, deren zugehdrige ¢ 
als Producte @;¢; vorkommen, d. h. alle mit Ausnahme des letzten. Es 
bleibt daher nur @,e, = Ae, und ganz analog e,¢ = we, Sobald a 
oder w nicht Null ist, darf es offenbar —1 gesetzt werden. Alle 
anderen Producte mit e, und e, sind gleich Null zu setzen mit Aus- 
nehme von 

Hy Sy my Mer = On Cg = OMe 

B,) In diesem Falle diirfen wir e und e’ nicht als die beiden ersten 
Einheiten annehmen, da die ee und ee gerade EKinheiten enthalten 
kénnen. Aber die geraden Einheiten bilden zusammen mit 7, und y, 
ein in sich geschlossenes Zahlensystem. Dies wire zu bestimmen. 
Zuniachst lasst sich zeigen, dass die charakteristische Gleichung desselben 
die des ganzen Systems ist. Zu diesem Zwecke sind firs Nichste 
einige besondere Bezeichungen am Platze: Die geraden LHinheiten 
bilden mit 9, und y, ein natiirlich reducibles System, indem die geraden 
Einheiten vom Charakter (11): ¢, ... 2 mit », und die geraden Ein- 
heiten vom Charakter (22): @ ... & mit 4, je ein geschlossenes 
System darstellen. In einer allgemeinen Zahl « des ganzen unter f,) 
gesuchten Systems midge z der durch @, ...@,, der durch @% ... ; 
ausgedriickte Bestandtheil, § der Coefficient von »,, § der von y,, 
z der von e, 2 der von e’ sein, sodass 


a=Gi+ap+eec+ ee +iin + bm 
ist. Sei nun 
(w — &, 6)? (w — & 6)? = 0 
die charakteristische Gleichung des ganzen Systems. ee’ hat den 
Charakter (11), ee den Charakter (22), wiihrend e? = ¢? — 0 ist. 
Sei etwa noch 


’ - 


> = 
Ce =, COE. 


Alsdann ist, wenn noch 


E+E+ 80+ bm =u 
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gesetzt wird: 


(a—&, 2) (a—Ee) = (wt ec+ed—b, 2) (utecte'e—by2) 
= (u—é, é) (u— &, €) “Le ed (& 4- @). 
Dieser Ausdruck ist giinzlich frei von den schiefen Einheiten. Gerade 
Einheiten geben mit e und e’ multiplicirt Null. Wenn also der vor- 
stehende Ausdruck mit (~ — &,¢) multiplicirt werden soll, so braucht 
er nur mit (u— &, ¢) multiplicirt zu werden, da das Uebrige verschwindet. 
Hiernach ergiebt sich allgemein: 
(a) (a—&,&)? (w—&,e)1 = (w—~§, &)? (u—E, 6)? 
+ 22’ (w—&, 2)? (u —E, et (% +4). 
Die Einheiten ec = @; und ee = ¢ geben mit allen geraden Einheiten 
zum Product Null, da e und e’ mit den geraden die Producte Null 
liefern. Sobald p und gq > 1 sind, wird aber @ + ¢ in vorstehendem 
Ausdruck sicher mit (w— &, ) («—&,«) multiplicirt, und letzteres enthalt 
nur gerade Kinheiten und ist auch frei von 4, und y,. Demnach muss 
das Product Null sein. Sobald also p und q >1 sind, ist: 
(w—&,«)” (w—E,«)? = (u—§&, €)? (w—E, e)". 
Die linke Seite stellt gleich Null gesetzt die charakteristische Gleichung 
des ganzen Systems dar. Also ist auch 
(u—§, 6)? (u—&, 2)! = 0 
die charakteristische Gleichung des um e und ¢' verkiirzten Systems, 
denn « ist eine allgemeine Zahl desselben und die letztere Gleichung 
zieht dic erstere charakteristische Gleichung nach sich. Dies gilt, 
wenn p und q> 1 sind. Wiire die charakteristische Gleichung des 
um e und ¢ verkiirzten Systems diese: 
(u—&,e)* (w—&2) = 0, 
so wiirde das heissen, dass das System (¢,...€, 9,) tiberhaupt keine 
Kinheit @ besiisse, d. h, es kiimen keine geraden Kinheiten vom Cha- 
rakter (22) vor und es wiire auch ¢; = ee =. Dann aber ist nach (a): 
(a — &, &)}*(a—, 8) = (u—§, «)*(u— &, 8) + 22 (u—§, e)*-16;. 
Hierin ist jedoch (w—&,&)*-!¢; = 0, sobald 2 > 1 ist. Also ist auch 
(a — §, 8)" (w— 8,8) = 0. 
Wenn endlich die charakteristische Gleichung des verkiirzten Systems 
(2, €, my, 9) lautet 
(u—£,«) (u—& 8) =0, 
so heisst dies, dass gar keine @ und ¢ vorkommen, das ganze System 
also aus den 4 Einheiten besteht. — In jedem Falle ist also, wie 
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behauptet wurde, die charakteristische Gleichung des ganzen Systems 
genau dieselbe wie die des aus allen geraden Einheiten und y, und », 
bestehenden kleineren Systems. Letzteres hat zwei Einheiten, nimlich 
e und e’, weniger, waihrend der Grad der charakteristischen Gleichung 
der alte ist. Das um e und e’ verkiirzte System ist daher ein System 
des Satzes (1) und zerfallt in zwei irreducibele Study’sche Systeme 
(2, m,) und (@, »,). Zu diesen sind e und ¢’ hinzuzufiigen, indem alle 
Producte der @ und @ mit ihnen gleich Null anzunehmen sind, wihrend 
auch ¢? = ¢'?—0 ist. Wohl aber kann ee’ einer geraden Einheit eé 
gleich gesetzt werden, welche mit allen Einheiten ¢ des Study’schen 
Systems (@, ...@,, 4,) multiplicirt Null giebt. Dies irreducibele System 
enthalt nur eine solche, namlich @,. Es ist also ee’ — @, oder 0 zu 
setzen. Entsprechend ee = @ oder 0, wihrend: 
me=e=—em, Re =e = en, 

und alle anderen Producte von e und e’ mit , und 7, gleich Null sind. 

B) Das gesuchte System besitze eine schiefe Einheit. Da es 
irreducibel sein soll, hat es dann gerade zwei 9: 7, , %2- (Vgl. Satz (1), 
§ 5). Die schiefe Einheit giebt mit allen geraden multiplicirt Null, 
ebenso wie ihr Quadrat verschwindet. Sie kann daher als erste Einheit 
e, benutzt werden. Die iibrigen Hinheiten e, ... en-2, 4,, 42 bilden 
fiir sich ein System mit derselben charakteristischen Gleichung — 
nach Satz (6) des § 3 —, aber einer Hinheit weniger. Da die e,...e,~2 
simmtlich gerade sind, so zerfallt es also in zwei irreducibele Systeme, 
von denen das eine ein Study’sches, das andere ein System 2'* Form 
des Satzes (2) sein muss. e, wird dann hinzugefiigt, indem 


9.6, == Og = > 
sonst aber alle Producte mit e, gleich Null gesetzt werden. 

C) Das System besitze keine schiefe Einheit, also, da es irreducibel 
sein soll, nur eine Kinheit 7. Die charakteristische Gleichung des 
jetzigen Systems (e, ... ¢,-1, 4) lautet 

(x ag E«)"-* = 0, 
wenn € den Coefficienten von 4 =< in der allgemeinen Zahl x des 
Systems bedeutet, d. h. die (n —2)'e Potenz jeder Zahl des kleineren aus- 
gearteten Systems (e, . ..¢,:) ist Null. Ist also wu eine allgemein genug 
gewiahlte Zah] desselben, so sind w, u?...u"—* siimmtlich verschieden 
von Null und — wie in friiheren analogen Fallen — linear unabhingig 
von einander. Sie kénnen daher als » — 3 der Kinheiten ‘e,, ¢,.. . €n—1 
benutzt werden, Ihre Productregeln sind bekannt, da u' ui = u‘+/ und 
u"—* =< () ist. Ausser ihnen werden wir noch zwei Zahlen v und w 
als Kinheiten des Systems (¢, ...¢,-1) zu benutzen haben. Nun aber 
wissen wir noch nicht, in welcher Reihenfolge diese » — 1 Hinheiten 
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angeordnet werden miissen. Nur das ist bekannt, dass wu! eine spiitere 
Einheit als w‘t! ist, und iiberdies darf angenommen werden, dass v 
vor w kommt. Dann bilden aber uw, u?...u*— und v fiir sich ein 
System (natiirlich ein ausgeartetes), denn die Producte mit v diirfen w 
nicht enthalten. Fiir dies System aus » — 2 Einheiten kénnen wir 
unmittelbar das benutzen, was sich bei Ableitung des Satzes (2) ergab. 
Wir diirfen annehmen: 


uv=—vu=—au", v= du, 


Sobald » > 5 ist, darfa = 1,0; b = 1,0 specialisirt werden. Wenn 
n=5 ist, so ist entweder nur @=—1 zu specialisiren oder a = 0), 
b=1,0. Ist n—4, so ist a—=b—0, Nun tritt noch die Einheit 
w hinzu, die zwar nach v, aber vielleicht vor uw, u?... auftritt. Wir 
kénnen iiber ihre Producte vorerst nur dieses aussagen: ww und wu 
sind frei von « und w, vw und wv frei von v und w, w? ist frei 
von w. In ganz ahnlicher Weise, wie wir zur Aufstellung der zweiten 
Form von Systemen in Satz (2) gelangten, kann man hier verfahren 
und dadurch die Producte von w mit den anderen Einheiten einfach 
gestalten. Man findet, dass sich w so wihlen lasst, dass die Producte 
mit w nur von u"—*, w"-4 und v abhingen. 

Jedoch eines niiheren Kingehens auf die Berechnung will ich mich 
enthalten, einmal weil der Umfang derselben, ohne doch eigentliche 
Schwierigkeiten zu bieten, ziemlich gross ist und dann, weil schliess- 
lich einige Parameter iibrig bleiben, deren Specialisirung wie bei 
anderen analogen Problemen einen Rechenaufwand erfordert, der in 
keinem Verhiltniss zur Wichtigkeit des Ergebnisses steht. Jedenfalls 
kann nian nach der auf den letzten Seiten gegebenen Anleitung alle 
Nqss. in » Einheiten angeben, deren Grad n — 2 ist. Wir sprechen 
daher den Satz aus: 


(3) Man kann die verschiedenen Typen aller Nichtqua- 
ternionsysteme in beliebig vielen Einheiten angeben, in welchen 
der Grad der charakteristischen Gleichung wm zwei geringer 
ist als die Anzahl der Einheiten. 

Es erscheint nicht ausgeschlossen, dass man auf eben diesem 
Wege auch alle Nqss. wird bestimmen kénnen, deren Grad um 3 
kleiner als die Zahl der Einheiten ist, u. s. w. Allerdings wird der 
Natur der Sache nach die Anzahl der zu betrachtenden Einzelfille 
eine noch viel gréssere werden. 


Mathematische Annalen. XXXIX. 23 
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§ 7. 
Die Nichtquaternionsysteme, deren Grad gleich zwei ist. 


Auch fiir die Nichtquaternionsysteme, deren Grad gleich zwei 


ist, ergeben sich aus den allgemeinen Siitzen der §§ 3 und 5 mebrere 
Folgerungen. 


Die charakteristische Gleichung eines solchen Nqs. ist quadratisch 
und hat demnach entweder zwei gleiche oder zwei verschiedene Factoren, 
d h, es kommt entweder nur ein » oder es kommen zwei 7 vor. 

Enthalt das System zuniichst zwei »: y, und y,, so lautet die 
charakteristische Gleichung: 

(wn—&,e) (w7—&, 2) = 0, 


wo & und & die Coefficienten von y, und y, in x bedeuten. Unter 
den Einheiten e des Systems sind allgemein solche vom Charakter (11), 
dann soleche vom Charakter (12), ferner (21) und endlich (22), sodass 
die Zahl x die Form hat: 


@ = (11) + (12) + (21) + (22) + 8m + Som. 
Dies giebt in die Gleichung des Systems eingesetzt, da «=7,-+ 7, ist: 


((11) + (12) + (21) + (22) + (&,—&) m1 - 
* (1) + (12) + (21) + (22) + (8, —&)m,] = 0 


oder ausmultiplicirt, da y44(ab)—(ab), ya(ba)=0 fiir ba u.s. w. ist: 
((11) + (12) + (21) + (22)}? + (8 —&) [(11) + (21) —(21)—(22)] = 0. 


Hier kommen &, und & nur in & — & vor. Die Gleichung muss 
fiir alle Werthe derselben richtig sein. Daher zerfiallt sie in: 


[(11) + (12) + (21) + (22)P =0 
(11) — (22) = 0. 
Es ist also nach der letzten jedes (11) = (22) = 0. Das System ent- 
halt also gar keine geraden Einheiten. Daher bleibt nun 
[(12) + (212 =0. 
Dies ist dann jedoch selbstverstiindlich , denn es ist jetzt jedes (ab)? =0, 
(ab) (ba) = (aa) = 0. 
Wir erhalten somit alle Systeme der gesuchten Art, indem wir 
zu , und y, lauter schiefe Einheiten vom Charakter (12) und (21) 
hinzufiigen und ihre Producte unter einander gleich Null setzen. 


Die Einheiten lassen sich beliebig anordnen. Wir werden das System 
in dieser Form schreiben: 


und 
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0000-00 .0)0 « 
0000-00.0/)0 e 
0000-00 -.0/0 « 
0000-00-.0/0 e 
0000-00.0/0 «& 
0000-00 .- 0 ley 0 
+e “—— . & 





0000-00 - O les 0 





GO 6 & a O - O van 0 
0 0 0 0+ O e41 + en~2 0 Cn 


Hierin sind die Querstriche zur besseren Uebersicht gezogen, indem 
sie die Producte der schiefen Einheiten unter sich, also der e, .. . én-2, 
von denen mit 4, = é,—1 und 9, = e, trennen. 

Fiir n = 3 z. B. haben wir nur das eine irreducibele System: 








0;0 e 
ey | @ O 
0\'0 e 
Fiir » = 4 ergeben sich diese beiden irreducibelen Typen: 
0 0/0 e 0 010 «, 
0 0/0 ae 0 Ole O 
& &|e O e Ole, O 


0 0/0 e + alts 


Enthilt das gesuchte System nur ein 7, so ergeben sich leider 
nicht so einfache Typen. In diesem Falle lautet die charakteristische 
Gleichung unsers Systems (¢, ... @n—1, ): 


( — §)*? = 0 
und sagt aus, dass das Quadrat jeder Zahl des ausgearteten Systems 
(e, . . » x1) verschwinden soll. Demnach ist jedes e—0. Aus 
(e:-+ ¢)? = 0 folgt ferner: 

4e + ee=O0. 
Hiernach ist das System (¢, ... €n-1) ein sogenanntes alternirendes 
Zahlensystem, indem allgemein in demselben «. y —=— y.2 ist. Die 
allgemeine Form eines solchen Systems kénnen wir bis auf eine Anzahl 
willkiirliche, keiner Beschriinkung unterworfene Parameter bestimmen. 
Es ist namlich jetzt: 


23° 
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€;(ee:) = — (ere) = — (e:€1)e; = (C16; 6; = & (ee) = — Gee; 
= (6,6) = — (ee) = e (Ge) = C1G6;, 
d. h. es ist jedes 
eee = 0. 
Wenn also im System (e,...¢,-1) ein Product xy nicht selbst Null 


ist, so giebt es doch mit jeder Zahl dieses Systems multiplicirt Null. 
Bilden wir alle Producte xy, so driicken sie sich simmtlich durch 
weniger als die » — 1 Einheiten e,... ¢,-; aus, denn e,_; kommt 
sicher in ihnen nicht vor. Die Einheiten nun, durch die sie sich 
ausdriicken, kénnen als die ersten benutzt werden, da ihre Producte 
mit allen Zahlen des ausgearteten Systems Null sind. Demnach hat 
das System (e,...é€,-1) die Form: Die Einheiten e,...¢.(0<m < n) 
geben mit allen e, ... é,—1 multiplicirt Null. Die Quadrate der 
€rti. ++ @n-1 Sind ebenfalls Null. Als Product ¢n4;é@m4; kann man 
einen beliebigen linearen Ausdruck der e, ...¢ hinschreiben, doch 
muss man dann als Product ¢n»+;¢m4; den negativen Werth desselben 
benutzen. Das so gewonnene System wird dann noch um 4 =e, 
vergrossert, indem jedes ¢,¢ = €€, = ¢; und e,? =e, gesetzt wird. 
Das erhaltene System besitzt allerdings noch eine Anzahl will- 
kiirlicher Constanten in den beliebig angenommenen Producten ém+4;€m4;- 
Freilich sind diese Constanten keinerlei Bedingungen mehr unterworfen, 
dennoch lassen sie sich ganz oder theilweise dadurch specialisiren, 
dass man statt der Einheiten passende lineare Combinationen der- 
selben einfiihrt. Die Zahl m der in den Producten auftretenden 
Einheiten ist an eine gewisse obere Grenze gebunden. Denn die 
Zahlen @n41 ... n-1 bilden mit einander (n—1—m)? Producte. Die 
n—1— m Quadrate e? a4 sind Null und von den Producten Cm+ilm-+i 


sind je zwei einander entgegengesetzt gleich. Es verbleiben also nur 
: [(n —1—m)* — (n—1—~m)] verfiigbare Producte, wiihrend ¢,...¢n 


simmtlich reproducirt werden sollen, m muss daher < der Zahl jener 
Producte sein, woraus fliesst: 


m< Bhat eens. 
Ist m =2 oder 3, so kommt m= (0; fiir m= 4 oder 5 ist m=O 
oder 1, u. s. Ww. 


Einige Beispiele sollen die Theorie erliutern. Fiir = 2, 3 ergeben 


sich, da hier m=O ist, also keine Kinheit ¢, ...¢,—1 reproducirt wird: 
0 |e 0 Ofe, 
@, | ¢ 0 Ole, 


Cy  & |e 
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Fiir n = 4 oder 5 folgt, wenn m = 0 ist: 
00 Ole, 0 0 0 

00 Ole 000 08 
00 Ole, 0 0. 0 
‘i 0 


a ae 0 0 
Cy Cy C3) % " 


Cy, Cy Cy Cy | Cs 
dagegen, wenn m = 1 ist, also e, reproducirt wird: 
0 0 Ole 00 0 Ole, 
0 0 gle 00 0 OF, 
0 —¢ 0lg 00 0 ale 


0 0 —e Oe 
Cb, Cy | ey i 


In allen Beispielen ist 4 die letzte der Einheiten. 

Noch eine Bemerkung zu den zuerst bestimmten Systemen, deren 
charakteristische Gleichung zwei verschiedene Factoren besass, mége 
hier ausgesprochen werden: Es ergab sich, dass die Kinheiten e, ...e, 
eines solchen Systems simmtlich schiefen Charakters sein miissen. 
Wenn umgekehrt alle schief sind, so folgt aus Satz (6) des § 3 sofort, 
dass die charakteristische Gleichung die gewiinschte Form hat: 


(w—&,&) (w—§, 4) = 0. 
Man kann nun zeigen, dass allgemein ein Nas. (€, . ~~ Cry Ny + + + Ns) 
dessen charakteristische Gleichung lauter verschiedene Factoren hat, d. h. 
dessen Grad k= s, der Anzahl der n, ist, nur LEinheiten schiefen 
Charakters e, ...¢, besite. Die charakteristische Gleichung eines 
derartigen Systems hat naimlich die Form: 
(w—&, 8) (w@—Eye) + (@—Ee) = 0. 


Hierin bedeutet x eine allgemeine Zahl. Es sei etwa: 


wut Ein, + bom +--+ + ems, 
wo also w der Ausdruck in e,...¢, allein sein soll. Da der Modul 
e=—, +. +---+ 9%, ist, so folgt, dass die Factoren der charakte- 
ristischen Gleichung sich so schreiben lassen : 
a—fe=u+ ‘ + (82 —§;) mo+ (8s — 81) 25 + +++ + (Ss — 81) 0s, 
a —femu-+(b,—&)m+ : + (83 —&2) m+ +++ +(8s— 82) 0s, 
a — faut (§,—&5)m, +(82—&s) m+ : +++: +(Es—§3) 05, 


a ~~ ew (&, —&,) 4, +(8.—&.) Mo + (Es — $5) Mg++ 
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Da nun yt x; = 0 ist, sobald k + 1, so hat €,*~1 in der charakteristischen 
Gleichung der Coefficienten: 


un, — (Noms) (wn, + (S—3) gum + 1%) 


oder: 
un, — (€—%) (un, + (s—3)y, un, + nu) 
oder also y,uy,. Analog hat §*-' den Coefficienten y,wy,. Da nun 
diese Coefficienten verschwinden miissen, so ist jedes 
UU = 0 (k=l, , am og he 
Mit andern Worten: Es kommt keine gerade Kinheit vor. Wire 
namlich ¢; eine solche, so wire fiir ein bestimmtes k: 


‘ NEN = 6 
und nicht Null. 
§ 8. 
Bestimmung aller irreducibelen Nichtquaternionsysteme in 2, 3, 4, 5 
Einheiten. 


Die Hiilfsmittel, welche wir in den beiden vorhergehenden Para- 
graphen gewonnen haben, reichen véllig aus, um alle Ngqss. in 2, 3, 
4,5 Einheiten ohne grosse Miihe aufzustellen. Doch diirfen wir uns 
auf die Bestimmung aller irreducibelen Systeme beschrinken, da aus 
diesen die reducibelen in Gemiissheit des § 4 ohne weiteres zusammen- 
gestellt werden kénnen. 

Die Systeme, welche sich hierbei ergeben, stellen wir im folgen- 
den § 9 iibersichtlich zusammen. Auf diese Zusammenstellung beziehen 
sich unten die rémischen Ziffern. Wir werden nimlich das System in 
2 Einheiten mit II,, die in 3 Einheiten fortlaufend mit III,, III, etc. 
bezeichnen. 


Sei zunichst die Zahl der Einheiten: 
n= 2. 
Der Grad ist 2 und das System hat also nach Satz (1) des § 6 oder 
nach den Ausfiihrungen des §7 nur die eine typische Form II,. 
Ist die Zahl der Einheiten 
n=3, 
so kann der Grad des Systems gleich 3 oder 2 sein. Die erste An- 
nahme giebt nach Satz (1) des § 6 das System III,. Die zweite An- 


nahme liefert nach Satz (2) desselben oder auch nach §7 die beiden 
Typen III, und IIl,. 


n= 4, 
Hat das System 4 Einheiten, so ist sein Grad gleich 4, 3 oder 2. 
Die beiden ersten Annahmen geben nach den Siitzen (1) und (2) des 
§ 6 die Typen IV,, IV,, IV,, IV,, [V,;. Ist der Grad gleich 2, so 
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kénnen wir die Betrachtungen des § 6 benutzen, die zu Satz (3) fihrten. 
Bequemer ist jedoch die Benutzung des §7, der sofort die Typen 
IV,, [V,;, wenn zwei y auftreten, IV,, IV), wenn nur ein 4 vor- 
kommt, ergiebt. 

Somit sind alle irreducibelen Nqss. in 2, 3, 4 Einheiten fast ohne 
Rechnung aus unseren allgemeinen Siitzen abgeleitet. 

Nicht ganz so kurz ist die Bestimmung der irreducibelen Nass. 
in 5 Einheiten. Dies hat einmal seinen Grund darin, dass sich in 
diesem Fall eine bedeutend gréssere Anzahl von Systemen ergiebt, 
andererseits darin, dass wir die Betrachtungen des § 6, die zu Satz (3) 
fiihrten, in einem Falle — dem Fall C) — nicht vdllig abschliessend 
behandelt haben. Aber auch fiir » = 5 ist die folgende Bestimmung 
der Nass, verhiltnissmissig kurz. 

Sei also die Zahl der Kinheiten 


n= 5, 


so kann der Grad des Systems gleich 5,4, 3,2 sein. Der erste Fall 
liefert nach Satz (1) des § 6 den Typus V,. Ist der Grad 4, so giebt 
Satz (2) desselben Paragraphen eine Anzahl von Systemen: Zuniichst 
Systeme erster Art: Ist e, die schiefe Einheit, so besteht das System 
(€y, €3, €,, @,) aus zwei irreducibelen Study’schen; das eine hat 3, das 
andere 1 oder aber beide haben je 2 Kinheiten. Dies giebt, wenn 
die beiden » mit e, und e, bezeichnet werden, die Typen V, und V,. 
Kommt keine sckiefe Einheit vor, so ergeben sich 4 Systeme zweiter 
Axt: V,, V5, Ve, Vs. 

Ist der Grad gleich 3 = 5 — 2, so liegt der Fall vor, auf welchen 
sich Satz (3) des §6 bezieht. Wir haben daher die vor jenem Satz 
aufgestellten einzelnen Méglichkeiten — mit derselben Bezeichnung 
A, a, B u.s.w. — einzeln zn betrachten. 


A) Das System hat 2 schiefe Kinheiten. 
a) Es hat drei 9: e,,¢,,¢,- Dies giebt die Typen V, und Vy. 
B) Es hat zwei 9: e,,e,. Zwei Annahmen £,) und £,) sind zu 
machen. Im Fall 8,) kénnen die schiefen EHinheiten als e, und e, 
gewahlt werden. (e,, ¢,, €,;) ist dann aus zwei irreducibelen Study’- 
schen Systemen zusammengesetzt und e,e, =e, oder 0, sodass sich 
die beiden Typen V,, und V,, ergeben. Im Fall £,) bilden e,, e, mit 
der geraden Kinheit, die als e, angenommen werden kann, zwei 
irreducibele Study’sche Systeme und das eine Product der schiefen 
Hinheiten e,, ¢, ist gleich e, oder 0, das andere 0. Dies liefert die 
Typen V,, und Vj. 
B) Das System besitzt eine schiefe Hinheit und also zwei 9: ¢,, e,. 
Die schiefe Einheit kann als e, gewiihlt werden. (e,, €,, @,, €) ist 
reducibel auf ein Study’sches und ein System zweiter Form des 
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Satzes (2), §6. Da letzteres mindestens 3 Hinheiten hat, so seien 
€y, 35 @, dieselben, Dann ist V,, der Typus. 

C) Dieser Fall ist der oben nicht vdllig erledigte. Das System 
besitzt keine schiefe Einheit, also nur ein 9: @,. (€,, @), €3, 4) ist 
ein ausgeartetes System von Zahlen, die friiher mit w, u?, v, w be- 
zeichnet wurden. In demselben ist 


uv =a’, vu = — au’, 
v? = bu’, 
wo entweder a=1 oder a=0, b=1 oder 0 anzunehmen ist. Noch 
zu bestimmen sind die Producte mit w. Wir wissen nur — vgl. das 


Friihere —, dass dieselben die allgemeinen Formen haben: 


uw=Au?+ur, vw=vu+tou’, 
wu=Avw+ wv, wo=vu+t ou’, 
w=ou-+rtu?+ av. 

Sind diese Producte bekannt, so sind natiirlich auch u?w und wu? 
bekannt. In diesem System muss, da der Grad des gesuchten Systems 
3 ist, die dritte Potenz jeder Zahl Null sein. Hieraus und aus dem 
associativen Gesetze folgen Bedingungen fiir die Constanten 4, 4’ u. s. w. 
Diese Bedingungen berechnen wir jedoch nicht simmtlich. Wir ziehen 
nur einige derartige Folgerungen und schlagen im Uebrigen einen 
kiirzeren Weg ein: 

Ist a= 1, so folgt aus u.wu—uw.u, dass u+ uw —0 ist. 
Das associative Gesetz auf wvw angewandt giebt ferner v = uw, analog 
folgt aus wwv, dass v’ = mu, und aus vwu, dass y= w’ ist. Demnach 
kommt w= pw =v—yv=—0: Aus ’w—uw.w undw.wu = wu 
folgt noch: 6=2=0. Im vorliegenden Fall kommt also in den 
Producten nur «? vor. 

Ist a=0, b= 1, so gilt dasselbe. wvw giebt niimlich vy = 0, 
analog ist » =O. Aus uwv folgt » —w—O0 und entsprechend ist 
y= =. uw und vw endlich ergeben 6 = x = 0. 

Ist drittens a = b = 0, so folgt aus www v =O und entsprechend 
ist v =0. ww? ferner giebt ug = 6, wu entsprechend ue = o. 
w’ = ( liefert ou = 0 und ow =0. Wire 6 +0, so wire demnach 
e=uw =O, d. h. doch c=—uw'g'=0. Es ist also sicher 6 = 0, 
w' = 0 giebt nun noch r9o—=29 =0. Ist x=—0, so tritt in den 
Producten wie vorher nur u* auf. Ist jedoch x + 0, so folgt a= 9’ =0 
und in den Producten treten u? und v auf. Man beachtet dabei, dass 
die Producte mit v simmtlich Null sind. 

Alles zusammen lehrt, dass entweder in dem zu bestimmenden 
ausgearteten System (e,, €,, €,, €,) zwei Einheiten, e,,¢,, in den Pro- 
ducten vorkommen — und dann sind alle Producte dieser Einheiten 
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mit beliebigen Zahlen dieses Systems Null — oder aber in den Pro- 
ducten nur eine Einheit, e,, auftritt. 

Bei der ersten Annahme hat das System (¢,, ¢,, €,, €,) zuniachst 
die allgemeine Tafel: 


0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 Ae + ue, ve, + Qe, 
0 0 vetoe Ge, + te. 


Indem man statt e, und e, lineare Combinationen derselben einfihrt, 
ersieht man leicht, dass vorausgesetzt werden darf, dass die Deter- 
minante wt — ee’ = 0 ist. Dann aber giebt es eine aus e, und ¢, 
gebildete Zahl ~, sodass xe, und we, frei von ¢,, und ebenso eine 
Zahl y, sodass e,y und e,y frei von e, sind. Entweder stimmen beide 


iiberein oder nicht, Ist zuniichst «= y, so wihlen wir als e, und 
finden: 


00 0 O 
0 0 0 0 
0 O Ae, we, 
0 O we, e 


Es existirt hier nur dann eine aus e, und e, gebildete Zahl, deren 
Quadrat gleich 0 ist, wenn 4—0 ist. Dieser besondere Fall giebt 
den Typus V,,. Fir 4+ 0 darf man 4 = 1 setzen und man erreicht 
dann unschwer, dass uw’ = — w wird. Wenn dann uw + 0 ist, so darf 
u = 1 gesetzt werden. Dies ergiebt ein System, das in ein spiiteres 
System als Specialfall aufgenommen werden kann, wie wir an der 
betreffenden Stelle hervorheben werden. Ist jedoch w—0, so kommt Vj,. 
Ist nun andererseits y += 2, so wird die eine als e,, die andere als e, 
benutzt, sodass das System (¢,, ¢,, €,, €,) zunachst die Tafel hat: 


0 0 O 0 
00 0 90 
0 O Ae, we, 


00 e& #76. 

Damit dies System nicht doch unter den soeben behandelten ersten 
Fall gehért, also keine Zahl x existirt, dass ve,, xe,, e,% und e,% 
sich simmtlich durch nur eine aus e, und e, abgeleitete Zahl aus- 
driicken, ist, wie leicht ersichtlich, nothwendig und hinreichend, dass 
Av + uw? sei. Nun ist das Quadrat einer beliebigen Zahl 

(ae, + be,)? = (a24 + abu + Bb? v) e, + abe,. 
Sobald 4 oder v Null ist, lisst sich also eine aus e, und e, gebildete 
Zahl angeben, deren Quadrat Null ist, Demnach haben wir drei ver- 
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schiedene Fille: Ist 4—v—0, so kommt Typus V,,;. Ist 4 = 0, 
v= 0, so muss auch uw +0 sein wegen 4y=-u?. Dann kann w—1 
gemacht werden. Fiihrt man noch 2e,— 2e,, 2e,+2e,, 2e,, 2e,—e, 
als neue Einheiten ein, so geht Typus V,, hervor. Ist schliesslich 
4+ 0 und y+ 0, sokann A4=v=1 gesetzt werden, sodass wegen 
Av +p? die Zahl w +--+ 1 sein muss. Fiihrt man die 4 Zahlen 
HAF HY Fe, =H —&, C= Fy, GHG thy 
wo das untere Zeichen fiir w = 2 zu wihlen wire, als neue Kinheiten 
ein, so ergiebt sich ein System von der Form: 


00 O 0 
00 0 0 
00 «& ey 


60 =—@ t+ %a, 


wo 4’ + 0) ist und leicht —1 gemacht werden kann. Dies giebt Typus 
Vi. Die Constante 4 iibrigens ist +0. A—O liefert eben das 
System, das wir oben ausgelassen hatten. Wenn wir also im Typus 
V,) die Beschrinkung 4 + 0 fallen lassen, so ist auch jenes System 
berticksichtigt. 

Nun haben wir die Systeme in e,, e,, €,, e, zu bestimmen, in 
denen nur die Kinheit e, in den Producten vorkommt: 


0 O 0 0 

QO ae Be ye, 

0 Pe, de ee, 

O ye, &e, Se. 
Man erkennt sofort: Es giebt stets eine aus ¢,, ¢,,¢, gebildete Zahl, 
die mit allen anderen commutativ ist. Sie wird als e, benutzt. Ent- 


weder ist dann ¢,? =e, oder =O zu setzen. Ist e,?—e,, so darf 
die Tafel vereinfacht werden: 


00 0 90 
0 eg O 0 
0 0 Ae, we, 
0 0 ve, ee 


Sind e, und e, commutativ, so ergeben sich die Typen V,,, V,,, V2. 
(wo in letzteren e, mit e, resp. ¢, vertauscht wurde). Sind sie nicht 
commutativ, so ist »+-m und es lisst sich leicht v= — p+ 0 
machen. Dies giebt die Systeme V,;, V.,, V.,. Wir nahmen bisher 
e,? =e, an. Ist e,2 0, so sind entweder alle Producte mit e, Null 
oder nicht. Im letzteren Fall darf e,e,—e,, e,e, = 0 gesetzt werden. 
Wir haben also zuniichst die beiden Tafeln: 
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3a eg ere © 
00 0 O 00 e O 
0 0 de we Oe, Ae, me, 
0 O ve, ee, 0 O ve ea 


Bei Annahme der ersten Tafel sind entweder e, und e, commutativ 
oder nicht. Hrsterenfalls miisste jedes Quadrat Null sein, da sonst 
Vertauschung von e, mit einer Zahl ae, + be, wieder zum friiheren 
Fall e¢,2 = e, fiihren wiirde. Danach aber ist der Grad nicht 3, 
sondern 2, was nicht sein darf. e, und e, sind somit nicht commu- 
tativ: v + wu. Sehr leicht lisst sich vy = — « machen, und es gehen, 
da A und @ nicht beide Null sein diirfen, weil sonst der Grad gleich 
2 wiire, die Typen V,, und V,, hervor. Benutzen wir die zweite 
Tafel, so lisst sich unschwer 4 =0, » —=—w machen, sodass sich 
die Typen V,, und V., ergeben. 

Hiermit ist der Fall C) erledigt. 

Ist der Grad des zu bestimmenden Systems in 5 EHinheiten gleich 
2, so giebt es nach § 7 entweder zwei oder nur ein 9. Im ersteren 
Fall ergeben sich die Formen Vz, und V,,. Im anderen Falle ist die 
Zahl m= 0,1, sodass die schon in § 7 angegebenen Systeme V;, 
und V,, hervorgehen. : 

Damit sind alle Typen von irreducibelen Nqss. in 5 Hinheiten 
bestimmt, *) 

Dass keiner derselben iiberziihlig ist, folgt aus den vorstehenden 
Betrachtungen und aus den diesbeziiglichen Untersuchungen des § 5 
ohne Weiteres. 


§ 9. 
Zusammenstellung aller irreducibelen Zahlensysteme in 2, 3, 4, 5 
Einheiten. 


In diesem Paragraphen sind alle irreducibelen Gahlensysteme in 
2, 3, 4, 5 Einheiten in der Reihenfolge, in der sie soeben gefunden 
wurden, iibersichtlich zusammengestellt. Ich bemerke dabei: Von je 
zwei zu einander reciproken Systemen findet man stets nur das eine 
angegeben. Unter dem zu einem gegebenen System reciproken Systeme 
wird dasjenige verstanden, welches durch Vertauschung der Producte 
ee, mit den Producten ee, d. h. durch Vertauschung der Horizontal- 





*) In seiner Dissertation ,,Ueber die aus 5 Haupteinheiten gebildeten com- 
plexen Zahlensysteme,“‘ 1890, stellt Herr Rohr die in den Fallen k = 5, 4, 2 vor- 
handenen Zahlensysteme in 5 Einheiten auf, ohne irgendwie auf den ihm bekannten 
Umstand hinzuweisen, dass dieselben und auch die im schwierigeren Fall k = 3 
vorhandenen Systeme schon vorher von mir veriffentlicht worden waren. Dies 
veranlasst mich, hier meine Prioritiit ausdriicklich zu wahren. 
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und Verticalreihen der Tafel des Systems hervorgeht. Es ist durchaus 
nicht immer méglich, ein System in sein reciprokes durch Kinftihrung 
passender neuer EKinheiten umzuwandeln. Wo es aber miglich ist, 
habe ich die betreffende Transformation stets angegeben. 

Ferner ist der Vollstiindigkeit halber auch das einzige irreducibele 
Quaternionsystem, das bis zu 5 Einheiten vorkommt, unter IV,, an- 
gegeben. Wir werden nimlich spiiter, in § 12, sehen, dass nur ein 
solches System, naimlich das der Hamilton’schen Quaternionen, hier 
in Frage kommt. Die folgende Uebersicht enthilt demnach alle irre- 
ducibelen Zahlensysteme iiberhaupt in 2, 3, 4, 5 Einheiten. 

Bei allen Systemen ist die charakteristische Gleichung angegeben 
und zwar bezieht sich dieselbe stets auf die erste Form der Systeme. 
Von einer Anzahl von Systemen existirt niimlich ausser der berechneten 
noch eine durch symmetrische Anordnung der Kinheiten besonders 
ausgezeichnete Form, die alsdann neben der urspriinglichen und mit 
ihr durch das Zeichen = verbunden angefiihrt wurde. Bei den Systemen 
in 3 und 4 Einheiten sind diese symmetrischen Formen bis auf un- 
wesentliche Abweichungen diejenigen, in denen Study die Systeme 
aufstellte. Die Vermerke S. JJ, 8. JJ... geben an, unter welcher 
Nummer die Systeme in 2, 3, 4 Einheiten bei Study I auftreten, wihrend 
diese Noten sich bei den Systemen in 5 Einheiten auf die Nummern 
derselben in meiner friiheren Abhandlung beziehen. Bei den in 
2 Formen angegebenen Typen findet man die zugehdrigen Substitu- 
tionen, welche die eine in die andere iiberfiihren, bemerkt. ¢,, ¢,,... 
bedeuten dabei immer die Kinheiten des ersten, von uns berechneten 
Systems. 

Bei den Nichtquaternionsystemen, also bei allen Systemen mit 
Ausnahme von JV,,, sind der besseren Uebersichtlichkeit halber in 
den berechneten T'afeln die Producte mit den Einheiten, welche die 
Rolle der » spielen, von den iibrigen Producten durch Vertical- und 
Horizontalstriche getrennt. Es erleichtert dies den Einblick in den 
gesetzmissigen Bau der Tafeln. 

Schliesslich darf ich die Erwartung aussprechen, dass die folgende 
Zusammenstellung ganz fehlerfrei gefunden wird, nachdem die Systeme 
in 5 Einheiten, die ich friiher auf viel umstiindlicherem Wege be- 
rechnet hatte, durch die Betrachtungen des vorigen Paragraphen auf’s 
Neue abgeleitet worden sind, wobei sich einige Ungenauigkeiten meiner 
friiheren Zusammenstellung ergaben, — 


n = 2, 


k == 2. I, Ole, (ex—ayeP?=0. 
(S. IT.) 


1% 








k : 





h 
















k= 3. II,. 
(S. IIT.) 





k= 2. III,. 
(S..1V.) 


III, 
(S. V.) 





bend IV,. 
(S. V.) 


book IV,. 
(S. VII.) 





IV,, 
(S. IX) 
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n= 3. 

0 Oje, (a—a,e> =O. 

0 e | ey 
€, ey| 

( 

: in " 04a & P 

€, |e O =—e, e, e vermdge celta 
0|0 @ €, ly ey tate 


(@— 4, &) («© — 4,8) = 0. Geht in 
sein reciprokes System iiber durch 
Cy = Cy, Cy = Cp. 


0 O0\e, («#—a,e? =O. 


0 Oje, 
be o, | ey 

n= 4, 
000 le, (a a a,é)4 ant 
00 ¢ |e, 
0 e ee 
ee ae 
€& es | Cy 
0 0\0 e 
walon "ean 

©: e ==— ¢é. e 

————_|—-—_ = 0 0 €4 2) vermoge 3 + 4? 
ey 0 5 0 —€, Cy Cy Cy €y = C3 + Cy. 
0 @| 0 ¢, Cy Cy Cy % 


(a — #8) (« —a,e)*>=0, Kann nicht in 
sein reciprokes System iibergefiihrt werden. 


0 O O|e (e—a,8)>—0. Eine Schar 

0 e e, |e, Von co! Systemen, von denen 

0 —e, ae, |e, jedes durch @,==— e, in sein 
|. reciprokes tibergeht. 

% 
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1V,. 
(Ss. X.) 


IV;. 
(S. XI.) 


k = 2. IV, 


(S. XV.) 


1V;. 
(S. XIII) 


IV;. 
(S. XIV.) 


IV,. 
(S. XVI) 
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00 0l/e, («—a,2)> —0. 
0 e, O\e 
0 0 e& |e 
Cy My O31 % 
00 0\le (*«—a,e>—0 
0 0 Ole, 
0 O0e 
— nd 2 | k= 
Cy Cy Cy | 
0 0\0¢, 0 Oage 
0 0/0¢, a O ey & . cee 
———|—_— = : vermége }_ 
€& € |e, O —€; —€_ & Og Cpe, + ey. is 
0 0\0e, Cy Cy % 
(% — 4,2) (7 — 4,8) =0. Geht in sein reci- 
prokes System iiber durch ¢,—=e,, @, =e. 
0 0/0 e, 00 ee, 
0 Ole 0 _ 90-2 e, - ee 
—— = vermége 4-_ 
e, 0 | e, 0 —O, Op & & ey = Cs + &. 
0 e,|0 e, OO Oy % 
(% — w,8) (a4 — a, 4) = 0. Geht in sein rec. 
System iiber durch ¢, =e, €, = ¢. 
0 O Ole, (© — ae)? = 0. Geht in 
0 O ej|e, sem rec. System tiber durch 
O—e, Ole, “= —%& 


Cj Cy Cy | Gy 


00 Ole, 
00 Oe, 
00 Ole, 


(a — 2,8) = 0. 


é 


Cy Cy | 

















IV 4. 
(8. XII) 


V;. 
(S. VII.) 


V>. 
(8. XVI) 


Vy. 
(S. XIII.) 


(S. XXL) 
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Cg" 

G —& eb 

So & CG % 
x? —24,2-+-(x,?+-2,?+ 2,?+ 2,?) e=0. 
Dies Qs. geht in sein rec. tiber durch 
gee oe Se a 


n = 5, 
000 Ole, 


00 0 @ le, 
0 0 e, e, |e 


(x — #,@)° = 0. 


O & ey ey |e, 








Cy Cy Cy Cy | Cy 








00 0\0¢e, 0008, e, 
0 «. - 

‘ : : i : = as : vermoge elle 
e909 Ole, 0 —~% 2% % % 
0 & &|\0 ¢, 1 eS 

y (a — a8) (@ — a2) = 0. Kann nicht mn 

sein rec. System tibergefiihrt werden. 

00 0/08, 0 00 ee, 
ooeles _ S S-8 mmnate 
Bal 7% — €, €, verm. %—=e,+e, 





bia: —€; —€y Cy ey € 
€; & Ole, V eo a 


00 e| 0, " 
(x — “,8)* (« — xe)? = 0. Geht in sein 
rec. System tiber durch ¢, =e, @; = ¢,, 
é, => C5 e; = Cy 


Cy C3 ey 





00 0O Ole 00 0 0\g 
00 e Ole, 00 O04ale ome 
. a 
Oe & &|e =OO0O e &\e, vermoge {: = 
e, = e:. 
0 O—e ee, O e, —e, &|e, 
€y &, Cy Oy] es Cy Cy Cy Oy % 





(7 — a,e)'= 0. Geht in sein rec. 
System tiber durch @, = — e, 


k = 3. 


V;. 
(S. XVIII) 


Ve: 
(S. XXII) 


(s, XX.) 


Ve. 
(S. XXIV.) 


Vy. 
(S. XXIII.) 
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00 0 0 |e, 
00e¢e Oe, 
0 e e 0 |e, 
00 04a!4 





€; Cy Cs & | 4 


00 0 Ole, 
00 e Ole, 
Oe ey & | ey 
0 0 —e Ole, 
C& & e, | € 
000 Ole, 
00 e¢ Ole, 
0 e, & Ole, 
00 0 Ole, 


——E —|— 
€; €y C3 C4) 6, 
00/0 0¢, 
0 0)\0 0 C, 
0 e,\e, 0 0 
e oe, bes e, 9 
00\0 06 


000 0 
00 Oe, 
0 0 e, 0 |e, vermoge 


e 





C2 


0 e, 0 e |e, 


€, Cy C3 Cy | % 
(7 — #,2)* = 0. 





00 0 Ole, 
00 Oe\e i 
e 

=00 O¢e,\e, verm. . 

O e; —@, Cy | & as 

CC, Cy &% |e 
(a -- #,é)*= 0. Geht in sein rec. System 
iiber durch @, = — @,. 
(a — a; «)'=0. 


( 


3 = Cy, 


4 = Cs. 


(2 — a5) (w — a8) (w— a8) = 0. 
Kann nicht in sein rec. System iiber- 
gefiihrt werden. 


0 0 e, 
0e 0 





0 e\e, 0 0 

0 e, O 

0 0 e, 
(~ — 2,8) (w@ — a,8) (w@ — a8) = 0. 
Geht in sein rec. System tiber durch 
Cy = Cy, = G1, Cy = 65, C, = Cy. 
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Vyy.*) O00 0\/0e 0 0 0-K4 t——e¢,, 
(S. XXX.) 0 Oe, |0 € 0 —e, —e, —€ e = — €,—C, 
000 | O¢e,=0 e, e—e,¢, verm. {@—=¢,—e,, 
€ €, Ole, 0 % tate &% % Cum ey — ey 
00e|0e % & & %% =e, +s. 
(a — %,&) (@— x8)? = 0. Kann nicht in 
sein rec, System iibergefiihrt werden. 
(S. XXXI.) 00 0)0 & 0 00e8 : ihe 
i se 5) | 
000 | 0 6 = 0 O 0 e e, verm. ABs 
e, &, O|e, O Oy “Cy Cy Oy % 
em : 
0 0 e)|0 e, 4 25%% 
(w — a, 8) (w —a,e)* = 0. Kann nicht 
in sein rec, System tibergefiihrt werden. 
V>-*) 000|0¢ 00 0 ae, ’ 
(S. XXXII.) 0 0 0/0 e, 0 e, —e, —€y ¢ ee 
0 ¢, Ole, 0 =O e, —e, —e, e, verm. | %» 
are y= — rb Oy 
0 e, Ole, O CC, Cp Oy e, Z 
2 ; p €, =, + ¢;. 
e, 0 e,| 0 e@, Cen Cy Oye . 


(a — a,8) (@ —a,8)? = 0. Geht in sein 
rec, System tiber durch @, = e,, ¢, = e,. 


Vis 00 0/0 e, 0 00 ee, 

(S. LI. 000 2, 0 00 ee 

rity . : - . ~ C—y= — +65, 
000\e0 =0 O 0 ~e, e, verm. @,—=0,+¢,. 


0 e O e, 0 C, —€, C3 05 Cy 
e0g\/0e % &% %% 


(a — 4,8) (%— a, 8)? =0, Geht in sein 
rec. System tiber durch @, = e,, 7, = ¢,. 





*) Die Substitutionen, welche die Ueberfiihrung der Systeme V4. und Vj, 
auf die symmetrischeren Formen leisten, war Herr Study so freundlich mir an- 
zugeben. 
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a 
(S. XXIX.) 


Vise 
(S. XXXV 
u. XX XIX.) 


Vic: 
(S. XXXIV.) 


(8. XLI) 


18° 
(S. XLIZ) 


. Oy by Cy |G 
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00 0/0 . 


0 0 0|0 € 


e, 0 Ole, 0 








000 e428, 
000e¢8 
0 0 O e, e, verm. 


ll 


a ig 


€, = & + 65. 
Cy Cy Cy C5 ey 


€, Cy Cy Cy 





- (@ — a,8) (w@ — a, 8)? = 0. Kann nicht 


00 0 Ole, 
00 0 0 | & 


00 0 e/¢, 


O O de, e\ e, 


€,. Cy C3 Oy | es 


000 Ole, 
000 Ole, 
00 e O/e, 
000 ele, 


€; Cy Cy C4) e 


5 


00 0 Ole, 
00 0 Ole 
00 Oe, \e, 
00 e Ole, 





J 


in sein rec. System iibergefiihrt werden. 


(a — a,8)8 = 0. Kine Schar von 
co! Systemen , yon denen jedes durch 
die Substitution ¢,—=—e,, €,=e, in 
sein reciprokes tibergeht. Das System 
A =1 ist ausgezeichnet als zu sich selbst 
reciprok. 


(x — 2,28)? = 0. 


000 Ole, : sah 
000 ol, (a miatien 
Cg om Cy — Cy 

008 ele Cj = C3 + te, 


———_—_—__—_|—_ €, = te, + &. 
€, Cp Cg Oy G5 


= 0 0 e, —e,|e, verm.. 





(a —«,#)}—0. Geht in sein reciprokes 
System iiber durch @, = e,, @, = &. 





00 O° O fe @—a,s)?=—0. Geht in sein 
0 0 0 0 |e, reciprokes System tiber durch 
0 0 0 Cs: e, |e; Cy == — Cy, Cy = — Cy 

0 0-—e+e, ¢& @, 
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Vig. 00 0 0 | @ %,@)>==0. Kine Schar 
(S. XZ.) 00 O 0 e, von co! Systemen, von denen 
00 e, e, |e jedes in sein reciprokes tiber- 
0 0 —e e+de |e, geht durch @, = — e,. 
a 2) €3 & es 
Voc: 000 0le @w—a,e>—0, 

(S. XXXVI.) 0 « 0 Ole, 
0 0 e 0 | es 
0.0 6 Q,|e, . 


C4) Cy Cy &% |e; 


Vas 00 0 Ole, (@—a,8)> = 0, 
(S. XXXVIEY 0 0 0 Ole, 
0 0 e, 0 | é, 
00 0 ele 


e. 000 Ole («c—ae3— 0. 
(S. XXXVII.) 0 0 0 Ole, 
000 Ole 
00 0 ale 





Vs: 00 0 Ole (¢—a,6)>—0. Eine Schar 
(S. XLIIu Oe, 0 0 |e, von co! Systemen, von denen 
XLV.) 00 e Aeles jedes ae eé, in sein 

© 0 —te, «, recipro " ergeht. 


V. 


ie 0 0 Oj|e, («—a,e)>—0. Geht in sein ree. 
(S.XLVIII.) 0 e 0 0 


e, System tiber durch ¢, = — ¢,. 
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Vi. 00 0 O]e (—a,2)3 = 0. Geht in sein 
(S. XLITI fiir’ 6 e, O O|e, veciprokes System tiber durch 
A=— 1.) 00 0 €, | e é; = — ey. 
€; & C3 O18 
V. 00 0 O|e (#—a,2)>=0. Hine Schar 


26° 
(S.XLVIT) -00 0° 0 |e, von oo! Systemen, von denen 
00 e& Adele, jedes durch @, = — e, in sein 


reciprokes iibergeht. 





0 0—dey e&\e, 


é C2 es &% | és, 








Vi; 00 0 Ole, (a —a,28)? = 0. Geht in sein 
(S. XLII fir 00 0 0} e, reciprokes System iiber durch 
A= 0.) 00 0.8, ey es = — 6. 
% ey &% es 
V5 00 0 Ole, (a—a,2)—0. Geht in sein ree. 
0 0 e, Oje, System tiber durch ¢, = — ¢,. 
Oe O Gle, 
0 0 —e, |e, 
€, €2 Cs C4 e; 
Vog. 00 0 Oje, (e—a,e)8=—0. Geht in sein rec, 
(S.-XL VI.) 0 0 e, Ole, System itber durch @,— — e,. 
Oe 0 ele 
0 0 —e, Ole, 
Cy Oy Cy Cy) e 





k=2. Vy. 000/04 0.0 0 ee 
(S. L.) 000/06, 0 0 0 ge Nnisnidictit 
000 0% = 0 0 O e e, verm. as ° 

€, €y €,\e, O —€, —€, — Cs 5 % 

00 0/0 « G &% GC & 4 





(w— x,&)(w—a,&) = 0. Geht in sein ree. 
System tiber durch @, = e,, @ = ¢. 











5? 


ec. 
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V3. 000/08 00 084 «4 
S. LII. ) 
( )} 000/04 0008 % patna 
00 0\e0=0 0 O-e e, verm j- | 
. é, =¢,+e,. 
oe Oj 0 “SASS: 4% 
O0g|0g,  % &@ % %% 





(@ — a8) (w—a,e) = 0. Geht in sein 
reciprokes System iiber durch @, = ¢,, 


00 0 Ole, (e—a,2)?=0. Geht in sein reciprokes 
(S.LIL.) 9 0 0 0} e, System iiber durch @, = — @,. 
00 0 ale, 


Vn 000 0 |e (~ — a8)? = 0. 
(S. LIV.) 0 0 0 Ole 
000 Ole 
00 0 Ole 





€y & ey e, | 6 


Auf die Anwendungen dieser Zusammenstellung gedenke ich bei 
einer spiteren Gelegenheit zuriickzukommen. 

Jetzt, wo die Theorie der Nqss. einigermassen abgeschlossen ist, 
handelt es sich darum, auch die Qss. niiher zu untersuchen. 


§ 10. 
-Allgemeineres iiber die Quaternionsysteme. 


In § 2 haben wir die Quaternionsysteme definirt als diejenigen, 
unter deren Zahlen es drei von einander und vom Modul linear unab- 
hingige giebt: e,, ¢,, ¢,, fiir welche 
(1)  @.€, — €5€, == 2e,, C0, — C0 == 2e,, Cy — C6, = Zey 
ist. 

In einer meiner friiheren Abhandlungen*) hatte ich bewiesen, . 
dass diese Kinheiten ¢,, e,, ¢; zusammen mit noch einer gewissen 


*) Vgl. meine zweite Abhandiung S. 405 ff. 
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Einheit-e, des Systems ein fiir sich abgeschlossenes Zahlensystem, 
naimlich das der Hamilton’schen Quaternionen: 


SS ws 
€; —€, —€, 
—€,  & —& e 
a “2% 


bilden. Zu diesem System wiirden also allgemein noch gewisse Ein- 
heiten ¢,,¢@,...+ én, hinzutreten, um das ganze Qs. (e,, ¢ .. . en) 
zu bilden. Der damalige Beweis dieses Satzes stiitzte sich jedoch auf 
einen gewissen Grenziibergang, den ich jetzt nicht mehr fiir stichhaltig 
erachte. Gliicklicherweise aber kann ich wenigstens zeigen, dass der 
Satz richtig ist, sobald die Zahl der Hinheiten des Qs. kleiner als 9 
- ist. Da der Satz in meinen diesmaligen Untersuchungen eine unter- 
geordnete Rolle spielen wird, weil ich tiberhaupt in dieser Arbeit das 
gréssere Gewicht auf die Betrachtung der Nqss. lege, gebe ich den 
Beweis fiir » <9 nur in seinen Hauptziigen wieder: 
Setzen wir 


(2) ié,=U, @+te,—v, & —ie, =, 
und benutzen wir also vu, v, w anstatt e,, e,, e, als Hinheiten, so 
ist nach (1): 
(3) wo —vu=—2v, uwo—wu=——2w, vw —wo=— 4u 
und hieraus folgen leicht die Formeln: 
(4) veut = (vu —2ueroe, whut = (u + 2us) wr, 
in denen natiirlich ¢ den Modul bezeichnet. 

Denken wir uns nun alle Potenzen und Producte der Zahlen 
é, u,v, w unter einander gebildet. Da das Qs. (e,, e, ... én) 
nur eine endliche Anzahl von unabhingigen Einheiten enthilt, hingen 
alle diese Potenzen und Producte auch nur von einer endlichen An- 
zahl von Kinheiten ab, entweder von allen m Zahlen e¢,,¢@,.. . € 
oder aber von weniger. Die Potenzen und Producte der ¢, wu, v, w 


bilden demnach ein in sich abgeschlossenes Qs. von m oder weniger 
als m Kinheiten. Wir wollen dies als das System (¢, u, v, w) 


bezeichnen. Wenn ferner ¢, uw, u?...w” von einander unabhingig 
sind, dagegen wu” linear aus ¢, wu, u?...w" abgeleitet werden kann, 
so laisst sich unschwer mit Hiilfe der Formeln (4) darthun, dass 
allgemein o* von &, wu, Ww... u,v, v?... v*! unabhingig 


‘ist, sobald es nicht Null ist. Da nun das System (e, u, v, w) 
nur eine endliche Anzahl von unabhingigen Einheiten enthilt, so 
muss .es eine Zahl g geben, sodass v¢ = (0) ist. 


Alsdann ist ebenso 
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zu beweisen, dass die Zahl wv* von «, wu, u?...u", v, v?... ver}, 
uv, wo?...uv*-! unabhingig und nicht Null ist, sobald x << @ — 1 
ist. Also sind ¢, uw, w?...u", v, v?... ve, wv, uv?... uve-® von 
einander unabhiingig. LEbenso sind von diesen sowie von einander 
unabhingig die Zahlen uv, u?v?, u?v>...u?ve-§, ferner ubv... uve! 
u. s. w. bis zur Zahl ue-*v, Darauf beweist man, dass von allen 
diesen Zahlen und von einander unabhangig sind die ebenso anstatt 
mit v mit w gebildeten Zahlen. 

Sicher also enthilt das System («, u, v, w), das héchstens.» von 
einander unabhingige Kinheiten hat, die von einander unabhingigen 
Zahlen 

&, &, w ...W, 
%, OF # 0, 
wv, uv’, uv®... uve-®, 


ue—2y, 
w, wy, w® ... we, 
ww, uw, ww... wwe-?, 


ue? w. 
Eventuell sind noch mehr unabhingige Zahlen vorhanden. Die Summe 
aller vorstehenden Zahlen betrigt r + 1-+ e(@—1). Es ist daher 


r+1+e(e—-)lsn. 
Es lisst sich nun leicht einsehen, dass “‘r > 9 —1-ist. Daraus folgt 


- dann: 
n>e+ e(e—1) 
oder also n> 9%. Ist g > 2, so wire also m>9. Mithin ist fiir 
Qss. mit héchstens 8 Einheiten sicher 9 < 2, also, da der Falla =1 ~ 
* wegen v¢ = () ausgeschlossen ist, @ = 2. 
_In einem Qs. von héchstens 8 Kinheiten ist folglich nach (2): 


(€,+ie)* = 0, (¢, —te)? = 0, 
d. h. ‘ 
e,” == €5”, Cy €y.-+ €3 Cy = 0. 


Cyklische Vertauschung liefert, dass auch e,? = e,? und iiberdies 
el, + ee, = 0, ees + ee, = 0 
sein muss. Hieraus folgt wegen (1): 
Cy ln = — Cpl, = Cy, Cy ly = — gly = Oy, Cg ly = — Cy = Cy. 
Bezeichnen wir ¢,? = ¢,? = e,? mit — e,, so kommt noch: . 
> = 2 2 > =—_ y ? > == = 7 
C40, = — Cy° Cy = — Cy. CoO = | Ole A, 


— 2 os D — 
4 = — €, 0, =— 0%. = C30, = 







i 
} 
| 
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und analog 
O5€g = 0,0, = C2, C403 = Cn&, = C3, 

wahrend 

-ePmeto—e,.e,.g =—e.4=—& 

wird, sodass ¢,, é), €,, €, zusammen das bekannte System der Hamilton’- 

schea Quaternionen bilden. Damit ist der Satz bewiesen: 

(5) In jedem Quaternionsystem mit hichstens 8 Einheiten 
ist das System der Hamilton’schen Quaternionen enthalten. 

Allerdings ist der Beweis hierfiir im Vorhergehenden nur in grossen 
Ziigen angedeutet. Einen anderen Beweis kann man dadurch herstellen, 
dass man auf das System, welches die Potenzen und Producte der 
é, u, v bilden, die friihere Theorie der Nichtquaternionsysteme an- 
wendet. Ich gehe darauf jedoch nicht niaher ein. 

Da man mit Wahrscheinlichkeit den Satz (5) auch fiir Systeme 
von mehr als 8 Einheiten als richtig annehmen kann, erscheini es 
gerechtfertigt, wenn wir uns im folgenden Paragraphen mit den- 
jenigen Zahlensystemen beschiftigen, welche in sich das System der 
Hamilton’schen Quaternionen enthalten. Die abzuleitenden Siitze gelten 
dann sicher fiir alle Qss. bis zu 8 Einheiten und es ist. zu vermuthen, 
dass sie auch alle Qss. in mehr als 8 Kinheiten umfassen. 


§ 11. 


Die Zahlensysteme, welche das System der Quaternionen Hamilton’s 
~ enthalten. 


Es handelt sich jetzt um die Bestimmung der Zahlensysteme, in 
denen vier Einheiten e, ¢,, €), €, existiren derart, dass dieselben fiir 
sich das System der Hamilton’schen Quaternionen bilden: 


€ ey ey ey 
& —&% —& e, 
e, €@e —&% —& 
Cy —C- CG —& 


Obgleich e, in diesem von @, é,, €, €; gebildeten System die Rolle 
des Moduls spielt, so braucht doch keineswegs e, fiir das ganze zu 
betrachtende System (e¢, ¢,, € --.. én) Modul zu sein, 


Ist x eine 
allgemeine Zahl dieses ganzen Systems und ist 


, : Gey = YY, 
so ist wegen ¢,? = e: 


Yo = YY) (c—y)e = 0, 
d. h. 2 kann aus zwei Theilen y und 2 — y zusammengesetzt werden, 
deren einer bei der Multiplication mit e, als zweitem Factor reproducirt 
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wird, wihrend der andere dabei Null liefert. Jeder dieser. beiden 
Theile y und « — y kann weiter analog zerlegt werden mit Riicksicht 
auf e, als ersten Factor. Hiernach lisst sich die allgemeine Zahl x 
des Systems in vier Theile zerlegen: . 


e=ut+v+w-+r, 


Uly = Cou = Ut, ve, =G,0=0, 


sodass 


we=w, gw=0, re=0, er=r 
ist. Die 2u e, €,, €, ¢; hinzutretenden Einheiten ¢,,¢,... kénnen 
daher ebenfalls in diese 4 Kategorien u, v, w, r eingereiht werden. 
Dabei ist zu beachten, dass zwei Einheiten ¢;, e, die zur ersten 


Kategorie gehéren, zu Producten auch nur dieser Kategorie angehérige 
Zahlen haben. Denn ist . 


Clg = Cy hi = Ci, Chg = Cole = Ck» 
so ist auch 
Cp OKO y = CFCey OQ OrOk = CFC, CROGC) = CRC, CQO = CpG. 
Mithin bilden also diejenigen zu e,, e,, €,, ¢; hinzutretenden Kinheiten, 
denen gegeniiber e, die Rolle des Moduls spielt, zusammen mit é, ¢;, 
€,, €; ein geschlossenes System, und mit der Aufstellung dieses Systems 

beschiiftigen wir uns nun zuniichst. 

Unser jetziges Problem ist also, zum Quaternionensystem (€p, €;) €2) €s) 
weitere Einheiten e,,¢, ... so hineuzufiigen, dass fiir das ganze ent- 
stehende System e, der Modul ist. 

Es ist e,?—=—e, d. h. kein Theiler der Null des gesuchten 
Systems, also auch e, keiner. Mithin miissen, da 


Clg Ey, HEM — H BOG GAS 
ist, die Producte e,e,, ¢,¢, ... von einander unabhiingig hinsichtlich 
€,,@, »-. Sein, d. h. es muss in : 


ye, = +++ + aye, + be, +---, 

€,@; = -+++a,e,+b,e,+-:: 
u. 8S. W., WO die mit é9, ¢,, €), €, behafteten Glieder nicht mitgeschrieben 
sind, die Determinante 2+-a,b,----+-0 sein. Daher lassen sich 
nicht simmtlich verschwindende Constanten 4,, 4,... so wihlen, 
dass (A,e, + A,e, + ---)e, sich von d,e, + 4,¢, +--+ nur um einen 
von Null verschiedenen Factor und um additiv hinzutretende e ...¢— 
unterscheidet, Die Grésse 4,e,-++ 4,e, +--+ darf als eine von @.. . é 
unabhingige Kinheit benutzt werden. Sie sei mit «, bezeichnet. 


Dann ist: 

8, = ae + be, + ce, + de,+ 08 (9-0). ° 
Bildet man ¢,e,? = — ¢,e, =.— &,, so findet man g = ¢ und erreicht, 
indem man statt ¢, passend ¢, ++ Const. ¢, + ----+ Const. e, als neues 
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é, benutzt, dass e,e, = ie, wird. ¢,e, hangt nun nicht nur von é)...¢, 
und ¢, linear ab, denn wire 
&@, = i++ + 68, 

wo die Glieder in e,...¢, durch Punkte angedeutet sind, so wiirde 
aus &¢,> = — &, zuniachst 6? = — 1 hervorgehen. Ferner ist 
In ié,e, hatte aber «, den Coefficienten i¢, in — é,e,e, dagegen — io, 
und beide sind wegen 6? = — 1 von einander verschieden. Also darf 
é,é, als eine von ¢ ...€3, €, unabhingige Kinheit », verwerthet werden. 
Es ist dann 
MC = Fy Cge, = — 86,6, = — 18,0, = — in, 
und 

Ny Cy = 8, 6)? —= — &. 
Also haben sich zwei von ¢,...¢, unabhingige Einheiten ¢, und 7, 
derart ergeben, dass die Regeln gelten: 


Bye 08, Fe —=— Mh, ME = — IM, Me = — &. 
Um nun gleich dem ganzen folgenden Risonnement durch den Schluss 
von r auf r + 1 volle Schirfe zu geben, mége angenommen werden, 


dass schon 2r Einheiten ¢,...&,, 4, ..+%, gefunden sind, die von 


einander und von e,...¢, unabhangig sind und die Multiplications- 
gesetze ertfiillen: 


Eje, = 18), je = — tN, 
jeg = 9 — 4% 
(j=1,2...r). 
. Alsdann lisst sich unter den tibrigen Einheiten — wenn iiberhaupt 
noch solche vorhanden —‘eine, e, so wahlen, dass ee, sich durch 
y+ + +€3, & +++ Sy ,+.- Nr und @ allein ausdriickt, doch so, dass der 


Factor von e dabei + 0 ist. Es ist dies bloss eine Folge davon, 
dass e, kein Theiler der Null ist. Dann ist etwa: . 


ee, = ae, + be, + ce, + dey + >5 a &; + >) Bin +ee (e+0). 
1 1 


_ Gunichst lasst sich, indem man passend statt e einen Ausdruck 
e + Const. e, + - - - + Const. e, einfiihrt, a= b = c—d=—O0 machen, 
sodass bleibt: 


Cl, = 7) Gy 8; +>) Bm + ge. 
Aus ee,? == — e folgt alsdann sofort 


(e+i)a;=—0, (e-—)B=—9, P= —1, 
d. h, entweder ist 
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A). @=+t, & =a, =--- —a,—0 
oder 
B) e=—t, B, = bi, =---=6=—0. 


An Stelle von e werde nun als Kinheit eingefiihrt: 


é=e —>} A; &; ->) bj nj. 
Fiir é ist dann: 


be, = > 485+ >'8in— e (2 ‘ceili atl 
+i >a & — i Soy. 


Hiernach wiirden alle Glieder mit Annahme von é verschwinden, wenn 
sich erreichen liesse, dass die Ausdriicke 

a; —aj(e—t), B;—b;(e+%) 
gleich Null wiirden. Indem iiber die a; und 0; passend verfiigt wird, 
ist dies in der That moéglich. Liegt naimlich Fall A) vor, so sind die 
ersteren Ausdriicke an sich Null, wihrend die letzteren durch die An- 


nahme 0; =f dazu gebracht werden kénnen. Im Falle B) findet 


Analoges i ee statt. 
Hiernach darf angenommen werden, dass fiir die neue Einheit e 
das Product ee, = + ée ist. Weiter ist ee, sicher nicht von ¢,...¢,,- 


& . +. &, im... 9, @ allein abhingig. Wire dies namlich der Fall 
und hitte in dem Ausdruck von ee, die Einheit e den Coefficienten o: 


-+ Ge, 
so wiirde aus ee? = — e, pam o? = — 1 folgen. Nun ist aber 
+ te. €, = ee; .€, = — €. 6,6, = — C6, . &. 


In + tee, hat e den Coefficienten +-i6, in — ee, .e, den Coefficien- 
ten -- io. Beide kénnen wegen 6? = — 1 unméglich einander gleich 
sein. -+ ee, ist somit eine neue Einheit, die fiir den Augenblick mit 
e’ bezeichnet werde. Dann ist 


ee, = + ce,e, = + ee, e, = + (+ stad) a —~ Gey ee El 

wahrend 
@=+tie, ep=+e, de —=+ece’*=—+e 

ist. Hieraus ist ersichtlich, dass e und e’ als Kinheiten ¢,4; und #44 
resp. Mri und é,,; benutzt werden kénnen, die denselben Regeln folgen 
wie die Einheiten ¢,...&-, 4, .++ Mr. 

Damit ist* der Schluss von » auf Sith 1 durchgefiihrt. Es ist 
danach ohne weiteres klar, dass alle zu ¢,... ¢s hinzutretenden Kin- 
heiten sich in zwei Schaaren zertheilen: 


er Tae Took 
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sodass allgemein 


gO = 18, ey = — iN, 
&je, = Nj» N32. = — &, 
(j=1,2... 7) 


ist. Auch folgt sofort 

&j€, = tj, Nj ls = V8. 
Hiermit sind alle Einheiten des Systems so geordnet, dass ihre Pro- 
ducte mit ¢,, ¢,, ¢, als zweiten Factoren bekannt sind. 

Unser Bestreben richtet sich nun darauf, die ¢ und » weiterhin 
noch so anzuordnen, dass ihre Producte mit e, , ¢,, ¢, als ersten Factoren 
einfache Formen annehmen. Zu dem Zwecke bedenken wir, dass sich 
zunichst e,¢; allgemein linear durch e,...e,, die ¢ und » ausdriickt. 


Bilden wir aber e, ¢;e, = ie, ¢;, so folgt unschwer, dass dieser Ausdruck 
insbesondere die Form hat: 





J 
C, &j = aj(€) —te,) + Dj (eC. te) 4 DA* jx Ex, 
1 


wahrend wegen e, ¢,¢, = e, 9; hieraus folgt: | (f= 1,2... 0) 





11 = aj (€ — ie) + Y)(— & — ie) +> axe 

° 1 J 
Die Determinante 2-+- @,, 0. ... Gy» ist 4-0, weil e, kein Theiler der 
Null ist, also als erster Factor alle Einheiten reproduciren muss. Es 
lassen sich daher nicht simmtlich verschwindende Constanten 4, ... 4, 
so angeben, dass ¢,(4,¢, +----++ 4,@,) ausser durch e,...¢, sich 
nur-noch durch 4, ¢, + ----+ 4,8, ausdriickt. Diese Grésse darf an 
Stelle von ¢, als Einheit gewihlt werden und natiirlich ist dann statt 
des friiheren y, die Grosse 4,9, +---—-+ ym zu nehmen. Folglich 
giebt es eine EKinheit ¢,, fiir die 


ey &, = a(e— te) + D(C, tes) + O% 
ist. Wegen e,?2, = — «, folgt hieraus 
e—=—1, at+e)—90, bG—e)=—2. 
Entweder ist also 


A) eo= 13, a=(Q, 
oder 
B) e=—i, b=0. 


Man bemerkt, dass man statt «, als Einheit auch 
B= & + A(e—te,) + Ble, +ies) 
benutzen darf, ohne dadurch das dem ¢, Charakteristische zu zerstéren. 


Berechnet man dann e,é,, so findet man, dass dasselbe gleich 9, ist, 
sobald A und B so gewahlt werden kénnen, dass die Ausdriicke 
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A(i—e)+a, Bli+e)—b 
verschwinden. Im Fall A) ist der erste Ausdruck an sich Null und 


kann der zweite durch B = * zu Null gemacht werden. Im Fall B) 


findet Analoges umgekehrt statt. 

Es darf daher angenommen werden: 
: €, &5 = 0 &. sf 
Alsdann ist: } o=+i 

5 111 = ON- 

Um nun gleich zu einem allgemeinen Resultat zu gelangen, wenden 
wir den Inductionsschluss an. Angenommen, wir haben erreicht, dass 
sich r der Einheiten ¢, und r der zugehérigen y,; so wahlen lassen, dass 


C1 & = OF §, C11 = ON; 
(j=1,2...1) 


ist, wo 9; entweder 4-7 oder — i bedeutet. Alsdann zeigen wir, dass 
sich ¢,,;; und das zugehérige 7,4; so wihlen lassen, dass diese eben- 
solchen Relationen geniigen. 

Zunichst lisst sich unter den noch itibrigen Einheiten ¢,4,:... &, 
eine — wir bezeichnen sie fiir den Augenblick mit ¢ — so wihlen, dass 


. && = a(€,—ie,) + b(e,+%e,) Dh tee be + Ge 


wird, weil e, kein Theiler der Null ist. Wegen e,?¢ —— « folgt 
hieraus : 

e——1, a(its)=0, bi—o)=—0, (e.+6)a, —0. 
In Folge der letzten Relation fallen alle diejenigen ¢, aus der Formel 


heraus, fiir die 9, = 6 ist. Fiir alle verbleibenden «, sind also die . 
@x simmtlich gleich @ = — o und daher entweder 


A) -eo= t, G=—i, D=D 
oder 
B) o=—i, o= ti, a=OI. 


In jedem dieser beiden Fille kénnen wir statt ¢ als neue Einheit ein- 
fiihren 


e=e+ A(e—ie,) + B(e,++¢,) +>? Bate; 


ohne dass @ die den « charakteristischen Eigenschaften verliert. Bildet 
man aber e,é, so findet man, dass es sich auf o¢ — — gé reduciren 
wiirde, sobald die Ausdriicke 
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a—6GA-+iA, 
b—oB—iB, 
a, — 68, + 0B, (x—1,2...7r) . 
durch passende Wahl der A, B, 8, zum Verschwinden gebracht werden 
kénnen. Dies ist immer-mdglich. Zunichst nimlich nehmen wir die 
B., deren zugehériges «, = ist, auch gleich Null an. Im tibrigen 
finden wir im Fall A), dass der zweite Ausdruck an sich verschwindet, 
wahrend vermége 
a ty 
on eee 
auch der erste und letzte Null wird. Analog ist es im Fall B). 
Damit ist der Inductionsschluss beendet. Es lassen sich ¢,4, und 
und 4,4: so wahlen, dass auch 


€y Crea = Orpierga, § & Ur = Orqt Yr+i 
ist, WO @-4; = -+ 1 sein kann. Demnach ergiebt sich ailgemein: Alle 
é und 9 lassen sich so wiahlen, dass 


= OG, = OY 
(gj1,2...¥) 
wird, wo 9; = -+ 1 sein kann. Auch diirfen wir die ¢ und y in solcher 
Reihenfolge anordnen, dass fiir ¢,...&, etwa 0, =.--- 
fiir é.41.-.& dagegen Q,4: = -+-- =o, = -+ 7 ist. 
Noch nicht haben wir von der Thatsache Gebrauch gemacht, dass 
das System der Quaternionen (¢€), ¢,, ¢,, €;) in sein reciprokes iibergeht, 
wenn ¢,, €,, €, durch — e,, —e,, -—¢, ersetzt werden. Aus dieser 
Thatsache folgt sofort, dass die zu e,...e, hinzutretenden Einheiten 
sich auch so in zwei Schaaren anordnen lassen: 


=? =-—1, 


, , 


‘ ° 
8, +. Sy, My 2 0s Bey 


dass 3 
8 = — th, nN = Mj, 
, , , , 
8 = — NH, N= F&F, 
, . , t’ ° , 
C38 = — tH, Chy = — 18 


wird, denn diese Relationen gehen ays den friiheren «je, = ig; etc. 
hervor, wenn die Reihenfolge der Factoren verkehrt wird und gleich- 
zeitig €,, €,, €; durch —¢,, — e,, — eg ersetzt, sowie die Bezeich- 
nungen ¢, 7; mit Accenten versehen werden, um eine Verwechselung 
derselben mit den ¢;, 4; auszuschliessen. 

Die ‘s;’ und 4;’ sind natiirlich lineare Ausdriicke in den e, . .. és, 
& +. &) %,--++% und als solche unabhingig von einander hinsicht- 
lich & ... &, ,.-+%- Sei etwa 


8; = aly + dye, + Cje, + des + D* Gx & +>" Bixte, 
. - 1 i 
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so folgt, wenn man ¢, &’ = — ie,’ bildet, dass / ta;, dj; = ic; und 
ejx(Qx+t) = 9, Bix(Qx+%) = 0 

ist. Mithin sind alle a,, 0, fiir die x—w-+41,... ist, denn 

fiir diese ist ga, —-+ i. ¢,’...28 hangen somit nur von @&... és, 

&; +++ &u, 1,--+-+ ab. Analog ergiebt sich, dass die 7’... 4, nur. 

YON €)... 3) Euti+++ Evy Nuti+.-% abhingen. Da diese Ausdriicke 

unabhingig von einander sind hinsichtlich ¢, ... ¢,, 9, .. + 4v, 80 folgt, 

dass u = + und also v = 2u eine gerade Zahl ist. 

Es ist jetzt etwa 


By" = (Cy -Pie,) Oy (Cy-+ Hey) PE >F ge Ex +>? Bin Me 


und analog: 


24 2u 
Nj = 05 (Cy — 4e,) + Cj (C2 — 46s) +> Oj x Ex +> Bix Nx 
e+. H+1 
(j=1,2... 2p). 
Es sind dies je 2m Gleichungen und beide Gleichungensysteme sind 
nach allen in ihnen auftretenden ¢,, y, auflésbar. Bildet man 
€,&;' = — n;, so findet man daher, dass jedes e,@, und e,, sich 


durch ¢, — te, €, — %€3, Euti+++ uy Nuti-+. Yen ausdriickt, sobald 
x <u ist. Beachtet man ferner, dass e,é,e, = te,@, ist u. 8. wW., 80 
findet man Ausdriicke von der Form 


“ 
C2 &x = Ai, (¢ — t¢,) +>} Ax,uta utay 
. 1 
(x <#) P 
Cx = A, (€,—té) +>? Ax, uta Nua: 
1 


Weil nun ohne Beeintriichtigung aller bisherigen Resultate statt 
Euti+.+ €uy Nuti+++ Nox neve Kinheiten: 

G>e) #=—a+Bileq—ie), =n + Bi(—ie) 
eingefiihrt werden diirfen, so driicken sich die e,e, und e,y (*< m) 
nur durch die @,, %; (¢ >.u) aus und werden frei von ¢&...e,, wenn 
es gelingt, die B,4,... Bs, so zu wihlen, dass -jedes 


“ 
A, = ST Ata Busa = 0 
1 


(w#=1,2... 46) 
wird. Dies ist immer mdglich. Denn entweder ist A, =--- = A,=—0, 
und dann ist By, —=0 zu setzen. Oder es verschwinden nicht alle 
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A,...A,. Dann lassen sich die B,,, so bestimmen, dass sie die 
vorstehenden Gleichungen erfiillen, da die Determinante 


2+ Ai, eH eee Au,2u + 0 


ist. 
Folglich darf nun vorausgesetzt werden, dass 


“ 
Cy &y = >} Ax,utaEuta, 
1 


Cx = > Ax, up aMuta 
1 
ist. An Stelle von ¢,...¢ kénnen ferner lineare Combinationen 
derselben benutzt werden, wenn nur gleichzeitig die entsprechenden 
linearen Combinationen der 7, ... %. eingefiihrt werden. Deshalb 
lassen sich die €,... &, ++. 80 wahlen, dass einfacher 
Cp fx Eutay 21x = Nute (x= 1,2...) 
wird. Alsdann folgt 
Cy Ente = Cy.€Cy Ee = — Ex, CoNute = — Nx» 
Cy Ex == Cy Cy Ex = Cy Eutax = tEpry ete. 
Also ist, zusammengefasst, wenn x — 1,2... m ist: 


ExQy— Ee > Eu pel bEutey xO ——IMe 5» © Nutuly=— Nate, 
BxCg—= Nx > Ewtelg== = Nutxy Nxlg=— Ex »  Nutelg=— Cute, 
&y Cg = iNx > Eutnx ls = 0 Nut+xy Nx lg i Nutx es = tEutx, 
Cex — bee 5 Supe Fete, Ne —iNe 5 Mute ET Nwtey 
Cbg Etny Cp Eutx—=— Fe 5 Ne ute, Mute =— Me , 
Ce Eater Cybute—= he 5 CMe = I Nut, C3 Mute = tN» 
Nunmehr sind somit die Producte aller Hinheiten mit ¢,... e 


bekannt. Jedoch ‘sind die vorstehenden Formeln nicht ganz be- 
friedigend. Wiahrend niamlich e,, e,, e; im Quaternionsystem vollig 
symmetrisch auftreten, sind ihre Producte mit den « und y nicht mehr, 
ebenso symmetrisch. Es folgt dies aus der einseitigen Bevorzugung 
der Einheit e, bei den obigen allgemeinen Untersuchungen. Wir fiihren 
daher an Stelle von ¢...&, und ,..-y2, neue Einheiten ein: 


x0 = Bute t Ne ; 

Oxi = = HEwtx — 7 

- ook oa. ae 
Cea = — fe + utes 


3 = 4, -t- tNutx- 
Alsdann ergiebt sich die symmetrische Multiplicationstafel: — 
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€ e, €4 €; + Cxo Cx Cx2 Ces ° 
YY = =e Cy * Cx1 —Cxq —Cxs x2 * 
e, y =“ —q + es Crs —Cxo —Cx1 °* 
€¢;  — ey OQ —€@ + Ces —Cxe €Cxt —Cxo * 
€x0 x1 Cx 2 Cxs 

e. =e —— x3 Cag ° 

aaa . (x==1, 2...) 

Cxg Cxg —Cxg ~—Cui ° 

Cxs —Cx2 Cx1 ——Cxo 


Hine kleine Ausrechnung zeigt, dass, wenn eine Zahl x des Systems 

die Eigenschaft hat, dass 
— © = CLC, = €, Ll, = CXC, 

ist , ees Zahl x sich linear aus é, @).-. co zusammensetzt. Nun 
hat jedes Product e,o@;o diese Kigenschaft. Es driickt sich daher linear 
durch é) und é@)... €,o aus. 

Die (u+1) Einheiten e, e) ...e.o0 bilden demnach fiir sich ein 
Zahlensystem mit dem Modul e,. 

Aus diesem System und dem Quaternionensystem ¢@,, ¢,, ¢, ¢3 lisst 
sich nun das ganze System in (4u-+4) Einheiten in folgender Weise 
ableiten: 


Es wird jedes Product einer Einheit des Systems (é), €,) . - - uo) 
mit einer des Systems (e,) . . . e;) gleich einer neuen Einheit gesetzt, so: 
Cx0€; = Cx1, Cxolg = Cx2, Cx nls = Cx, 

wiihrend, da e, Modul beider Systeme ist: 

Cx0lg = Cxo 
wird. Ferner wird vorausgesetzt, dass jede Kinheit des Systems 
(€y, Cy) «+» €uo) mit jeder des Quaternionensystem vertauschbar sei, also: 
€, Cx == x00; = Cx1y CyCxo = Cx2, Cy Oxo = Cus. 
Alsdann sind die Producte der e,; vollig definirt, denn es ist ja: 
xi Cay = Cx Gilroy Cj = Cxnlra0 * GG. 
Aber éyo ézo ist linear durch eé,, é,) . . . €xo ausgedriickt, e;e; linear durch 


Cy. + + Cy, etwa: 
iu 


€x0 C10 = Ax 1€y -+- >: Qyrarleo, Ce; = Bijo € + oo + Biss €3. 
Somit kommt: 


Cnilaj =(axze, +. * tteae eco) (Bigo & + +++ + Biss és)- 


Multiplicirt man die Klammern aus und bedenkt, dass e,oe, = eé,; ete. 


ist, so findet man ey; ea; linear durch e,...¢e, und die eg ausgedriickt. 


Die Producte sind also véllig bestimmt. 


Mathematische Annalen, XXXIX, 
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Demnach hat sich der merkwiirdige Satz ergeben: 

(1) Jedes Zahlensystem S, welches das System Q der Hamilton’- 
schen Quaternionen in sich enthdlt und in welchem der Modul 
der Quaternionen gleichzeitig Modul des ganzen Systems S ist, 
lisst sich dadurch herstellen, dass man als Einheiten alle Zahlen 
benutzt, welche durch Multiplication der Einheiten von Q mit 
denen eines Systems P, welches denselben Modul hat, hervor- 
gehen, wenn dabei vorausgesetet wird, dass die Multiplication 
einer Zahl des Systems Q mit einer Zahl des Systems P com- 
mutativ sei. 

Nach den letzten Auseinandersetzungen des § 4 diirfen wir unser 
Ergebniss offenbar kiirzer so aussprechen : 

(2) Jedes Zahlensystem S, welches das System Q der Hamilton’- 
schen Quaternionen enthdlt und den Modul des letzteren zum 
Gesammimodul hat, ist das Product aus Q und irgend einem 
Zahlensystem P: 

S= QP. 
Umgekehrt ist jedes Product aus Q und irgend einem Zahlen- 
system P von r Einheiten ein derartiges System S von 4r 
Einheiten. 

Wir fragen uns, wann das System S reducibel ist. Dazu ist nach 
Satz (2) des § 4 nothwendig und hinreichend, dass in S ausser dem 
Modul e, noch eine Zahl wu existire, deren Producte mit allen Zahlen 
des Systems commutativ sind und fiir die u? — wu ist. Sei also 


U = Uy Cy Uy €, + UH, Cy +f Uy C3 + > (to €xo - Unt Cxr Une Cxe—- Uns Cx ) 


diese Zahl, so miisste insbesondere ue, —e,u sein. Dies ist offenbar 
nur dann der Fall, wenn wu. = Uy = Ug2 = Us =_0 ist, Aus we, = e,u 
folgt analog u, = tx, = 0. Also bliebe: 


U == Ugly + D* Ux Cxo, 


d, h. « wiire eine Zahl des Systems P. Das letztere miisste also reducibel 

sein. Ist es reducibel, so ist offenbar auch S = @P reducibel, denn 

es ist ja w als Zahl von P in Producten mit den Zahlen von @ com- 

mutativ, Also hat sich ergeben, wie man auch direct aus Satz (10) 

des § 4 folgern kénnte: 

(3) Man erhiilt alle irreducibelen Zahlensysteme S, welche 
das System Q der Hamilton’schen Quaternionen enthalten und 
den Modul der letzteren zum Gesammimodul haben, indem 
man Q mit allen irreducibelen Zahlensystemen P multiplicirt. 

Das zu Anfang dieses Paragraphen gestellte Problem ist mit Satz 

(1) oder (2) noch nicht erledigt. Vielmehr handelt es sich nun noch 

darum, zum System S=— QP Hinheiten ¢,, &, ... e-, &) &' «+ &} 














Complexe Zahlensysteme. 375 
Cy, to+--¢ derart hinzuzufiigen, dass sie zusammen mit denen des 
Systems S ein Zahlensystem bilden und dass iiberdies jedes 
8xCp = Ex, ExOo=0, tre, = 0, 
Cf =O, Coe = 8x, Cote = 0 


ist. Man ersieht sofort, dass auch jedes 





CiEx = 0,8 = 0, 
Ex OG; = &, C56; = 0, (t==1, 2, 3) 
Cilx = Cx Cj = 0 


ist. Die Gréssen «, ferner reproduciren sich, wenn sie mit ¢, als 
zweitem Factor multiplicirt werden. Daher kénnen wir uns ohne weiteres 
fiir die «, genau jene Ergebnisse aneignen, die wir weiter oben fiir 
die damals mit e und y bezeichneten Einheiten bei ihrer Multiplication 
mit €,, €), €,; als zweiten Factoren erhielten. Demnach ist eine gerade 
Anzahl der ¢, vorhanden und alle «, zerfallen in zwei Schaaren, die 
wir mit 
8, 00+ bey Mees Me 

bezeichnen, dergestalt, dass fiir diese die friiheren Gesetze hinsichtlich 
der é,e; und y,e; gelten. Aehnliches kénnen wir von den ¢, in bezug 
auf ihre Multiplication mit ¢,, ¢,, @, €,; als ersten Factoren aussagen, 
und auch sie zerfallen in zwei Schaaren: 


ea ee 
Sonach lautet die Multiplicationstafel des ganzen Systems: 





| @, ey Cy C5 * exo Cx Cx2 xg * Ee Na ° & np ‘ty 
€& | & ey €y €; + exo x1 Cx2 Cx3 * &e Na * 0 0-0. 
e |e —& —é, €) + Cx1 —Cxo —Cxs Cx2 * t&& —iNe: 0 0 - 0 
Cy | e €@; —€ —@ * &2 Cx3 —Cxo —Cxi* Na —&& *©9 0-0. 
€; |@ —e, €@ —Cy * Ces —Cxe Cxi —Cxo* tMq t8a 0 0-0 
€x0| Cxo Cxt x2 Cx3 °* 
€x1| €x1 —Cx0 —Cx3 €x2° 
Cx2| Cx €x3 —Cxy —Cxi - 
, Cx3| €y3 — exe C€x1 —eCxyo * eoml,2...u, 
. . . . . - . . . . . a= 1,2. -Q, 
fe | 0 0 0 oO. - B=1,2...6, 
Ne 0 0 0 0 = 1,2. «Tt. 


12 -~- oe 
"Ne |e Ne & — 8 
ty | 0 0 oO 0 


. . . . . . . . . 





25° 











&a 


Ne 


Al 


és 
16 
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Diese Tafel hat den Nachtheil, dass in ihr imaginire Factoren 
auftreten. Um diese zu entfernen, benutzen wir das System der 
Quaternionen (¢@, ¢,, €, €,;) in seiner zweiten reellen Form, welche 
dadurch hervorgeht, dass wir ie,, — é€,, te, als die neuen Kinheiten 
€;, €, €, benutzen. Entsprechend fiihren wir teg1, — é€x2, t€x3 als 
neue €y1, €x2, 3 ein und benutzen iiberdies statt «, lieber — «, als 
Einheit. Alsdann nimmt die Tafel die folgende Gestalt an: 








€ ey €, @€; + Ceo Cnr x2 @xs * &&& Ya * & Np ty 
eo ey €, Os * €xo Cx1 €y2 Cx3 °* Ea Ya * 0 0 - O 
e €y €3 Cp - Ceri Cro Cus x2 > —&& Ya ° ODO + O 
€) —€; —Cy €; + Cea —Cx3 —€xo Cxi * Na —& - 90 - O 
€3 —€, mois € ° Cx3 —€x2 — Cx Cx ad Na Ea ° 0 0 - 0 
€, 0 €x1 Cx2 x3 
€x1 exo €x3 Cx2 
Cx2 —Cxg — Cxo Oxi 
C€x3 —C€x2 — Cx1 Cxo 
0 O 0 0 =1,2. By, 
0 0 Se a=i,2 “ 
. B — 1, 2 6, 
& & Np Up y=1,2...1 
"ep —"p —& & 
0 0 O 0 
Hierin kénnen wir die Producte der e,, mit einander nach dem 
Friiheren als bekannt ansehen. Fiir die tibrigen Producte folgen aus 
dem associativen Gesetze mit Leichtigkeit eine Anzahl Bedingungen, 
die hier zusammengestellt werden : ' 
Ealxo = Lax; &; €x0&a = 0, 
Naleo = LAaxji Nj, CxoNe = 9, 
&3Cxo = 0, €x0&3 = Lx 8; 8; 
Ne xo == (, CxoNp = 2 by; Nj» 
tyexo = 0, exo ty = 0. 
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fala = 0, fat, = 0, Naa =, Nat, = 0, 
Ep& = 0, &3m = 0, ne = 0, Nee =O. 


Eaég = 0, 83 &a = Aga(es;—€) + Ldga;(e3— e2); 
Nats = Veapj tj, &3Na = ApalCo +e) + Asa Go + 1), 
Eee = Leap jj, Np Fa = Apga(Cy—Cy) + Vdgaj(ejo— &1), 
Nene = 9, Ne Na = Agales+e,) + Z thas (€j3 + e;2)- 





Baty =0, Naty = 9, Cy&e = Afyaj& Cy Na = Tyas Nj, 


ty Es =0, Cynup=9, esey = 2yey; 8), Naty = Zfeys n+ 


tyts = Dhy vie. 
Die Summen sind hierin immer iiber alle vorhandenen Werthe von j 
zu erstrecken. Die Producte mit e,:, exe, @x3 sind nicht in diese 
Tabelle aufgenommen worden, da sie sich leicht ableiten lassen. Es 
ist ja Cx oj = Cjlxo = Cx; « 

Allerdings sind die in der Tabelle auftretenden Constanten a, b, 
c, d, e, f, g, h und A nicht ganz beliebig zu wihlen, sondern noch 
gewissen aus dem associativen Gesetze folgenden Bedingungen zu 
unterwerfen. 

Wir wollen jedoch auf die weitere Behandlung dieser Systeme 
nicht eingehen, da wir nur in beschriinktem Maasse von ihnen Ge- 
brauch machen werden. Bemerkt sei nur, dass die ¢,, t,... ¢r fiir 
sich ein System bilden und zwar ein System mit Modul, da sonst die 
ganze Tafel, wie man leicht sieht, ein ausgeartetes System darstellen 
wiirde. Der Modul des Gesammtsystems ist die Summe aus diesem 
Modul und aus @. 


§ 12. 
Aufstellung aller irreducibelen Quaternionsysteme in 4, 5, 6, 7 und 8 
Einheiten. 


Es macht jetzt keine Schwierigkeiten mehr, alle irreducibelen 
Quaternionsysteme bis zu 8 Einheiten aufzustellen, Nach Satz (5) des 
§ 10 enthilt jedes derartige System die Hamilton’schen Quaternionen 
und gehért daher zu den in § 11 betrachteten Systemen. 

Sei zuniichst die Zahl der Kinheiten 


n=4, 
so ergiebt sich nur das Hamilton’sche System, das sich am Schluss 
dieses Paragraphen unter der Bezeichnung Q, angegeben findet. 








| 
| 
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Ist 
= 5, 
so gehért das System sicher nicht zu denen, in welchen der Quaternionen- 
modul Gesammtmodul ist, denn nach Satz (2) des § 11 giebt es der- 
artige Systeme nur in 4, 8, 12 u. s. w. Einheiten. Da nun in den 
Systemen des § 11 die ¢ und », « und » immer paarweis auftreten, 
so kommt ausser ¢), ¢€;, €), €, nur eine Kinheit, eine, vor. Offenbar 
ist aber ein solches System reducibel. 
Haben wir 
n = 6, 
so kommen, da ein ¢ sicher auftreten muss, ausser ¢, €,, €), €, noch 
zwei Einheiten ¢ vor. Jedes solche System ist jedoch reducibel. 
Fiir 
n=7 
kommen ausser @), €,, €,, €; entweder drei e vor — und dies gibe 
ein reducibeles System — oder aber ein ¢, ein ¢ und ein 9 oder end- 
lich ein ¢, ein & und ein 7. Der zweite Fall giebt, wenn « mit e,, 
y mit e,, ¢ mite, bezeichnet wird, das weiter unten mit Q, bezeichnete 


irreducibele System. Der dritte Fall liefert das dazu reciproke System. 
Ist schliesslich 


n= 8, 

so haben wir zunichst Systeme von der Form P.@Q des vorigen Para- 
graphen. Nach Satz (3) desselben und der Tabelle in § 9 ergiebt sich 
hier ein derartiges irreducibeles System durch Multiplication der 
Hamilton’schen Quaternionen mit dem System in zwei Einheiten e,, ¢,: 

0 4 

Ge 
in der unten angegebenen Form Q,. In Bezug auf die iibrigen Qss. 
in 8 Einheiten sind mehrere Fille denkbar: 


a) Es kommen ausser @, ¢,, €,, €, noch vier e vor. Jedes solche 
System ist reducibel. 


b) Ausser ¢@, €,, €,, €; kommen noch ein ¢, ein und zwei ¢ 
vor. Werden diese Kinheiten fortlaufend mit ¢,, ¢,, ¢,, €, bezeichnet, 
so haben wir nur noch die Producte e,¢,, e,¢,, €;¢€,, €;¢@, zu berechnen, 
wahrend e, und e, eines der beiden Systeme in 2 Kinheiten bilden, 
namlich entweder das irreducibele oder das reducibele: 

0 & é O 

Ce; 0 e. 
Beide Male haben die noch fehlenden Producte nach der Uebersicht 
zum Schluss des § 11 die Formen: 


C505 = ly, Cyl, = Ae; C,@, = be,, €,¢, = be,. 














} 
| 
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Im ersten Falle ist e¢, + e, Gesammtmodul und also} = 1. Alsdann 
kann unschwer a = 0 oder = 1 gemacht werden. So gehen die beiden 
untenstehenden Systeme Q, und Q, hervor, welche beide irreducibel 
sind, Im zweiten Falle ist e, 4- e, + e, Gesammtmodul, also a + b= 1. 
Aus @,¢,.€, = .e,¢, folgt dann ab = 0. Es ist also entweder a = 0, 
b = 1lodera=1, b=0. In beiden Fallen ist das System reducibel, 
im ersten ist e,, im zweiten e, der Reducent. 

c) Ausser ¢, ¢,, €, €; kommen ein &, ein 4 und zwei ¢ vor. 
Die sich hier ergebenden Systeme sind natiirlich zu den schon gefun- 
denen reciprok. 

Da sicher ein ¢ vorkommen muss, so sind hiermit alle Méglich- 
keiten erschépft. 

Es haben sich also nur die fiinf in nachfolgender Tabelle zusam- 
mengestellten irreducibelen Qss. in 4, 5, 6, 7, 8 Hinheiten ergeben. In 
dieser Tabelle ist jedesmal die zugehérige charakteristische Gleichung 
den Systemen beigefiigt. Die Berechnung derselben wird durch die 
Benutzung des Satzes (10) des § 1 ganz erheblich erleichtert, & bedeutet 
wie immer den Grad des Systems, ¢ den Modul derselben. 





n= 4. 
. 2 2 2 2 2\ 5 = 
k=2. Q,. G& G CG C, &—2a%"-+-(%,?+2%,°+2,'+2,")e=0. 
€ —& —€3; E==Ey. 
€ €; —€ —& Geht in sein reciprokes System iiber 
€; —€, € —€, durch 
* wm —&, Ge — &, & em — G- 
n=i7. 


kea=nmn3. Q,. & G& GC & & & O 


o 








CQ €y €5 5 — ey é;, 0 
Cy —€; —& e, —e, O 
, C3 —C, —e; & C & OY 


. &. & SS es 
0 O 0 0 0) 0 ¢ 
0 0 0 O 0 O 

(a? — 2a, %-+-(a,? —x,? +x,’ —2x,") 6] . 

. (t@— ae] = 0. 
E= Cyt %- 
Kann nicht in sein reciprokes System 
iibergefiihrt werden. 








k=4. Qs. 


Qy- 


k=5. Q,. 


coo? 


0 
0 
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n= 8. 
. 8 8 4 G@&© &@ & 
0 0 0 e& —Q —eg & 
0 0 O & € —e —e, 
0 0 0 eg —e ee —e% 
>» &£ @4 &] ® & 
— —C3 C2 0, —-Q —C; b / 
€3 —l) —G; &  €; —& —é, 
—[ oe Oo § se 
[o? 2,24 (a P-+m,2 4+m,2-+20;2) 8] = 0. 
é= ¢,. 
Geht in sein reciprokes System iiber durch 
C= — %, C= —h, 0 = — es, 
& = —G, gm —G&, 6, == — €;. 
& € @& & @& YO O 
& @ & —& @¢ O O 
—€; —@ & @& —@& O 0 
—€, —€; & @& & O O 
. 8088s €© @ 8 «4 
0 00 0 0 0 @ 
eo oe 08 606 C4 
000 00 @ © 
[x?—2a)%-+(x,? — x,?+ «,? — x,”) 8] [vw — 2,2]? =0. 
&é=6€ + @,. 
Kann nicht in sein reciprokes System iibergefiihrt 
werden. 
GG @ & & «eg 9 0 
& € &—@& «¢ 90 0 
—€3—& & @&—e, O 0 
—G —& & & & O O \ 
o 0000864 
9° 00008046 
0 00 000 6 
0 00 0 0 & e, 


[z*—2a,2+ (4)? — a,?+ a,? — 2”) é| [x — (t+ 2;) €][v7—a,€]?=0. 


é= + 


C7. 


Kann nicht in sein reciprokes System tibergefiihrt werden. 
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§ 13. 
Verschiedene Bemerkungen iiber Quaternionsysteme. 


Es ist nicht schwer zu erkennen, dass es kein Qs. giebt, dessen 
Grad gleich oder um Eins kleiner als die Anzahl der Kinheiten ist. 
Es gilt nimlich zuniichst der Satz: 

(1) Giebt es in einem Zahlensysteme nur | von einander un- 
abhiingige und unter einander commutative Zahlen, so ist 
‘der Grad des Systems hichstens gleich 1. 

In der That, ist k der Grad, x eine allgemeine Zahl des Systems 
und « der Modul desselben, so sind ¢, 2, 2? ... z2*-! von einander 
unabhingig und unter einander commutativ, daher k < l. 

Sollte nun ein Qs. (e,...én) vom Grade k =m sein, so wiirde 
hiernach das ganze System commutativ sein, was nicht der Fall ist. 

Sollte ferner ein Qs. (¢,...¢,) vom Grade k =n — 1 sein, so 
miisste das System » — 1 mit einander commutative Einheiten enthalten. 
Bedeuten e,, ¢,, ¢; die Einheiten, fiir welche 


Cy 03 — C3, == 20, C30, — Ce, = 2e,, C6, — Ce, = 2e, 
ist, so miissten also auch zwei von einander unabhingige, aus 
€;) €,, €,; ableitbare Zahlen existiren, die mit einander commutativ 
waren, etwa 
ae +Be,, ye +de,. 
Natiirlich diirfen 6 und 0 nicht beide Null sein, ebenso nicht a und B 
oder y und 0, Ks ist jedoch 


(me, + Be,)(ye, +03) — (ye, + Dey) (we, + Bey) = —2ade,—2 Bye, 
+2Bde,. 


Dies ist nur dann Null, wenn 
ad =0, By=0, pO=0 


ist. Wenn 6+ 0 ist, so wiirde y= d—0 folgen, wahrend 6p — 0 

noch « = 0 oder d = 0 nach sich zége. Dies darf nicht sein, daher: 

(2) Der Grad eines Quaternionsystems ist wenigstens wm 2 
kleiner als die Anzahl der Einheiten des Systems. 

Vergleichen wir hiermit die Siitze (1) und (2) in § 6, so erkennen 
wir, dass wir in jenen Siitzen an Stelle des Wortes Nichtquaternion- 
system allgemein das Wort Zahlensystem hiatten setzen diirfen, wie wir 
schon dort hervorhoben. 

Um alle Quaternionsysteme aufzustellen, deren Grade um 2 kleiner 
als die Anzahl der Einheiten sind, verfahren wir so: Ist » die Zahl 
der Kinheiten und 2 eine beliebige Zahl des Systems, so sind der 
Modul « und a, 2?...a*-® sicher » — 2 von einander unabhingige 
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und mit einander commutative Einheiten. Das System enthialt daher 
m — 2 unter sich commutative Einheiten, aber auch nicht mehr als 
diese, da es ein Quaternionsystem sein soll, also 3 Kinheiten enthiilt, 
die nicht unter einander commutativ sind. Wie in § 10 kénnen wir 
das System dadurch als Qs. definiren, dass in ihm drei von einander 
unabhiangige Zahlen u, v, w derart vorkommen, dass 


(3) wo—vu—2v, uw—wu=——2w, vw— wo = — 4u 
ist. Ferner diirfen wir annehmen, « gehdre zu jenen » — 2 unter 
einander commutativen EKinheiten, die wir fiir den Augenblick mit 
€,+.+€n—g bezeichnen wollen, Alsdann sind also ¢, ...é,-s, v, w 
gerade m von einander unabhingige Einheiten des Systems. Sei nun 
CV = Ai, +++ + Gina na + Av + Ajw, 
so ist, weil we; = e;u ist: 
UCU = C;UV = Aj, WE, + ++ + + Gin-gUln_g + Auv + Ajuw 
und 
CVU = 410, 6 ++ + + Gin-2en—g + Ayvu + Ajwu. 
Subtrahiren wir beide Gleichungen von einander, so bleibt wegen 
e; = eju und wegen der obigen Formeln (3): 
2ev = 2A;v — 2A w. 
Vergleichen wir dies mit dem angenommenen Werth von ev, so 
ersehen wir, dass 4; = 0 und 


€;0 = Ajv 
ist. Aehnlich kommt: 
Ve; = WV. 


v? = be, + +++ + Dn-er-2 + vo + vw, 


so wird analog 


Sei ferner 


uv? — vu = v(wv — vu) + v (uw — wu) 
oder, da v?u = uv? — 2v? ist (vgl. § 10): 
2v? = 2vv — 2v'w. 
Demnach ist auch v’ = 0 und es kommt: 
v= vv. 
Ganz abnlich ergiebt sich 
we=Ajw, cw=—pw, w—rvw. 


Aus ve;.0 =v. ev und we;.w =w.e,w folgt noch: 
(A: — pi) v =o 0, (Ai —wi)v’ =0. 
Da nun sicher v nicht mit allen Kinheiten e, ...¢e,2 commutativ ist, 


so ist wenigstens fiir ein i auch 4;+-u;, d. h. y=. Ebenso ist 
vy’ =0. Somit bleibt: 
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(4) eu=Av, ve =—wv, v=; 
eweAiw, we=nw, w—d0. 

Bezeichnen wir mit »,, 4., 4, jene drei Hinheiten unseres Qs., fiir 
welche 
©) 2% — M2 = 2%, Ns% — 1% = 2%, MMe — = 2N5 
ist, so haben wir zu setzen (vgl. § 10): 

usin, V= + igs, W= 1 — iN 
und aus (4) folgt insbesondere 

(nz +E tm)? = 0. 

Da n,, %, 7; im Qs. symmetrisch auftreten, so ist auch 


is (ym, in)? =90, (ys im)? = 09, 


1” = Ny" = Ns", 

und wegen (5): 

%13—= MN» %% = %2) m2 = 3) 

13% = — Ni 1%3 = — a» 12% = — 4s, 
wahrend, wenn 7,2 = 7,” = 7,” mit — y, bezeichnet wird, ohne Miihe 
folgt, dass 4, Modul fiir das System (yp, 4, 2) Mg) ist. 

Wir sehen also, dass das gesuchte Qs. in sich das System der 

Hamilton’schen Quaternionen enthilt. Es gehért also zu den in § 11 
untersuchten Systemen. Wir wollen jedoch von den damals gefundenen 


Tafeln keinen Gebrauch machen, da sich das jetzt vorliegende Problem 
leicht direct lésen lisst: Es hat sich ergeben: 


u? = o =(Q, w? =0, No” = N) 
us 0, UW=—W, VW = (H,+iNs)(N,—iN3) = — My — 2U, 
vu — 0, wus WwW, WY = (y,—iN)(M,+i93) = — Mo + 2u, 


UNg = Not =U, VIQ9=MHVHV, WH = YW — w- 
% gehort dem System (e,...é,—2) an und es ist »,? =. Sicher 
ist 4) nicht Modul dieses Systems, sobald » > 4 ist, denn es ist 
nach (4): 
—- 2996 = (vw wv)e; = wi (— Yo—2u) + wi(—m +24) 

und dies ist verschieden von — 2e;, sobald nicht alle Einheiten 
€,; +++ @n—g sich auf 4) und w allein reduciren. Im letzteren Falle wire 
das ganze System nichts anderes als das der Hamilton’schen Quaternionen. 
Sehen wir davon ab, so folgt also nach Satz (2) des § 4, dass m 
Reducent des Systems (¢, ...@n—2) ist. Da alle y,e;— ey, nur 
und « enthalten, so ist eines der Theilsysteme, in welches das System 
(e,..+€n—2) zerfallt, das System (y,, w). Die tibrigen Kinheiten des 
Systems (¢,...¢€n-2) geben mit diesem multiplicirt Null und daher 
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auch wegen uv =v etc. auch dann, wenn man sie mit v oder w 
multiplicirt. Wir kénnen also folgern: Das gesuchte Qs. zerfallt in 
ein commutatives System vonn — 4 Einheiten und das System (7), u, v, w) 
oder (% ) 1» %2» %2) der Hamilton’schen Quaternionen. Letzteres hat 
den Grad 2, ersteres also, da das ganze System vom Grad n — 2 
sein soll, nach Satz (5) des §4 den Grad » — 4. Es ist also ein 
System, dessen Grad gleich der Anzahl der Einheiten ist, ein Study’- 
sches System. Daher: 


(6) Jedes Quaternionsystem, dessen Grad wm 2 kleiner als 
die Anzahl der Einheiten ist, zerfillt in das System der 
Hamilton’schen Quaternionen und ein Study’sches System. 

Das einzige irreducibele derartige System ist also das 
der Hamilton’schen Quaternionen. 
Etwas leichter lisst sich die Frage erledigen, ob und welche Qss. 
es giebt, deren Grad gleich 2 ist. 


In einem solchen System muss das Quadrat jeder Zahl durch sie 
selbst und den Modul ¢ ausdriickbar sein. Es ist also auch etwa: 


(7) ey = Aye, mye, Gy? Age, + Mok, Cy” —= Ages + Uyé. 
Hier sollen e,, ¢,, e, jene drei Einheiten bedeuten, fiir welche 

3 €y — Cg€, == 26,, C30; — €,€p = 20,, C10, — C20, = 2e, 
ist. Aus (7) wiirde folgen: 


oe _ 
€,° ey €,€," = 2A, e, 


oder da 
Cy ly = C0, + 2ey, Coe, = Ce, — ey 
ist: 
€, (€,€,-+2e,) — (€,€,—2e,)e, = 2A, e,, 
d. h.: 
€,€, + €,€, = A,e;. 
Da nun 


€ 3 — ee, = 2e, 
ist, so kime 


1 1 
C3 = — & + 5 Ase, e350, = €, + 3 ALG. 
Analog wire 
1 1 
€, 0 = — & + > Ane, Cy = 03 + FAL; 
~ A a 
€30g = — & + > Ager, C03 = &y HZ Ase. 


Demnach kime: 
1 1 1 ‘ 
€1€.€, =(¢, ar Aye) ¢, = Ase; + Wye + > a, (—e, a ayes) 
1 i 
om — — A,¢, + (2, +7 Ay dy) ey + Myé 
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und andererseits: 
Cy - €gCg mm (¢, + ; Ase) = Ae, + mye + + a;(¢, + : ,¢,) 
= sha tlt parade time. 
Ks miissten beide Werthe rechts gleich sein, und somit wiire: 
—(a, + + Aydy)e, = Ay Cy + (S as + i A, Ay) e, + (us — mw )e=9O. 


Da aber ¢,, €,, €;, € von einander unabhingig sind, so miissten mithin 
die vier Coefficienten einzeln verschwinden. Da ferner auch die durch 
cyklische Vertauschung der Indices 1, 2, 3 hervorgehenden Formeln 
richtig sein miissten, so wiire also: 


A, =A, = 4,=0, oy = Uy = Bs, 


d. h. 
€,” = €,? = @,? = we, 
a Te as ey ae 
sc hd aT C= C3, er. 4 


und wegen 
€,? . Cy = Wl, = C, .€,€, = C16, = — C, 

auch w= — 1. Die Einheiten e¢,, e,, e; und ¢ wiirden also fiir sich 
das System der Hamilton’schen Quaternionen bilden. Das gesuchte 
System wiirde danach zu den Systemen des Satzes (2) in § 11 gehéren, 
die durch Multiplication der Quaternionen Q mit einem Zahlensystem 
P entstehen. Offenbar miisste auch der Grad des Systems P, wenn 
es tiberhaupt mehr als eine Kinheit enthilt, gleich 2 sein. Es wiire 


also, wenn x eine Zahl des Quaternionensystems Q, y eine des Systems 
P bedeutete, etwa: 


van + Be, y=yy+ de, 
daher, da # und y gegenseitig commutativ wiiren: 
(wy)? = ay? = apyay + ada + Byy + Bde. 
Nun aber miisste (vy)? nach Voraussetzung darstellbar sein in der Form: 
(ay)? = Avy + ue. 
Da jedoch xy, 2, y, € von einander unabhiingige Zahlen des Systems 
PQ wiren, so wiirde hieraus «d = By =O folgen. @ und y sind 
natiirlich verschieden von Null, sodass folglich B—d—0O, d. h. 
x* == ax oder « = ae hervorginge, was absurd ist. Das System P 


muss sich vielmehr auf nur eine Kinheit reduciren, d. h. PQ das 
System @ selbst sein. Hiermit ist bewiesen: 


(8) Das einzige Quaternionsystem, dessen Grad gleich zwei 
ist, ist das System der Hamilton’schen Quaternionen. 


a 
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§ 14. 
Geschichtliche und litterarische Nachweise. 


Die Theorie der complexen Zahlensysteme hat ihren Ursprung in 
der durch Gauss 1831 bewirkten definitiven Aufnahme der gewohnlich 
complexen Zahlen in die Wissenschaft. Von Gauss riihrt auch der 
Name ,,complexe Zahl“ her. Mit der Deutung der Zahlen a + bi als 
Punkte der Ebene lag fiir ihn die Erweiterung des Zahlengebietes in 
geometrischer Hinsicht nahe. Doch ist uns iiber seiae Ansichten und 
etwaigen Arbeiten in diesem Gebiete nichts itiberkommen ausser einer 
durch neuere Autoren vielbesprochenen Bemerkung, nach welcher er 
sich dariiber Klarheit verschafft haben muss, warum die Arithmetik 
keiner héheren complexen Zahlen bedarf. 

Auch W. R. Hamilton ging zunichst von der geometrischen 
Deutung der Zahlen als Punkte und zwar als Punkte des Raumes aus 
und gelangte so 1843 zu seinen Quaternionen, deren Studium er sich 
zur Lebensaufgabe machte. , 

Der erste, der die Zahlensysteme in allgemeinstem Umfang ein- 
fiihrte, ist H. Grassmann in seiner zweiten Ausdehnungslehre von 
1862. Fiir die Productbildung setzte er das distributive Gesetz fest, 
wihrend er die Giiltigkeit des commutativen und associativen Principes 
der Multiplication dahingestellt sein liess. Gewisse specielle Multipli- 
cationsarten spielen in seiner Ausdehnungslehre eine wichtige Rolle. 
Uebrigens definirte er das Zahlensystem insofern allgemeiner, als jetzt 
gebrauchlich, als er nicht verlangte, dass die Producte e;e, nothwendig 
wieder dem urspriinglichen System (e, .. . ¢€,) angehdren sollten. Ihre 
Producte mit den Einheiten kénnen fernerhin zu abermals neuen 
Zahlen fiihren u. s. w. Setzt man jedoch voraus, dass die Bildung 
neuer Zahlen auf diesem Wege der Multiplication schliesslich eine 
Grenze habe, so kann man alle so entstandenen neuen Zahlen dem 
urspriinglichen System adjungiren und gelangt dadurch zu dem modernen 
Begriff eines begrenzten complexen Systems, der zuerst von H. Hankel 
1867 in voller Allgemeinheit eingefiihrt wurde. Auch Hankel nimmt 
von vornherein nur das Bestehen des distributiven Gesetzes an, indem 
er sich die Producte der Einheiten in beliebiger Weise als lineare 
Functionen der Einheiten definirt denkt. 

In der Folgezeit treten nun immer deutlicher in den vielen ein- 
zelnen, namentlich englisch-americanischen Abhandlungen, wie in denen 
von Cayley, Clifford, Peirce und Sylvester zwei Gesichtspunkte 
hervor: Einmal die Bedeutung des associativen Gesetzes der Multipli- 
cation, das von nun an iiberall beibehalten wird, andererseits die Auf- 
fassung der Multiplication als lineare Substitution. Der Zusammenhang 
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zwischen complexen Zahlen und linearen Substitutionen ist alsdann 
namentlich von Frobenius*) 1878 erfolgreich verwerthet worden. 

Alle Zahlensysteme in zwei Einheiten — es giebt deren bekannt- 
lich nur zwei Typen — wurden zuerst und zwar vor 1880 von Weier- 
strass in seinen Vorlesungen iiber Functionentheorie bestimmt. 
Unabhingig davon berechnete Cayley 1883—84 ebenfalls diese und 
iiberdies auch die ausgearteten Systeme in zwei Kinheiten, sodass es 
fiir ihn nur eines Schrittes — der Hinzufiigung des Moduls — bedurft 
hiitte, um daraus die Systeme in drei Einheiten abzulesen. 

Wihrend man sich in England und America vielfach mit den 
complexen Zahlen beschiiftigte, veranlasste in Deutschland der Um- 
stand, dass 1884 Weierstrass einen an H. A. Schwarz gerichteten 
Brief veréffentlichen liess, der tiber gewisse specielle Systeme und die 
Beantwortung der erwihnten Gauss’schen Frage handelte, eine Reihe 
von Arbeiten iiber complexe Zahlen, unter denen namentlich die von 
Dedekind zu nennen sind. Um dieselbe Zeit machte Poincaré in 
einer nicht ganz scharf formulirten Note zum ersten Mal ausdriicklich 
auf den Zusammenhang aufmerksam, der zwischen den Zahlensystemen 
und gewissen continuirlichen Gruppen von linearen Transformationen 
besteht. Hiernach war es fiir Lie, den Begriinder der Theorie der 
Transformationsgruppen, naturgemiss von besonderem Interesse, diesen 
Zusammenhang niiher ergriindet zu sehen. Er forderte daher wieder- 
holt in seinen Vorlesungen dazu auf, die Begriffe und Siitze der 
Gruppéntheorie auf die Zahlensysteme anzuwenden. Er veranlasste so 
auch mich, nach dieser Richtung hin zu arbeiten. 

Schur verdffentlichte 1888 eine Abhandlung, welche von der 
in gewissem Sinne allgemeinst denkbaren Form der Operationen der 
Addition und Multiplication ausgehend diese durch Einfiihrung passen- 
der Variabeln auf die gebriiuchliche Form der Zahlensysteme und die 
zugehérigen Transformationsgruppen zuriickfiihrte, wahrend Study 
1889 zum ersten Mal eine vdllig erschépfende Darstellung des Zusam- 
menhangs zwischen Zahlen und Gruppen lieferte, indem er namentlich 
die fiusserst wichtige Umkehrbarkeit dieses Zusammenhanges darthat. 
(Man vergleiche die betreffenden Bemerkungen in § 1), Auch bestimmte 
er 1889 alle Zahlensysteme in vier Einheiten und alle diejenigen, deren 
Grad gleich der Zah| der Kinheiten ist. Zur selben Zeit gelangte ich dazu, 
alle Systeme in 5 Einheiten sowie gewisse allgemeine Siitze aufzustellen, 
indem ich alle Systeme auf Grund gruppentheoretischer Thatsachen in 
zwei Classen einreihte. 

Durch die neueren Ceteneibiaaaian namentlich Study’s ist die 





*) Nachtriiglich bemerke ich, dass sich die Siitze (6) und (10) des § 1 schon, 
wenn auch in anderer Einkleidung, bei Frobenius und Weyr finden. 
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Theorie der complexen Zahlensysteme mit associativer Multiplication 
ein Theil der Lie’schen Theorie der endlichen continuirlichen Trans- 
formationsgruppen geworden, und ein Fortschritt im einen bedeutet 
einen Fortschritt im andern Gebiet. 

In Bezug auf Litteraturnachweise aus alterer Zeit bis zum Jahre 
1867 kann ich auf das Lehrbuch von H. Hankel verweisen. Im 
Nachfolgenden findet man eine chronologische Zusammenstellung von 
allerdings sehr verschiedenartigen neueren Arbeiten iiber complexe 
Zahlen und verwandte Gebiete, wie bilineare Formen und Matricen, 
Diese Zusammenstellung kann jedoch keinen Anspruch auf Vollstindig- 
keit machen. Im zweiten Theil von Stolz’ Vorlesungen iiber allgemeine 
Arithmetik*) findet der Leser eine gedriingte Darstellung der Arbeiten 


iiber complexe Zahlen von Weierstrass, Dedekind und ihren Nach- 
folgern. 
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Zur Theorie der Systeme linearer Differentialgleichungen mit 
einer unabhingigen Veranderlichen. I. 


Von 


J. Horn in Freiburg i. Br. 


Die Theorie der reguliiren Lisungen der Systeme linearer Diffe- 
rentialgleichungen mit einer unabhiingigen Verinderlichen 


—_  - : 
Fa = D>) Fas(2)+ yp (@, B= 1, +++, m) 
e 


ist von den Herren Sauvage*) und Griinfeld™), sowie von Herrn 
Koenigsberger in seinem Lehrbuch der Theorie der Differential- 
gleichungen ***) behandelt worden. Insoferne sich diese Arbeiten direct 
an die Theorie der gewéhnlichen linearen Differentialgleichungen an- 
schliessen , lassen sie die allgemeineren Verhiltnisse, welche ein solches 
System von Differentialgleichungen gegeniiber einer Differentialgleichung 
m'*' Ordnung darbietet, nicht geniigend hervortreten. Durch die Beschiif- 
tigung mit Systemen linearer Differentialgleichungen mit zwei unab- 
hiingigen Veriinderlichen}), wobei sich die Theorie der gewdhnlichen 
linearen Differentialgleichungen nicht direct verwerthen lisst, wurde 
ich auf die Betrachtung der oben bezeichneten Systeme hingewiesen. 
Ich theile hier zunachst tiber die Form der reguliren Lésungen eines 
Differentialgleichungensystems von der Gestalt 


dyy - 
“a -> (dap + dag@ +--+) Up (a, B=1,---+,m) 
B 





*) Sur les solutions réguliétres d’un systeme d’équations différentielles (Ann, 
de l’Ec. norm, 1886, 1888, 1889). 
**) Ueber die Integration eines Systems linearer Differentialgleichungen 
(Denkschriften der Wiener Academie, math.-naturw. Cl., Bd. 54, 1888). 
***) Seite 441 —469, 
+) Ueber ein System linearer partieller Differentialgleichungen (Act. math, 
Bd. 12). — Beitriige zur Ausdehnung der Fuchs’schen Theorie u. s. w. (Act. 
math, Bd. 14), — Ueber Systeme linearer Differentialgleichungen mit mehreren 
Veriinderlichen; Freiburger Habilitationsschrift 1890 (Berlin, Mayer u. Miiller). 


26* 
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eine Untersuchung mit, welche fiir eine demniichstige Verdéffentlichung 
iiber Systeme totaler linearer Differentialgleichungen mit zwei unab- 
hiingigen Veriinderlichen als Grundlage dienen soll. Ausserdem mag 
die gegenwiirtige Arbeit als Ergiinzung zu den Nummern 5, 6,7 von 
Capitel 6, Il, des Koenigsberger’schen Lehrbuchs gelten, in welchem 
das Princip, die Differentialgleichungen héherer Ordnung durch Diffe- 
rentialgleichungensysteme mit mehreren abhingigen Veriinderlichen 
zu ersetzen, vollstindig durchgefiihrt ist, Ausser Koenigsberger, 
Capitel 6, I. wird nichts aus der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen vorausgesetzt, wohl aber die Weierstrass’sche Theorie 
der bilinearen Formen*), auf welche sich das Folgende stiitzt. 


§ 1. 
Normalform des Differentialgleichungensystems fiir die Umgebung eines 
singuliren Punktes. 


Um die Lésungen des Differentialgleichungensystems 


dy,, , 
(1) i ie a Aap Ys (a, B=1,--+,m), 
B 


Aap = Gap + Gapt + daze? + --- 
in der Umgebung der singuliren Stelle = 0 zu untersuchen, fiihren 
wir dasselbe unter Anwendung der Theorie der Transformation einer 
bilinearen Formenschaar in eine gewisse Normalform iiber. Mit Hilfe 
der Unbestimmten u,,..., Um» fassen wir die m Gleichungen (1) zu- 


sammen in 
dD He Ye 
ee 


dz om >: Aas Uc Yp- 
af 
Durch die lineare Substitution 


ta = >) gen %p; Ye = >) hap 8p, 
ro r 
UB —_ > has Ue 28 —_ Bo Jap Yo 


mdge das bilineare Formenpaar 


> Ue Yo > Gap Ua Yp 


a@ ap 
in die Weierstrass’sche Normalform 


*) Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen. (Berliner Monats- 
berichte 1868). 
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> Va Za, > Pap Va Sp 
ap 


a 


> Agp Va Ys = > Pop Va &p) 
ap ap 
so wird die obige zusammenfassende Gleichung 


dD) hq 
@ > 
ee Pap Va %p; 
as 


und hieraus gehen, da v,,..., ¥», Unbestimmte sind, die m Gleichungen 


dz 
(2) i=, = > Pages (a, B=1,---,m), 
B 


iibergehen. Ist 


Pap =» Aru Sralus (4, w= 1,+++, m) 
Au 


= Pap + Pap aw + Pap x* + bis 
hervor. Das Differentialgleichungensystem (2) benutzen wir als Normal- 
form des Differentialgleichungensystems (1) fiir die Umgebung des 
singuliiren Punktes «=0. Die Determinante 
(3) P(p) = |aes — p9aal *) 
nennen wir die zur singuliiren Stelle 2 == 0 gehdrige charakteristische 
Determinante und die Gleichung 
P(p) = | ap — p9ae| = (Pi — P) ++ + (Pm — p) = 0 

mit den Wurzeln p,,..., m (welche der determinirenden Fundamental- 
gleichung einer Fuchs’schen Differentialgleichung entspricht) die charak- 
teristische Gleichung des Differentialgleichungensystems (1) oder (2). 

Ist p — pe ein einfacher Elementartheiler der charakteristischen 
Determinante , so ist 

Poa = Par Pas = 0 (B=1,-+-,a—1,a+1,-++,m), 
und die @® Gleichung (2) besitzt die Gestalt 

dz, , 
(2a) x 1 = Pate + & >) pasts + °° : 
B 

Ist Po = Pa’ = ++ * =P vey =p und ist (p — p’)’ ein e-facher 

Klementartheiler der Determinante (3), so wird 
Paid =P, Para =P, +*% Pal =P"; 
Perv =1, para = 1, ++) Dey ge = 1, 
*) §.,=1 fir e= 6, =0 fiir «ZB. 


a; 








394 J. Horn. 


alle iibrigen p,g, in welchen « eine der Zahlen «’, «”,..., a ist, 








sind gleich Null, so dass die den Indices a= a’, a”,..., a ent- 
sprechenden Differentialgleichungen (2) die Gestalt haben: 

dz, 

de ~ P 4 ane 

dz i 
(2b) ere Se ey 

dz 


ale) 


da PPA ale) H A gte-) ++, 


wo an Stelle der Punkte die Ausdriicke 


x > pep ep + >) piste toe 
B s 


fiir bezw. a =a’, a”,...,@ stehen. 





Die Form der Lisungen unseres Differentialgleichungensystems wird, 
wie in § 3 und § 4 gezeigt wird, wesentlich bedingt durch die Elementar- 
theiler der charakteristischen Determinante.*) 


§ 2. 
Methode fiir die Berechnung der Lésungen. 


Zur Ermittelung der Form und zur Berechnung der Lésungen 
unseres Differentialgleichungensystems bedienen wir uns der von Herrn 
Frobenius**) fiir die gewéhnlichen linearen Differentialgleichungen 
angegebenen Methode, welche auch schon von Herrn Griinfeld auf 
die von uns betrachteten Differentialgleichungensysteme, freilich nur 
unter beschrinkenden Voraussetzungen in Betreff der charakteristischen 
Determinante, angewandt worden ist. Es sei noch bemerkt, dass es 
im gegenwirtigen Paragraphen nicht nothwendig ist, unter dem 
Differentialgleichungensystem (2) die Normalform zu verstehen, welche 
erst in § 3 und § 4 zur Geltung kommt. 

*) Die gegenwirtige Untersuchung ist allgemeiner als die entsprechende fiir 
eine Fuchs’sche Differentialgleichung, weil einer w-fachen Wurzel p® der deter- 
minirenden Gleichung einer solchen Differentialgleichung stets ein u-facher 


Elementartheiler (y — p°)“ der charakteristischen Determinante des Differential- 
gleichungensystems entspricht, in welches die Fuchs’sche Differentialgleichung 
iibergefiihrt wird. In der oben erwiihnten Arbeit des Herrn Griinfeld sind die 
Differentialgleichungensysteme nur unter dieser fiir eine Fuchs' sche Differential- 
gleichung giiltigen Voraussetzung untersucht. Vgl. meine Habilitationsschrift 
Seite 62. 


**) Ueber die Integration der linearen Differentialgleichungen durch Reihen 
(Journ, f. Math. Bd. 76), 
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Wenn das Differentialgleichungensystem (2) eine Lésung 
(4) bq = “PE. (7) (@aml,..., m) 
besitzt, in welcher die €, Potenzreihen von x sind, 


ba(x) = (Salo + (ba) % + (Ea)2t? +--+ 


so bestehen die Recursionsformeln 


(5a) >) (pas — Po up) (Eo = 0, 
B 
(5b) > (vas — (P +1) Bes) (Gi + >) vewlEsdo = 0, 
8 B 
(Ge) >! (pas — (vp + 2) bap) Gabe + Ditpialbes + >) pes bslo=0, 
8 8 8 
(n) > (Pee — (vp + ») bap) (Se) + >) Beals +++ 
6 8 
+ >) wes Gs + D>! vse = 0, 
fs 6 


Sollen die Anfangswerthe (£,), der Potenzreihen € nicht siimmtlich 
verschwinden, so muss nach (5a) p eine der Wurzeln ,,..-, py der 
charakteristischen Gleichung |pas — pdag| = 0 sein, Lassen wir aber 
zundchst die Gleichungen (5a) ausser Betracht und sehen wir p als 
unbestimmte Grésse an, so lassen sich vermittelst der Formeln (5b), 
(5c), ...,(5m),... die Grdssen (§:),, (Ea)oy + ++» (Savy » + +) (@== 1, ..., m) 
durch (€.)) (@ = 1,..., m) ausdriicken: 


p) (p) 
(Ec)y = 2 P(p+) ko Pip +?) (§s)o. 


wo $ sp) eine ganze Function der Gréssen p, p, 5) 2.31 ++ +» DY} be- 
deutet. Ein verschwindender Nenner tritt nur dann auf, wenn p einen 
der Werthe p=p,—v (a=—1,...,m; v=1, 2,...,%) erhiilt. 
Die zunichst unbestimmt gelassenen Gréssen p, (§,)y,.- +) (E/9 miissen 
nachtrdglich so gewiihlt werden, dass die unter alleiniger Benutzung 
der Recursionsformeln (5b), ... berechneten Ausdriicke (4) auch wirklich 
dem Differentialgleichungensystem geniigen. Ist p = p\ cine Wurzel 
der charakteristischen Gleichung und sind ausserdem noch Wurzeln 
p°, p’, ++ p"-) in der Weise vorhanden, dass p—) — pl) = d“,,.., 
p® — p'’ =d' ganze positive Zahlen sind, so verschwinden fir p= p 
die Ausdriicke P(py+d®), P(p+d0+d@©), ..-,P(p+d0+-----d) 


in irgend einer Ordnung; wir setzen daher voraus, dass die Anfangs- 
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werthe (€.), desjenigen Potenzreihensystems §,, in welchem nachher 
p = p® gesetzt werden soll, eine solche Potenz von p — p“ als Factor 
enthalten, dass keiner der aus obiger Formel berechneten Ausdriicke 
(€a)» fiir p =p unendlich gross wird. 

Wenn die Gréssen (€,), in der angegebenen Weise gewiihlt sind, 
so sind die roch von p abhiingigen Potenzreihen 


te(z) = >) (Ge) a” 


v=0 
fiir hinreichend kleine Werthe von x convergent und zwar gleich- 
miissig fiir alle Werthe von p, welche einer hinreichend kleinen Um- 
gebung von p = p angehdren*). Die Formeln (5m) lassen sich 
unter Anwendung der Bezeichnung 


= UG) — DP wigs aaa tt SI me 
B 


schreiben : 


> (ves — (p+ ») Bap) (Ey)v 2” = LE). 


fl 


Bezeichnet man die Determinante |pag—(p+¥v)0as| mit P( p+) 
und die durch P(p-+ v) dividirte Adjuncte von pos — (p+ ¥v) da; 
mit Re3(p + v), so ergiebt sich: 


(ba) a = 2S) Ria (p + ») + LY(2’. 
a 


Wenn die Reihen > ply, a” fiir |z|—r convergiren, so giebt 


es eine Zahl o der Art, dass fir v—1,2... und fir |a| <r 
| po), 2” | <o ist. Denkt man sich fiir |z|<r und fiir diejenigen 
Werthe von p, welche einer gewissen Umgebung St von p“ angehdren, 


die Maxima der Gréssen |(&%)o|, . . -, |(&s)»-12”-"| bestimmt und be- 
zeichnet man das grésste dieser Maxima mit Z, so ist fiir den be- 
trachteten Bereich von p 


| LY’ (a)| << mvo Ze. 


Da lim qgRae(q) endlich ist, so kann man einen Werth n so be- 


stimmen, dass fiir » >m und fiir alle Werthe von p im Bereich 
|v Ria(p + v)| kleiner als eine angebbare Zahl & ist. Dann ist aber 


|(fa)y 2] << mko Z, 


*) Das Folgende ist nur eine Reproduction des von Herrn Sauvage (Ann. 
de l’Ec. norm, 1886, 8, 394-397) gegebenen Convergenzbeweises mit den durch 
die bei uns vorliegenden Verhiiltnisse bedingten Modificationen. 
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und wenn many so klein nimmt, dass 6 < on ; ist, so hat man fiir 
v>n, fiir |x| <r und fir das Gebiet 9 von :" 
I be)ve”| < ZO) — Ze 
Fiir |2| <r hat man also, wenn n’ > ist, 


[Seve < Zim (121)" et 


_ jal? 
= rT 
nimmt man »’ hinreichend gross, so wird die rechte Seite und folglich 
auch die linke fiir alle » des angenommenen Bereiches kleiner als 





eine beliebig kleine Zahl. Mithin ist die Reihe >” (2), a”, wenn 
v=0 
\7|< r ist, fiir alle Werthe von p in der Umgebung von p\ gleich- 
miissig convergent. 
Setzt man 


. dz, 
(6) Po(6,y-- 4m) = — GS + DD! Pepte (@—= 1, ++ Mm), 
B 


so wird, wenn man unter € die auf die angegebene Weise berechnete 
Potenzreihe mit den unbestimmten Gréssen p, (€,)y,---5 (&m)y versteht, 


(7) P, (x? o> tary wP Em) = xP. Zz (Pap — p9aa) (Es)o- 
8 


Wenn man die Gréssen (§),, -.-) (Em) so wihlen kann, dass 
keine der Gréssen (§,), fiir p =p unendlich gross wird und dass 


Pa(%?E;,.+ +, @? En) fiir p= p von der Ordnung h verschwindet, 
dass also 
dP, (a? t,.... 2" &,) 
( )yu 


fo ol at” Guhi4s=® 
dp* i 


ist, so sind wegen 


@ Pa (#1 «+41 Sy) Pp be 4 
bt 7. & fe er: 


dp “ 





7 — == 


die h Ausdriicke 


a {( 0+ G) (FG), 
} to (—S ating (=> “at @ 8 # 


A df, 
a ial (,% 1) (F*) (log v)** + (f4),<9 (log | 
(4a=0,1,...,h—1) 
Lésungen unseres Differentialgleichungensystems. Da die Potenzreihen 
f.(%) in der Umgebung von p = p“ gleichmiassig convergiren, so sind 
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ag, (2) a §4 (a) 

(Ee (2)) a» (SS) “os (“45 

simmtlich Potenzreihen von w, die durch gliedweise Differentiation 
von §(%) berechnet werden. 

Diejenigen der angeschriebenen Lisungen, welche nicht wirklich 
zum Exponenten p  gehéren, werden wir ausschliessen, und es wird 
sich im Folgenden zeigen, dass zu einer w-fachen Wurzel der charak- 
teristischen Gleichung stets « Lésungen des Differentialgleichungen- 
systems gehéren und dass man auf diesem Wege ein Fundamental- 
system von m Loésungen erhiilt. 


pli) 


§ 3. 
Form der Lésungen fiir einfache Elementartheiler der charakteristischen 
Determinante. 


I. Zuniichst sei pa =p” fiir 4=—4,,.... 4-3 p—p® modge r-mal 
als einfacher Elementartheiler der charakteristischen Determinante auf- 
treten und die Wurzel p® mit keiner anderen Wurzel der charakte- 
ristischen Gleichung eine ganzzahlige Differenz bilden. Um eine zum 
Exponenten p® gehérige Lésung zu erhalten, welche einem bestimmten 
der r Elementartheiler p — p, entspricht, setzen wir*) 


(9) (fo = a2, (bey =O fir «DA, 
wo € eine Constante, etwa 1, oder eine fiir p= p° nicht verschwin- 
dende ganze Function von p bedeutet. Versteht man unter €, die 
unter Zugrundlegung dieser Anfangswerthe berechnete Potenzreihe, 
die wir, wo es ndthig ist, mit £.(7), bezeichnen, so ist wach (7) 
Py(x? bh 5.» -y 2? Sm) = — &(p — p”) + 2”, 
Py (a? $,,- + %?m) = 0, (a 2A). 
Hiernach ist, wenn man den Werth der Potenzreihe €,(x), fiir 
p=p® mit €°(x), bezeichnet, 
(10) a) = oP So (xa 
eine Lésung uuseres Differentialgleichungensystems, welche thatsiichlich 


zum Exponenten p® gehért, da der Anfangswerth von €? (x), gleich «, 
von Null verschieden ist. 


Jedem einfachen Elementartheiler p — p® der charakteristischen 


Determinante entspricht eine Lisung des Differentialgleichungensystems 
von der Form (10,), vorausgesetet dass die Wurzel p® sich von keiner 


*) Unter 1 ist hier eine bestimmte der Zahlen 4,,..., 4, zu verstehen. 


r 
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anderen Wurzel der charakteristischen Gleichung um eine ganze Zahl 
unterscheidet. 


Die den r einfachen Elementartheilern entsprechenden Lésungen 
a %e) otha i —- : 
2’, ..., 2") sind linear unabhiingig, denn aus den Relationen 


D> Crs 0 (Amd, ..., dr) 
a 
wiirden die Gleichungen 


> (a), = 0 


a 
und, wenn man =O setzt, die Gleichungen 


Chaa=0 (Aamed,, ..., dr) 
hervorgehen. 

Il. Weiter sei po = p fiir A°=A,°,..., ap, pr =p’ fiir 
Misa’, 6. a 8.0, Dow = p fiir A =A”, ..,, am; die 
Differenzen p® — p’ = ad’, ..., p-) — pl = d™ seien ganze positive 
Zahlen, wihrend keine andere Wurzel der charakteristischen Gleichung 
mit den angegebenen ganzzahlige Differenzen bildet; die charakteristische 
Determinante besitse r° einfache Elementartheiler p — p°, r’ einfache 
Elementartheiler p — p' u. s. w., r) einfache Elementartheiler p — p™. 

Um die Lésung zu finden, welche einem bestimmten der Elementar- 
theiler p — px entspricht, setzen wir*) 


(1) Gio = Go(P —P%, Gey O fir a Dae, 


Das unter Zugrundlegung dieser Anfangswerthe bestimmte System 
von Potenzreihen £,(%),) erfiillt die Gleichungen 


Pi (xP, eee XL? En) — Ea (p — por ° Z?P, 
Py (a? &), . « -, 2PE™) = 0, (cc 2 A). 
Folglich geniigen die ¢ + 1 Ausdriicke 


hf .P 
(2,0) — & (#” Ea) 
: dp" 





he hen®, hy. so) 


unserem Differentialgleichungensystem. In unserem Falle liefern die 
Formeln (5b),...,(5),... fiir (G«), einen Ausdruck von der Gestalt 


ho (P) 


- Ce oe 
(ba) = Gp Fi)... Qty f0l(P — BMY, 


wo 


Q(p) = (p — vp) (p—- p).-- (p — p™) 


*) Unter 4 wird eine bestimmte der Zahlen 4), . . ., ality verstanden, 
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und ha eine rationale Function von p ist, welche fiir p = p’, 
p,-+-+ p™ nicht unendlich wird. Fir p =p verschwinden daher 


(falor «+ +» (Sa) ai. von der Ordnung i, 
(ba) Ai)» a | (Se) (04 gli—1)_ 1 ” ”? ” t—1 ? 
(be) iy par? eee (Se) gy .pa’ 1» ” ” 1; 


man kann also setzen: 
D4’ 50 
(Ea(2)ya) 9 = 2A F(a) 9, 
dé. (2) i) , > 
Mie ee Acted” a). .; 
=f ce (UV) (5 
( dp F $a ()ain9 
(12) 


___pdlé) pli—1) F 
fee) = Mey, 


( dE _ (2a) ) = (2), 
dp‘ p ea 


. ‘ 
wo £“(x),.) Potenzreihen von x darstellen. 
‘es ale) 


fA" §, (x) ) 
a 1] pi 


Da der Anfangswerth von Es (a) a0 ‘gleich 


( d' (ey (p . py) ) 
dp' pl) 
von Null verschieden ist, so kénunen nicht simmtliche Potenzreihen 


(i) , ; . . 

§.(%)y durch 2 theilbar sein. Daher gehért von den angeschrie- 
;, se ; — » (i) 

benen i+ 1 Lésungen die letzte, niimlich 2.‘ = 24) 


(13) 2) = aH G(x) + (J) 20 BE (egy log x 
eet (521) oP" f(y (logayt + 2¥° 62(e) yn (log) 


nothwendig zum Exponenten p; dagegen ergiebt sich fiir 


a2, 4) (k= 0, 1,..., i—1) 
der Ausdruck 


(14) 262.8) a 0 20 a) + (7) 20° £0-0 yo loge 


he vee G-. 1)’ £2 (a), (log a)! + x?” £° (a2) «a (log x)", 


den wir bei Bestimmung der zum Exponenten p“ gehdrigen Lésungen 
ausser Betracht lassen diirfen. 
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Einer Gruppe einfacher Elementartheiler der charakteristischen 
Determinante von der angegebenen Beschaffenheit entspricht eine Gruppe 
von Lisungen des Differentialgleichungensystems von der Form: 


ee) = 2PE2 (2)p, 

oe) = a? fe (x) + wP'E2 (w)y log x, 

ee) = a?" Ci (a) + et, (a) log « + x62 (x) (log «)?, 
20) ae 2 C29 (a) yy + PY BL (2) vy log at fe» 


n 


+ (1) 2” be (2) (log 2)! + 2¥°£2(2) (log a, 


(4° = ay, tery Ayo; rey a”) —_ ay”, cial an) : 


Die Potenzreihen £2(a),i, e(%)giyy +++ & Cx)yi) konnen miglicher- 
weise identisch verschwinden und daher aus den angeschriebenen 
Ausdriicken die logarithmischen Glieder simmtlich oder theilweise 
herausfallen. 

Die zu der betrachteten Gruppe von Elementartheilern gehdrigen 
Lésungen sind stets linear unabhiingig, denn die Relation 


i=n 
Zz Cx 2) == 0 
i=0 gli) 
wiirde die Relation 


> > Cio 20 2 (@yo = 0 


i=0 go 


zur Folge haben; hieraus ergiebt sich nach Division durch 2?) fiir 
== () 


(n) (n) (n) 
Cyn) &(n) = 0 (a = ay, .. + Aw), 
weiter durch Division mit 2?"~" und Nullsetzen von x 


(n—1) (n—1) (n—1) 
Cyn—1 €y(n—1) = 0 (a = a yee A ) 


7 (n—I1) 


u. s. w. Da zwischen den verschiedenen Gruppen von Wurzeln ent- 
sprechenden Lésungen eine lineare Abhingigkeit auch nicht bestehen 
kann*), so bildet die Gesammtheit der Gruppen von Liésungen von 


*) Beweis nach Thomé, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
(Journ. f. Math, Bd. 74, Seite 195), 











402 J. Horn. 


der Form (15) cin Fundamentalsystem unseres Systems von Differential- 
gleichungen. 


Die Lisung g(a, a) fir h <i, welche dem Fundamentalsystem 


nicht angehdrt, lisst sich durch die Lésungen des Fundamentalsystems 
ausdriicken und zwar in der Form 


(20,4) ST O20) 62) 4... 1(209, a) 2) 
a 7 Cae +} os”. 


ala) » 


Durch Vergleichung der von log freien Glieder ergiebt sich, dass 
e (x), eine lineare Verbindung von 


h) (2) ¢(h—1) A)4...ta’ 9/,, 
oon (2),«)> x ‘ e (2%), (1-1); ee 9 at a ie i c (x)q 


ist. Von der weiteren Untersuchung dieser Beziehungen wollen wir 
jedoch absehen. 


§ 4. 
Form der Lisungen fiir mehrfache Elementartheiler der 
charakteristischen Determinante. 

I. Die charakteristische Gleichung besitze die mehrfache Wurzel p°, 
welche mit keiner anderen Wurzel eine ganzzahlige Differenz bildet; 
die charakteristische Determinante habe die Elementartheiler (p—yp")** 
fiir A=4,,...,4,. Wir nehmen an, die Differentialgleichungen (2b) 
fiir e =e, seien die zu dem Elementartheiler (p—p")* gehérigen Glei- 
chungen der Normalform. Um die diesem Elementartheiler entsprechen- 


den Lésungen des Differentialgleichungensystems zu berechnen, setzen 
wir 


(Ea by = €,(p — p)a—' ; 
(fa )o = &(p — py . 
(16) - ? . ° ° 


(b(ea—)o= é,(p — p"), 

(bute Yo — Ths 

wo «, eine Constante oder eine fiir p = p® nicht verschwindende ganze 
Function von p ist; alle iibrigen (€), nehmen wir gleich Null an. 
Verstehen wir unter ¢, = €.(x), die unter Zugrundelegung dieser 
Anfangswerthe berechnete Potenzreihe, so ist nach (2b) und (7) 
Pax? §, 0+ +52? bm) = — &(p—p)™, 

Py(H? 50.40? &m) = 0 (a 2c’). 


Setzt man 
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(Ea (2)a)pe 7 é (x)a, 
dé (x 
(- “ty dy Gleb 
(17) wes xc) &” atom Ss 


[*~" ¢ (aw) itd 
(= d ea—t 4) i (aa, 
Pp 


so sind é hn & (Bay very gra ~) (a), Potenzreihen von 2, und 
ll a ? (<2) m, haben den von Null verschiedenen Anfangswerth «,. 


Das Differentialgleichungensystem besitzt die Lésungen 


ae eB (a)a, 
=* a” bx + £2 (x), log 2), 
= 2 = — (@)z+2 f(a), log x + £2 (x), + (log x) bia 


arma (1a (" on +( alga ») (a), log x 
e+ (B79) kela)a(logay** + £2 (aa (logay?*), 


welche siimmtlich zum Exponenten p® gehdren und aus welchen die 
Logarithmen nicht herausfallen kénnen. Da die simmtlichen zum 
Elementartheiler (p —p°)* gehérigen Lisungen aus der letzten folgen*), 


*) Ist 
ze ah (80+ (f) ae) loge + +(, £1) (@) (loge 
+ £2 (2) (og.') 


worin die e' Potenz von log « thatsiichlich vorkommt, eine Lisung unseres Dif- 
ferentialgleichungensystems, so geniigen oe ee ge) (a) gewissen Differential- 
gleichungen, welche man erhilt, indem man die obige Lisung in das System (1) 
oder (2) einsetzt und die Coefficienten entsprechender Potenzen von log x ver- 
gleicht. Diese Differentialgleichungen zwischen den € sagen aber aus, dass auch 


— at (0-1 (@) + (°7 “a x!¢-") (@) log ae +) (2) (log w)*—2 
+ £9 (a) (oga)*~) , 
2, = x?" (£% (w) + £2 (a) log x), 
2, =a" £9(e) 


Lésungen sind. Vgl. Jiirgens, die Form der Integrale der linearen Differential- 
gleichungen (Journ. fiir Math. Bd. 80). 
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so gentigt es, als zam Elementartheiler (p —p)* gehdrige Lisung nur 
die eine anzugeben: 


(19) 2 an” (2-9 ayn + (7!) eA (eys Nog a 
$+ (279) ele (log 2)? + 6 (aa log 2)**). 


Einem mehrfachen Elementartheiler (p—p°)* der charakteristischen 
Determinante entspricht, vorausgesetst dass keine Wurzel der charakte- 
ristischen Gleichung mit p eine ganzzahlige Differenz bildet, eine Lisung 
von der Form (19) bezw. die daraus abzuleitenden e, Lisungen (18). 

Die Unméglichkeit einer Relation 


(4,0) » (4,eg—1)\ ___ 
>) (Chose? + +++ + Cyq—iée*”) = 0 


a 


ergiebt sich, indem man unter Weglassung des Factors x? in den ver- 
schiedenen Gleichungen, welche durch Nullsetzen der Coefficienten 
der verschiedenen Potenzen von log x entstehen, x = () setzt. 


II. Wir gehen nun zum allgemeinsten Fall iiber, wo p®, p’, ..., p, 
zwischen welchen die positiven ganzzahligen Differenzen p® — p' =d',.. 
»., pe) — p™ = d™ auftreten, Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
von beliebiger Vielfachheit sind und wo die charakteristische Determinante 
die Elementartheiler (p—p°)’®’ (4° =4,°,..., A>), (p—p’)* (A’=Ay',..., AY), 
. 2s (p—pmy (am =A{",.. +d te) besitet; die grisste der Zahlen 
Cx, Cx’ y+ ++) x(n) Set bezw. e°, e,...,e. Um die zu einem Elementar- 
theiler (p — poy, welchem in der Normalform die Indices «,, «,, wo1y He 


entsprechen mégen, gehdrigen Liésungen zu berechnen, setzen wir 


(Se, )o = EH) (p ae poet +e D+ ei) 1 ’ 


(Sando = ty (p—poet tM tqa—2, 
(20) “a 


i) \P 4... ei—1) 
(be, 1), = Ei) (p — p)e+ +e) 41 : 


(5e.,10)9 = Ey) (p — pljO tebe) 


wo é,) eine Constante oder eine ganze Function von p ist, welche 
fiir p = p nicht verschwindet; alle iibrigen (€,), nehmen wir gleich 
Null an. Setzt man fiir € die unter Zugrundelegung der Anfangs- 
werthe (20) berechnete Potenzreihe {.(2x),, so wird 
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Pa, (4%? §, ,..-y 2? Em) = — 84) (p—pOet ++ qa 


Po (@? §), 24,2? ny) = 0 («@2«,) . 


Wenn man e° = 1°, e + ¢ =1',..., e% +--+ ef) = [li-0, 09 
»+ e&—) + eva = Ly setzt, so hat man die Lésungen 


U° (a? 
ta = (= é 4 (i) (u° =0,...,0° — 1), 
ap p 


7 at’ (x? ¢,) : 5 ‘ 
a= ( dp" eae, -. 9 8, 


| 
a= uli—1) 7 (pO) oe 4%, toy ue) + 1), 


dp i 


vf) 


d* («” &,) 
Ze = ~ - ee (ey = fe—1), , e rhe - 1). 
dp a) p 


Aus den Recursionsformeln (5b), ..., (5n),... ergiebt sich in unserem 
Falle 


h =¢9(i) a?) 


Of (yp). (p — p=? Mit) 
(belo —= >! Cnty Oipdey 20 (P—PO”, 
wobei 
Q(p) = (p—p")"(p—py ... (p— pm)” 
und On, (P) eine rationale Function von p ist, welche fiir pp, p’,.. 


..p™ nicht unendlich wird. Fir p = p) verschwinden hiernach 


(Se)o p> +09 be) xiy_y von der Ordnung I~), 
(ba) aa) yeeey (Ea) .Aa) ¢ali—_y 9») » 9 G8. 
(Saladp...garr baadg.ga 1» Ys U’, 
(ba) a) p..par? al (Sa) poeta » 9” ” D; 


man kann daher schreiben: 
a £ (a), 
a) (i) » ¢(0, 0°) 7 
( dp Ta iia i (%) qi)» 
(i) 
Pp 


a §,(@) a0) . | 
: — = gt) 4 seo” Oa) as 
dp pli) 


(21) 


Mathematische Annalen, XXXIX, 27 
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(é 
a" "/ (#) 4) ‘ , 
J) = at Enea) 0H, 
dp*"-» pl) * 


ag, (@) 4 (ex) 
- Hi) , — . (2), (i) ? 
Pp pi 


(21) 


hierbei ist 


! 


0° vw, o = w — 1, ..., ef) = pi) — Ji-2, 


Qj (i) = H4(3) — Ue “a 
folglich hat man 


Pan, .., fh ¢ wd... 6—1;...5 6-9 8... O-9 —1:; 
Q,(i) = 0, een En) — @ 


Es gehéren also nur die ey; Liésungen 


Mali) P 
a) .< (‘ (x =) 
= Mai) : 
dp pi) 
H(i) or en 
of ( arre Hn\ ( a g 
— gr ( =) + ( ’ ) - — log a+ --- 
# (i) i) dp at) pf 


dp 


yi) 
Hy 


(449 = —,-  hw — DY 


+( Y (be 0 (log 2 


wirklich zum Exponenten p. 
Die dem Werthe uw, = 1) — 1 entsprechende Lisung kann man 


auf die Form bringen: 


(23) 22) ge Z (%) i) 


a 
¢@—1) o4—1), bas 
+ a? =_ (2X), (log a) “al 


(é—9) ore oo 
+ ce. zi 2) (2), (log a) Hes) 


of. 
+ x? Zo (2),4i) (log x) - 


wenn man setzt: 
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()— ny —1\ (%,0-?2 
Ze (Z)yi) = ¢ ‘ @)ya + (' aff " ye _ log « 
aii) ‘ 
si +(2 i) =e (2) (log x) #~ 


- La—ly fea 
= "@yn = ( a ys . y (%),«) 


€,(i) 


Lip —ly (_, -0_, 
( 8 gi, -) (%),( log 


ey +1 
a—1 -1,¢ ~1) 
sda s (we a— je , (a) «i (loga)r" a 
ho an 0.6 
Fs (X),4) —_ ¥ +. + ) ag " (a) ai) 
bits se 


ho 


(24) 


; eit 

Da die Anfangswerthe ¢f a") (x) 
ed) 

sind, also die logarithmischen Glieder aus Z.(%),;) nicht herausfallen 

kénnen, so lassen sich siimmtliche zu p gehirigen Lésungen 


Aidy sey & (%)y Von Null verschieden 


2,0, 22 ey y 
a q 4 , 
die den Werthen wy = I@-, . . ., Ly) — 1 entsprechen, aus ¢f*) ab- 
Uy ) ? » “al I ’ @ 


leiten*), und man braucht daher nur die einzige zum Elementartheiler 


(p— poe gehérige Lésung ¢ gato) anzugeben. 

Einer Gruppe mehrfacher Elementartheiler der charakteristischen 
Determinante von der angegebenen Beschaffenheit entspricht eine Gruppe 
von Lisungen des Differentialgleichungensystems von der Form: 


a) = oY Z,(a)p, 


(25) 2) oP Zy (ay + 2” Z2(x)x (log x)", 
gt ) = ye” Ze()a” ae xP Zo (x), (log ue" 


+ 2 22 (@)x-(log 2)", 


*) Vgl. Anmerkung auf Seite 403. 
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(25) gia) = 7") Z, (x),(m) + allie ~ lia (a) yn) (loge ar)“a”) 
-b gv Ze-® (2), (n) (log a)" Y +e in) 
free ar Za (2) ny (log a) Fam 
(A° = Ai, op Amp AM — ay, a, 


1 “p(n 
i-1 . p ‘ — 
wo Za(x)xi, Z° (a). .++yZ)(%) ya die durch (24) definirten ganzen 
Functionen von log x von den Graden ex — 1, e—) —1,..., e® — 1 sind. 
Eine lineare Abhangigkeit kann weder zwischen den Lésungen 
5 Db 
einer Gruppe noch zwischen den Liésungen verschiedener Gruppen 
5 
stattfinden, so dass sich auf diesem Wege ein Fundamentalsystem des 
’ 5 
Differentialgleichungensystems ergiebt. 
Da zwischen einer Lésung ¢,,..., 2, des normalen Systems (2 
5 1? ? 
und der entsprechenden Liésung y,,..., y,, des Systems (1) die Be- 
5 1? ? 
ziehung 


Yu — D hap %p (a, p= edie . m) 
e 


stattfindet, so bleiben die fiir das System (2) abgeleiteten Siitze tiber 
die Form der Lésungen fiir das System (1) bestehen. 


Freiburg i. B., 29. Juni 1891. 

















Ueber continuirliche Transformationsgruppen. 
Von 


L. Maurer in Strassburg. 


Die bisher erschienenen Arbeiten itiber continuirliche 'Transforma- 
tionsgruppen beschiiftigen sich ausschliesslich mit den allgemeinen 
Kigeuschaften derartiger Gruppen: mit den Kigenschaften, welche 
sich aus dem Gruppenbegriff allein ergeben und welche demnach allen 
continuirlichen Gruppen zukommen, durch welche Functionen auch 
immer die Substitutionen der Gruppe analytisch dargestellt werden. 
Dagegen ist noch nicht untersucht worden, welche Nebenbedingungen 
zu den aus dem Gruppenbegriff fliessenden Bestimmungen hinzutreten, 
wenn die Substitutionen der Gruppe rational oder wenigstens alge- 
braisch sind. 

Im Folgenden soll nun ein Theil dieser Nebenbedingungen nach- 
gewiesen werden, niimlich die Nebenbedingungen, welche sich auf 
die Zusammensetzung der Gruppe beziehen. 


a. 


Ich stelle zuniichst diejenigen Definitionen und Siitze aus der 
Theorie der continuirlichen Transformationsgruppen zusammen, von 
welchen im Folgenden Gebrauch gemacht wird. Beziiglich der Beweise 
verweise ich auf das grundlegende Werk des Herrn Lie*) sowie auf 
die von Herrn Schur**) und mir***) gegebenen Darstellungen. 

Ich bezeichne mit f,(% | w) (A=1, 2,...,2) Functionen der Variabeln 
Xy@,...2_,, Welche ausserdem noch von m verfiigbaren Parametern 
Ul, Uy. ++ Um abhiingen und setze voraus, es sei unméglich die » Func- 
tionen /; durch eine geringere Anzahl verfiigbarer Parameter darzustellen. 
Jedem bestimmten Werthsystem der Parameter entspricht eine be- 
stimmte Substitution 


*) Theorie der Transformationsgruppen 1" Abschnitt. 
**) Annalen Bd. 38. 
***) Journal f. Math. Bd. 107. 
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(C) Ya = fal(z|u) (A—1, 2,..., 0). 


Bei unbeschriinkter Variabilitit der Parameter erhalten wir demnach 
ein m-fach unendliches Substitutionensystem. Wir bezeichnen dasselbe 
als m-gliedrige Transformationsgruppe, wenn es die identische Sub- 
stitution enthailt, und wenn ausserdem die Zusammensetzung zweier 
Substitutionen des Systems wieder eine Substitution des Systems ergiebt. 
Der ersten Bedingung zufolge entsprechen einem bestimmten Werth-, 
system der Parameter — etwa den Werthen u, =0, u,=0,...,¢,—0 — 
die Functionswerthe 4, = 2,. Der zweiten Bedingung zufolge ergiebt 
die Elimination der Gréssen y aus den Gleichungen 


a=fily|v), y=fri(«|u) (A==1,2,..., 2) 
ein Gleichungssystem 
aa = fi(x | w) 

und zwar sind die in den Schlussgleichungen auftretenden Gréssen w 
Functionen der Gréssen u und v aber unabhiingig von den Variabeln x. 

Wir bezeichnen diese Functionen mit 
(T) Wu = Pu (U |v) (w= 1,2,...,m). 
Betrachten wir die Gréssen v als zu transformirende, die Gréssen w 
als neu einzufiihrende Variable, die Gréssen u als Parameter, so stellen 
auch die Gleichungen (f) ein m-fach unendliches Substitutionensystem 


dar und es ist leicht zu zeigen, dass auch dieses System eine m-gliedrige 
Gruppe bildet. 


Zum Beweise bemerken wir zuniichst, dass den Parameterwerthen 
u, = 0, u, = 0, ..., Um = 0 die Functionswerthe , = v, entsprechen, 
dass also das Substitutionensystem ([) die identische Substitution 
enthialt. 


Bilden wir sodann die Substitutionen 
h=fle|r), a=fAty|r), yw=f(«|u) 
(A==1,2,...,%) 

und eliminiren das eine Mal zuerst die Gréssen z und dann die Gréssen 
y, dass andere Mal zuerst die Gréssen y und dann die Gréssen ¢, so 
erhalten wir das Gleichungssystem 

th = fa(y|’), ru = Qu(v|r), 

t=fi(x|r"), Tu = Pu(u|r’), 

aa=falx|w), Wy = Pyu(u| v), 

= fi(x|r’), Tu = Pu(w|r), 


(A= 1,2,....%; gw =o1,2,..., m). 
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Die Gleichungen 


Te = Pu(u| rr’), 
Te = Pulv |r), 
ru = Pu(w |r), Wu = Pu(u | v) 
zeigen, dass die Zusammensetzung zweier Substitutionen des Systems 
(F) wieder eine Substitution desselben Systems ergiebt, womit der 
Gruppencharakter des Systems erwiesen ist. 
Die Gruppe (Ff) bezeichnet Herr Lie als Parametergruppe. 


Die Functionen f; geniigen zwei verschiedenen Systemen partieller 
Differentialgleichungen, niimlich erstens den folgenden: 


(D) Saw 7 : iw a) = ch * = 0 


fe | vy=l 
nace. ia Siooki chiee 


welche sich auch in der Form 


a -> yr (w) X," (2) 2 a 


x=1 v=1 


schreiben lassen, und zweitens den Differentialgleichungen 


(D’) PH (w) “ — Xj(f)=0. 
Fn ean 1,2,...,m). 
Die Coefficienten dieser Differentialgleichungen unterliegen den folgen- 
den Bedingungen: 
1) Die Functionen Qi (u) — und ebenso die Functionen 77 (uw) — 
haingen nur von den Parametern w, aber nicht von den Variabeln x 
ab, wie dies schon durch die Bezeichnung angedeutet ist. 


Die Determinante der Functionen Qi (u) verschwindet nicht iden- 
tisch und dasselbe gilt fiir die Determinante der Functionen 7'7i(w). 


2) Die Functionen X;¥(z) hiingen nur von den Variabeln x aber 
nicht von den Parametern u ab. Dementsprechend kommen in den 


Ausdriicken X¥(f) die Parameter nicht explicite vor. 
Die Functionen X,° geniigen keiner Relation der Form 
ce, Xi + eX + +++ + en Xi" = 0 fir 4=—1,2,...,0 
mit constanten Coefficienten c. 


Wegen 1) sind die Differentialgleichungen (D) von einander unab- 
hingig, und da denselben » von einander unabhingige Functionen 
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geniigen, so bilden sie ein vollstiindiges System. Dasselbe gilt fiir 
die Differentialgleichungen (D’). 

Durch die Differentialgleichungen (D) oder (D’) und die Anfangs- 
bedingungen f/f, = 2 fiir wu, = 0, u, = 0,..., Um, =O sind die Func- 
tionen f,; volikommen bestimmt. Diese Differentialgleichungen sind 
fir die Transformationsgruppe charakteristisch: jedes vollstindige System 
von Differentialgleichungen der Form (D) oder (D’), deren Coefficienten 
den Bedingungen 1) und 2) geniigen, definirt eine m-gliedrige Trans- 
formationsgruppe, soferne die Anfangsbedingungen so gewihlt werden, 
dass einem Werthsystem der Parameter die Functionswerthe /; = 2, 
entsprechen. 

Ebenso wie die Functionen f; kann man auch die Functionen », 
in doppelter Weise durch ein System von Differentialgleichungen be- 
stimmen. Ich fiihre von diesen beiden Systemen nur das eine an, 
welches den Differentialgleichungen (D’) entspricht. 

Dasselbe lautet: 


m eo : 
QO) Sew ZA- GE) =O &%w=1,2..,m). 

v=1 
Durch diese Differentialgleichungen und die Anfangsbedingungen 
Pu = vp fiir wu, = 0, wu, = 0,..., Um = 0 sind die Functionen g, voll- 
kommen bestimmt. 


Zu einer bemerkenswerthen Umformung der Differentialgleichungen 
gelangt man, wenn man an Stelle der Functionen Qi die Functionen 
P%. einfiihrt, welche durch die Gleichungen 


> PG = (4) (v, p= 1,2,...,m)*) 

bestimmt sind. Dann treten an Stelle der Differentialgleichungen (A) 
die folgenden: 

> PP) = Pw) 

x=1 , 

und diese lassen sich ersetzen durch die m Differentialgleichungen 


(4) es (p) dpx -»> Pi (udu, (w=1,2,...,m). 


R= x=) 


*) Das Symbol (®) bedeutet 1 oder 0, je nachdem yu und » gleich oder un- 
gleich sind. 
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II. 


Aus den Differentialgleichungen (D) lassen sich in bekannter Weise 
durch Differentiation und Elimination der héheren Derivirten neue 
Differentialgleichungen ableiten. Aber weil die Differentialgleichungen 
(D) ein vollstiindiges System bilden, darf keine der Art abgeleitete 
Gleichung von den Gleichungen (D) unabhiingig sein. Daraus folgt, 
dass die Coefficienten der Differentialgleichungen (D) Gleichungen der 
folgenden-Form geniigen*: 


n ave yayvr% 
(J) >( -x OX} __ ye 0X; 
* Ox ~~ oa 


m 


> e"Xi, A=1,2,...,” 


v=1 v=1 
(J’) s(« a Qi i) oe Or 0 A= 1,2... 
” y=1 


(x,@—=i1,...,m). 


Die auf den rechten Seiten dieser Differentialgleichungen auftretenden 


Multiplicatoren «“ sind wegen der Bedingungen, welchen die Func- 


tionen Q und X; unterliegen, sowohl von den Variabeln a als aucli 
von den Parametern w unabhiingig, demnach constant. Dieselben ge- 
niigen den Gleichungen 

a oe — of, 
™m 


(B) eer eat + dt es” + eG!) — 0 
v=1 


(x, A, po, 6 == 1,2, ..., m). 


Das erste dieser Gleichungssysteme ist ohne weiteres evident. Das 
zweite beweist man, indem man die Gleichungen (J’) differenzirt und 
sodann die Differentialquotienten der Functionen Q} eliminirt. Wegen 
der hervorragenden Rolle, welche die Constanten «*" in der Theorie 
der continuirlichen Gruppen spielen, sollen dieselben im Folgenden 
als charakteristische Constante der Gruppe bezeichnet werden. 

Gruppen, welchen dieselben charakteristischen Constanten ent- 
sprechen, bezeichnet Herr Lie als gleichzusammengesetzt. Demnach 
sind die Gruppe (C) und die Parametergruppe ([) als gleichzusammen- 
gesetzte Gruppen zu bezeichnen. 

Wenn eine Transformationsgruppe vorgelegt ist, so sind die zu- 
gehorigen charakteristischen Constanten nicht vollkommen bestimmt. 
Ersetzen wir uimlich die m Differentialgleichungen (D), welche die~ 


*) Lie a. a. O, Kap, 9. 
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Gruppe definiren, durch m lineare Combinationen derselben, so treten 
an Stelle der Constanten <>“ andere Constante 8>"“, welche im All- 
gemeinen von den ersteren verschieden sind. Bezeichnen wir, um dies 
niher auszufiihren, mit ¢,,(u,v—=1,2,...,m) beliebige Constante, 
welche nur an die eine Bedingung gebunden sind, dass ihre Deter- 
minante C nicht verschwinde. Setzen wir dann 

m 


Xf = Y cue XE A=1,2 n 


9 Sy & + 09 B; 
v=1 
m 
“& ¥ € 
Vr = > CurvQe fb, *% = 1,2,..., m 
v=1 


so lassen sich die Differentialgleichungen (D) ersetzen durch die folgenden 


m — n 
o- eh, vu Of; 
Qe — << —_ = (). 
a ‘- (u) Ou, a da, 
r=1 r=1 
Die Coefficienten dieser Differentialgleichungen geniigen einem Clei- 
chungssystem der Form: 


n 


axe ax* Ss 
x a , J 2 Pa rv 
X, Ox, mats x; Ca, ) ax J 0, y a> 


y= / v=1 
m . m 

er 60; ; 

ee ee = -> "Os. 

b Va Cu, vi? eu, 0; Ui 
vy=1 r=1 


Kine einfache Rechnung ergiebt fiir die Constante 67“ die Werthe 


m m m 
x ot ‘: ge ¢ 
dy -> P > fo xo Cur OG Olye (%, Uv, +++ == 1, 2,-+-,m). 
abi Gant Gon is 
e=1 o=1 t= 
Die beiden Constantensysteme 0“ und ¢;" bezeichne ich als iiquivalent. 
An die letzten Gleichungen kniipft sich eine Bemerkung, von 
welcher im Folgenden Gebrauch gemacht wird. Nehmen wir an, die 
Gréssen &“ geniigen den Gleichungen 
m 
Wenge? =0 (t, go =1,2,...,m; x= 1,2,...,m— m,) 
ol ¢ 
o=1 
aber keiner weiteren von dieser unabhingigen Gleichung derselben 
Form. Dann wird 67“ = 0 fiir w,y—1, 2,...,.m, undx—1,2,...,m—m,. 
Dagegen besteht zwischen den tibrigen Constanten 6)“ keine Relation 
der Form 
. 


m 


, gee ee ¢ 
k, 6," =0 fir gp,» =—1,2,..., m. 


xm — m,-+1 
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Il. 


Um eine bestimmte Substitution S der Transformationsgruppe (C) 
. zu erhalten, miissen wir in den Formeln 


Ya = fala | u) 
den Parametern w ein bestimmtes Werthsystem beilegen. Bezeichnen 
wir nun mit @, %,...%» m beliebige von einander unabhiingige Func- 


tionen von % U,...%m und setzen f)(”|u) = f2(x| uv), dann werden 
wir offenbar die Substitution S auch erhalten, wenn wir in den Formeln 


92 =fr (x |X) 
die Gréssen % in geeigneter Weise specialisiren. 

Die letzteren Formeln geben daher nur eine andere Darstellungs- 
form der Gruppe (C), 

Die Ausdriicke f,(z|w) und f,(@| %) sind als Functionen von 
%,%_,... 2, betrachtet offenbar Functionen derselben Art, dagegen 
kénnen die Ausdriicke /; von den neuen Parametern % in wesentlich 
anderer Weise abhiingen, wie die Ausdriicke f; von den urspriinglichen 
Parametern wu. Nehmen wir an, die Ausdriicke f; und fy seien alge- 
braische Functionen der Variabeln wz, und die letzteren Ausdriicke 
seien tiberdies algebraische Functionen der neuen Parameter @, dann 
bezeichne ich die Gruppe (C) als algebraische Gruppe, ohne Riicksicht 
darauf, ob die Ausdriicke fj, welche urspriinglich zur Darstellung der 
Gruppe dienten, von den Parametern w algebraisch abhingen oder 
nicht. 

Die Differentialgleichungen (D) des ersten Artikels gehen bei Ein- 
fiihrung des neuen Parametersystems tiber in 


m —— oh, n ; ch, 
(D,) > vi (tw) au, -2% (x) % 


und hier ist 


m — 
) 5 % Own » 
(P) Vu(u) = (> (u) ou, (4#,uW=1,2,..., m). 
asi . 
Die aus den m? Functionen Qj gebildete Determinante ist das Product 
aus der Determinante der Functionen Qj und der Functionaldeter- 
minante a Fi 
2 (tr Me «+. My) 
C(t; My se. Mp) ? 
sie verschwindet demnach nicht identisch. Die Functionen @; ge- 
niigen, wie man sich leicht tiberzeugt, den partiellen Differentialglei- 
chungen 








3 = 
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, . Wat \ 6Q% (w) Tw oe OQ (tt) : xu’ :- 
Oi) D(ew@ “fo - e@ Ge =D" Sw 
= v= 1 


(4, x, ge == 1,2,..., m). 
Das sind dieselben Differentialgleichungen, welche auch fiir die Func- 
tionen Qi (w) gelten (Art. II). 

Nehmen wir nun umgekehrt an, von den Functionen Q% sei nur 
bekannt, dass dieselben den Differentialgleichungen (J,’) geniigen, und 
dass ihre Determinante nicht verschwindet. Dann kann man die 
Gréssen Ui, H,...%, der Art als Functionen von a, u,...%, bestimmen, 
dass die Gleichungen (P) erfiillt sind*), und diese m Functionen sind 
nothwendig von einander unabhiingig. Daraus folgt: unter den an- 
gegebenen Voraussetzungen bestinmen die Differentialgleichungen (D,) 
eine Darstellungsform der Gruppe (C). 

Die Bedingung, dass die Functionen Qi den Differentialgleichungen 
(J,’) gentigen sollen, wird vollstiindig vertreten durch die Bedingung, 
dass die m Differentialgleichungen (D,) ein vollstiindiges System bilden. 
Ist dies niimlich der Fall, so gelten fiir die Coefficienten derselben 
Differentialgleichungen der Form: 


m_ / a 1 7)*% me 
>’ O* 6) ee. ¢ V2 ~~ ee ay 
’ ur Ou, cr ou, a a4) 
v=1 v=1 
n m 
avu awe 
.) rx OX) x" 6X; xuow 
bf A “—_ ie —_ Vy <a; 
Ox, € wy, 
y=} g=l 


woraus nach Art. II (J) folgt: 


> (ye — a") XJ = 0. 


v¥=1 
Weil die Determinante der Functionen Q% nicht verschwindet, miissen 
die Multiplicatoren y*%" jedenfalls von den Variabeln 2 unabhiingig 


sein, und weil zwischen den Functionen Xj keine lineare Relation 


der Form 
hk, Xi =O (i=1,%...8) 


vy=l1 


mit von den Variabeln x unabhiingigen Coefficienten besteht (Art. I), 


so folgt hieraus weiter py*" = ¢*«. 


*) Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Kap. 19. 
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IV. 


In Art. I wurde bemerkt, dass jeder m-gliedrigen Gruppe (C) 
Ya = f2(a|u) eine m-gliedrige Parametergruppe (T) wy, = gp, (uv) zu- 
geordnet ist. 

Fiihren wir an Stelle des Parametersystems wu ein neues Parameter- 
system ein, so wird auch an Stelle der Parametergruppe ([) eine neue 
Parametergruppe treten. Jeder Gruppe (C) sind demnach unendlich 
viele Parametergruppen zugeordnet, in der Weise, dass jeder bestimmten 
Darstellungsform der Gruppe (C) eine bestimmte Parametergruppe 
entspricht. Ist die Gruppe (C) algebraisch, so muss es auch unter 
den zugeordneten Parametergruppen algebraische Gruppen geben, und 
die Bedingungen dafiir, dass dies der Fall ist, miissen ihren Ausdruck 
in gewissen fiir die charakteristischen Constanten geltenden Bedingungen 
finden, Ks treten also, wenn die Gruppe (C) algebraisch ist, zu den 
Gleichungen (E) des Art. Il, welchen die charakteristischen Constanten 
auf jeden Fall geniigen miissen, noch gewisse Nebenbedingungen 
hinzu. 

Um die in Betracht kommenden Verhiiltnisse genauer auseinander 
zu setzen, gehen wir von der Definition der Gruppe (C) durch die 
Differentialgleichungen (D) des Art.1 aus, und legen uns die Frage 
vor: welchen Bedingungen miissen die Coefficienten X{ dieser Differen- 
tialgleichungen geniigen, damit die Gruppe (C) algebraisch ist? 

Diese Bedingungen nun zerfallen in zwei vollstiindig getrennte 
Kategorien. Die Bedingungen der ersten Kategorie betreffen aus- 
schliesslich die charakteristischen Constanten «“, 


Nehmen wir an, es sei ein System von charakteristischen Con-- 
stanten gegeben, welches diesen Bedingungen geniigt. Dann miissen 
die Functionen Xf zuniichst den partiellen Differentialgleichungen (J) 
des Art. If geniigen; sie miissen aber ausserdem noch gewisse Neben- 
bedingungen erfiillen, welche sich aus der Forderung ergeben, dass 
die Gruppe (C) algebraisch sein soll. Um diese zweite Kategorie von 
Bedingungen allgemein anzugeben, reichen die zu Gebote stehenden 
analytischen Hiilfsmittel bei weitem nicht aus. Dagegen lassen sich 
die Bedingungen der ersten Kategorie vollstindig nachweisen. Um 
diesen Nachweis zu fiihren, beweisen wir zuniichst einen Satz, der 
fiir zahlreiche Untersuchungen iiber Transformationsgruppen den ge- 
eignetsten Ausgangspunkt bildet, niimlich den Satz, dass jede m-gliedrige 
Transformationsgruppe durch die Aufeinanderfolge von m eingliedrigen 
Gruppen ersetzt werden kann. 








i 


= 
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We 
Wir beginnen mit der Untersuchung einer eingliedrigen Gruppe 
Ya = fala, Ly... Xn| et) (4 =m 1,2, ...,%). 


Eine derartige Gruppe ist definirt durch » Differentialgleichungen der 
Form 


0h as oh ¢ 
(D) Q(u) = — >’ X,(2) je =O (A=1,2-- ym) 
v=1 
und die Anfangsbedingungen /; = 2, fiir u = 0. 
Q(u) kann als constant und = 1 betrachtet werden. Um dies zu 
erzwingen, hat man nur an Stelle des Parameters « den Parameter 


Ly 


“ad u 


einzufiihren. 


Die » Functionen f, geniigen noch einem zweiten System von 
Differentialgleichungen , niimlich den folgenden: 


(D) oh W.. X,(f). 


Zum Beweise werden wir zeigen, dass die » Ausdriicke 


; n : Oh; 
Si =D Xa) de, 
r=1 
den Differentialgleichungen (D) geniigen. Daraus folgt dann, dass 


sich S, als Function von /,/,...f, darstellen liisst, und weil fiir 
u=0 fa = 2 wird, so ist 8,(f) = Xi(/). 





Nun ist 
os, ox 4 (a °) eh - er, 
CL, “3%: + a =z) 
und 
a Sy. th a a 
ou =D)%(2) sepa ->'>*. (a “) (“5 + Xe 6a, ox ) : 
v=1 v=1ae=1 
Folglich 
os, . - es, 
—_e = >) X,(2) ia,  ® b. w. 
v7=1 


Um die Parametergruppe der eingliedrigen Gruppe zu bestimmen, fiihren 
wit zwei Substitutionen der Gruppe nach einander aus. 
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Sei 


“2=hy|), w=f(e|). 
Daun ergiebt sich aus (D) 


nn 
08, Oz, 
av =>) X,(y) Ou, 


v=1 





Andererseits ergiebt sich aus (D’) 


\» n a e n a 

oe fe tiny 

ou Cy, ow 9) Oy, 
v=1 


. 


: v=1 
a 
Folglich P 
0%, 02, 
Ou ia ev : 
Diese Differentialgleichung zeigt, dass 2, — bei gegebenen Werthen 
der « — nur von der Summe w = u + v abhingt. Als Function von 


HX... %, und w betrachtet geniigt 2, den Differentialgleichungen 


02) 02) —e 

ow 20” Xi (¢). 
Fir w=0, v =0 sind 2—y =a, also gelten die Anfangsbe- 
dingungen 2, = a, fiir w=0. Demnach ist 2 = /,(x|w) und die 
Parametergruppe wird dargestellt durch die Gleichung 


w=-u+ev. 
Setzt man v = — uw, so sind w= und z= a,. Demnach ist 
a = fi(y| —u) 


die zur Substitution 


ya = [a(x wu) 
inverse Substitution. 


Vi. 


Der Nachweis, dass jede m-gliedrige Gruppe aus m eingliedrigen 
Gruppen zusammengesetzt werden kann, beruht auf einem Hiilfssatze 
der zuniichst abgeleitet werden soll. 

Es seien mn Functionen X/(x = 1, 2,...,m; v=1,2,..., n) 
von #, #...2, gegeben, welche den partiellen Differentialgleichungen 


™m 


n 
ox! © ox* i” 
x; - a x" : a aaa Pi x; 
> ou, ex, - 
v=1 v=1 


(Am 1,2,..., 3 2, ow 1, 2,..., m) 


gentigen. Wir bestimmen nun eine eingliedrige Gruppe durch die 
Differentialgleichungen 








SF Bae 
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oy. = oy 
ee = >) X (2) ny (A == 1,2,...,%) 


r=1 
und die Anfangsbedingungen y, = 2, fiir « = 0. 
Im vorhergehenden Artikel wurde bewiesen, dass sich die rechten 


Seiten dieser Differentialgleichungen auch in der Form X?(y) darstellen 
lassen. Wir stellen uns nun die Aufgabe die allgemeinen Ausdriicke 


7 
Si => xi (2) 
& 
als Functionen von y, y,...Y, und w darzustellen. Zu diesem Zwecke 


bestimmen wir Sj durch ein System von partiellen Differentialglei- 
chungen. Es ist 


P . n P = a a 
ost OXF (x) dy 4X5 (a) Oy, 
= = , a x 7 . 
Cy, _ Ox, Cx, v ( OX, Ox, 
und 
n 
es? ey 
a re 0) ¢ 
—— = > X3) => 
Cou Cx, OU 
v=1 
n n awe os ~ 
Ey “ 0X, (x) OY, 70 ) OY" 
== . (a) = 7 + 2 a (X) => 
c vy, 0x, OY, Cx, 
vr=1 w= f 
Folglich 
n om init n n “ . aw a 
a) vo ast est ra Oxy (x) rt; \€ xX? (#) OY, 
X, (x)= ————- X; (x) —4- — X,(x)—; 
ox, Ou Ox, 02, Ox, 
v=1 v=1u=1 ' 
m n y 
Ova ot av 
<> Se xi@ = des 
v1 u=1 v=1 
(A == 1,2,..., 93 SOA 
Diese Differentialgleichungen formen wir in der Weise um, dass in 


denselben nur noch die Differentialquotienten der zu bestimmenden 
Functionen aber nicht diese selbst vorkommen. 


Unter b2,(t,@ = 1,2,...,m) Functionen von w verstehend er- 
halten wir 


n m 


ro 4 O_ 


ve ” e=1 e=1 


m 


m ave 
> >) ot1,¢ ve v 
= Eo ce ou Si. 


v¥=1 t™=l1 
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Die zur Verfiigung stehenden Multiplicatoren U7, bestimmen wir 
nun durch die Differentialgleichungen 


av? m 
t ov,0 
ae =>) bp (t,@9 = 1, 2,.-., m) 


v—1 
° ° T 
und die Anfangsbedingungen 07, = (U) ¢ tir u=0. 
Jeder der Ausdriicke 


>) Sib% (A=1,2,...."; @=1,2,...,m) 


t=1 


gentigt nun mehr der partiellen Differentialgleichung 


i FS xs (2 (or ) an 


v=1 


und lisst sich demnach als Function von y, y,... Yn darstellen. Fiir 
«wu = hat der vorstehende Ausdruck (wegen Ya== 23 bee =(5)) den 
Werth X?(z). 


Folglich ist fiir beliebige Werthe der Variabeln x und u 


m 


D!si ve") =D DIX) FB Vee w) = AF). 
enat tT=1 v=1 
Vil. 


Die Bestimmung der oben eingefiihrten Multiplicatoren 07, erfordert 
die Integration eines Systems von Differentialgleichungen der Form 


(C) “at = Ya. by, (A, w=], 2,..., m) 


v=1 


: : " A , . 
mit den Anfangsbedingungen 0,,, () fiir «=O. Wir fassen die 


m* Functionen bg, als Coefficienten einer linearen Substitution auf 


Na = >buy Ey 
al 


und betrachten die Gréssen > +++%m als Functionen der unab- 
1% 
hiingigen Variabeln §, &...§&, und w. 


Die m? Differentialgleichungen (C) werden dann vollstiindig ver- 
treten durch die m Differentialgleichungen 


(C’) =. =e »4s (A=ml, 2,...,m), 


v=1 
fiir welche die Anfangsbedingungen », = &, fiir « = 0 gelten. 


Mathematische Aimalen, XXXIX. . 28 





a 


— 


— 


a 


———= 
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Die Natur der Functionen, auf welche die Integration der Differen- 
tialgleichungen (C’) fiihrt, hiingt wesentlich ab von den Eigenschaften 
der ,,charakteristischen“ Determinante 


ey, -7 Ch» C1 . Crm 
Cy, Cy am § Cys eee Com 
» (or) = a a . 
vir) C31 Cx9 Cy3— TP oes Com 
| ; : 
| Cm1 Cm2 Cm3 +++ Cum —? 


Die von einander verschiedenen Wurzeln der Gleichung y(r) = 0 
5 
bezeichne ich mit 7, 7, ... 1%» (m’ <m) und die Exponenten der zur 
Wurzel r, gehérigen Elementartheiler mit ¢ ef . . . ¢,. 
Wie ich in meiner Inauguraldissertation bewiesen habe, lassen 


sich m? Groéssen [gh], mit nicht verschwindender Determinante der 
Art bestimmen, dass 


m™m 


walghwel, = re[ghalx ( lhal, A=1,2 — 
walsh es L g » &) ? 


| 
m 
w7 . , - 
> Cua hol, = rei lhaly g= 2,3, 1.46, 
al 
— 9 
howl, 1,2,...,l; 
— » on’ 
sen i,2, ... %. 


Die Gleichungen (C’) lassen sich nun durch die folgenden ersetzen: 
2 ; 
a [ly], = re[lLhy)y, 


&- (ghije = relghyle + (9 —hals 


wo zur Abkiirzung [gh], fir > [yi tt], ue geschrieben ist. 
fol 
Die Integration dieser Differentialyleichungen ergiebt bei Beriick- 
sichtigung der Anfangsbedingungen 
[lh mle = c*"(LhE),, 
Poot > mo) 2 : . 
[ghahe =e" SghE]e + ul(g—l) hele + 7g [Y —2)hE le 
ee eT ust . 
+ tea LY ~B)AEle Fs + 1.2.3...(g—1) [Lh Eley . 


Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Werthe der Grissen bj,, 


wenn man in denselben 4, durch > biaué« ersetzt, und beachtet, dass 


, - —" ‘ ae 
die Gréssen § unabhiingig variabel sind. 




















~ 
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Die Gréssen b,, lassen sich in zwei Fallen als rationale Functionen 
eines variabeln Parameters darstellen, nimlich erstens dann, wenn die 
Gleichung (r) =O keine von Null verschiedene Wurzel hat, und 
zweitens dann, wenn alle Elementartheiler der Determinante ~(r) von 
der ersten Ordnung und ausserdem die Verhiiltnisse der Wurzeln 
1 7)++-%, Yationale Zahlen sind. Im ersten Fall sind die Gréssen 
ba, ganze Functionen von wu, im zweiten Fall rationale Functionen 
einer Exponentialgrésse e*“, Tritt einer dieser beiden Fille ein, so 
bezeichne ich das System der Constanten ¢, als regulir. 


Die Substitutionen a) Van (u) & bilden eine eingliedrige 


Gruppe und es gelten fiir dicks Gruppe*) die in Artikel V entwickelten 
Siitze: 


1) Die zur Substitution ~- bay (u)& inverse Substitution ist 


b, -»> bau (—) Que 


: , 
2) Die Functionen », welche den Differentialgleichungen (C’) ge- 
niigen, geniigen auch dem zweiten System von Differentialgleichungen 


On, 7 - On 
ou = Cy ru Su Og, : 


“eal v=! 


Daraus folgt: die Gréssen ba, geniigen den Differentialgleichungen 


m 
im Sy e 
— av Crus 


v=1 
Lassen wir an Stelle der Gréssen c, die Gréssen ere und dement- 


sprechend an Stelle der Functionen bg, die Functionen 03, treten, so 
gehen die vorstehenden Differentialgleichungen itiber in 


aah ™ 
Ob, ae bie xu 
Ou Ayety + 


v=1 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, da e** =O ist (Art. II, E) 
oui, ‘ rg 
— Y also bj, = (*) . 
Vill. 
Auf Grund des Hiilfssatzes des Art. VI lisst sich nun beweisen, 


dass sich jede m-gliedrige Gruppe aus m eingliedrigen Gruppen zusam- 
mensetzen liisst, 


*) Dies ergiebt sich aus der Definition der Functionen durch die Differential- 
gleichungen (C’) vergl. Art. I, 


‘ 


2s° 
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Die urspriinglich vorgelegte m-gliedrige Gruppe (C) 
= fi (x\u) 
war definirt durch die Differentialgleichungen 
éy <i ’ - ey eel, 2,...m 
0) FD Pe) Xr) Fe, aaiee ) 
, x=1 r==1 ? mes 
und die Anfangsbedingungen f7— 2, fiir u,=—0, u—0...Un,=—0. 


Fir die Coefficienten X* dieser Differentialgleichungen gelten die 
Bedingungen (Art. I u. II) 


1) > (x von mee ig OX) Sl eex: (° re ge 
¥ Cx, ¥ da, , 


ar jf = A=1,2,...” 





2) Die Functionen X* geniigen keiner Relation 


m 


> kX] =0 (Am 1,2,...0) 


v==1 
mit constanten Coefficienten k. 
Wir bestimmen nun m Functionensysteme 
Wh (2, L_%y -.- elt) = he (alu) (Am—1,2,...0) 


durch die Differentialgleichungen 


(H) OES xtc) Mt xray 


v1 
(Aa 1,2,...0; poml,2,...m) 
und die Anfangsbedingungen hh) =a, fir u=0, 


Sodann bilden wir die m eingliedrigen Gruppen: 


Y, = At (y" | un), 
Ras 1 
yee = hr (y"— 2) Um—1)s 
m—2 m—2 " 
yy, =hy *(y- 3 | an_2) 
MJ Ji i J m ? f “Se ) 
(S) ; (A=1,2,...p) 
yi = Ti ly'|w), 
1 ome ie 
yy =Ni(a|u,). 


Eliminiren wir aus diesen Gleichungen die Gréssen y'"~', y"-*. 


1 
is 
so ergiebt sich ein Gleichungssystem der Form 


y= fila, Bq. ++ Kq| Hy My... Mm) (Aa l, 2,... 8) 


*) ,) Vergl. Art, V. 
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Aus der Definition der Functionen h* ergiebt sich sofort, dass den 
Parameterwerthen u,=0, u,=0...%m= 0 die Functionswerthe 
f/f: = a eutsprechen. Wir werden nun weiter beweisen, dass die Func- 
tiouen /, Differentialgleichungen der Form 


Cu, . te ie 0”, poml,2,...m 
) in. » X* (x 
. (D,) ou, > : PE \u) XF (a) da, ¥ ; ) 


pens fom m1,2,...% 


geniigen, und dass die aus den Functionen PY gebildete Determinante 
nicht verschwindet. Ist dies bewiesen, so ergiebt sich aus Art. III, 
dass die Formeln 

y= fi(x\u) und y= fi(a|u) 
verschiedene Darstellungsformen einer und derselben m-gliedrigen Gruppe 
(C) geben. Daraus folgt dann, dass die Gruppe (C) aus den m ein- 


gliedrigen Gruppen (S) zusammengesetzt werden kann, was zu be- 
weisen ist. 


Um nun die Differentialgleichungen (D) zu beweisen, setzen wir 
in der Schlussgleichung des Art. VI fiir 6 der Reihe nach die Zahlen 
1,2,...m und ersetzen gleichzeitig der Reihe nach 
# durch w, t, ... ty 
gz durch 2 ya’... ya™— = 1,2,... 
y2 durch yz’ y,? ... yp 

Dann folgt: , 


m n ey, _ 
SERA na 


t=1 v=1 

N t teen. B pas C (4,2 

yy x (Y) 2 Bi (M2) = Xi(y )» 

<— v= l Yy 

m n | 

‘a 9, 292 3 ia — 2 a 

= Do XF(y*) oy By (tts) ns Xi (y"), A I, ce BB, 
t=1 v=1 la @=1,2,...,m. 


—1 
> y xi( (y™- 2 & ; 7 3 % (tm —1) _— XP (y"—1), 


t¢=1 v=1 
bs > XS (yt) Sper Ug Hn) = XE(y), 
¢=1 v=1 


Eliminiren wir aus den w ersten Gleichungssystemen die Functionen 
Xf(y'), X(y?)... Xf(y“-'), so ergiebt sich 
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™m n , ey - 
>’ > X* (x) ia at ol Wy eee Un) = XZ (y"); u=1,2,. 


.. m—1, 


=i ani 
(T) ‘ Me 3 a @= 1/2, ... m, 
042 am / A=z1,2,..% 
P D3 X* (x) % g(t Ue 12+ Um) = X$(y), 24) 
t=1 v=1 


Die hier auftretenden Functionen at oe sind durch die Recursionsformeln 
bestimmt: 


1 1 
a =b , 
t t 
’ . ¢,@e@=1,2,... m, 
(R) at, Ue we=2,3 m—1 
a= > i . 
v=1 


Nun ergiebt sich aus den Gleichungen (S) und (H) 


n 


im Nem ev ->* 0% yu, 
0 Wy ae iE ays Cu, ics e XY") 


vos! 


und hieraus wegen (T) 


Oe” ‘Oy 
ou, Ly tu, yo. s Uy) X, (A t) ~% a 


*e=1 v=1 





Diese Gleichungen werden mit den zu beweisenden Gleichungen (D,) 
identisch, wenn man 


DE (Uy Uy «+. Um) = A, (My My». + Uy) 
setzt. 
- sie ee Tt _ 
Fir u,=0, u,=0...%u,=9 wird vee =a (F , folglich auch 


aie = (5); fiir die angegebenen. Werthe der Parameter wird dem- 
nach die Determinante der Functionen P" gleich 1, diese Determi- 
nante verschwindet also nicht identisch. 

Es ist zu bemerken, dass der Beweis der Differentialgleichungen 
(D,) sich nur auf die Eigenschaft 1) der Functionen X/ stiitzt, da- 
gegen von der Eigenschaft 2) dieser Functionen keinen Gebrauch macht. 


IX. 


Nachdem bewiesen ist, dass sich jede m-gliedrige Gruppe aus 
m eingliedrigen Gruppen zusammensetzen liisst, iiberzeugt man sich 
leicht, dass diese Zusammensetzung auf unendlich mannigfaltige Weise 
erfolgen kann. 
'  Bezeichnen wir mit cy» (u,v —=1,2...m) Constante, die nur 
der einen Bedingung unterliegen, dass ihre Determinante nicht ver- 
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schwinde, und setzen wir die in Art. II gebrauchte Bezeichnungsweise 
wieder aufnehmend 


m 


7 ya, (A=1,2,...0; (w=, 2,... m). 





:“@r> 5 


v=1 

Lassen wir nun in den Differentialgleichungen (H) des vorigen 
Artikels die Functionen X* an. Stelle der Functionen X* treten, so 
treten an Stelle der m eingliedrigen Gruppen (S) gewisse andere 
m eingliedrige Gruppen (S). Aus der Bedeutung, welche die Func- 
tionen X! fiir die Gruppe (C) haben, ergiebt sich sofort, dass wir 
auch durch Zusammensetzung der Gruppen (S) zur Gruppe (C) gelangen 
miissen. Nur werden wir, wenn wir von den Gruppen (S) ausgehen, 
zu einer anderen Darstellungsform der Gruppe (C) kommen, als wenn 
wir von den Gruppen (S) ausgehen. Wenn nimlich an Stelle der 
Functionen X} die Functionen X} treten, so tritt gleichzeitig an Stelle 


des Systems der charakteristischen Constanten ¢*“ ein jiquivalentes 
System charakteristischer Constanten 0°“ (Art. 11) und dementsprechend 
treten an Stelle der Functionen Lf, und Pe Functionen, welche von 
den Constanten 6°“ in derselben Weise abhiingen, wie die ersteren 


° x 
Functionen von den Constanten «“. 


X. 


Wir gehen nun auf die Formeln (T) des Art. VIII zuriick, um 
aus denselben weitere Folgerungen abzuleiten. Die letzte dieser Formeln 
lautete: 


(‘yy \) Mm , ey ro 
(T) > D> ry Xi (x) 5 = XO), 
T=1 


Ox, 
= v=al 
(A= 1,2,...”; @ = 1,2,...m). 


Die hier auftretenden Gréssen a”, sind bestimmt durch die Recursions- 
formeln 


6 Qe DB iii < Whi 


it ale at “Taye = 2, a. as ch 
Te tv ve? 


vr==1 


welche zeigen, dass diese Gréssen nur von den charakteristischen Con- 
Pa 
‘ 


stanten «*“ und den Parametern wu abhiingen. 
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Nun besteht zwischen den Functionen Xj‘ nach Voraussetzung 
keine Relation 


m 


kX®ea(, (Ame1,2,...,0) 


mit constanten Coefficienten k. Daraus folgt, dass die Gréssen 
m 


Ayo auch durch die Gleichungen (7) vollkommen bestimmt sind. Fiihren 


wir an Stelle der Parameter u beliebige andere m unabhingig variable 
Parameter ein, so iindert sich nur die Ausdrucksform der Gréssen y, 


7] ‘ 
uud sy ihre Werthe bleiben offenbar ungeiindert. Demnach wird 


sich bei Einfiihrung neuer Parameter auch nur die Ausdrucksform 
der Gréssen a9 iindern, aber das Werthsystem dieser Gréssen bleibt 
ungeindert. Eliminiren wir zwischen den m* Gréssen a’ die m Para- 
meter, so erhalten wir Relationen, welche von der Wah! des Parameter- 
systems vollkommen unabhiingig sind. Diese Relationen sind noth- 
wendig algebraisch, wenn die vorgelegte Gruppe (C) algebraisch ist 
(vergl. Art. IIT). Daraus folgt: Kénnen wir nachweisen, dass zwischen 
den m? Gréssen ae) welche einem gegebenen System charakteristischer 
Constanten entsprechen, transcendente Relationen bestehen, so kann 
die zugehérige Gruppe (C) nicht algebraisch sein. 

Die Bestimmung der Gréssen a7, durch die Recursionsformeln 
(R) steht ersichtlich im engsten Zusammenhang mit der Zusammen- 
setzung der Gruppe (C) aus den m eingliedrigen Gruppen (S) des 
Art. VIII. Gehen wir von einer anderen Art der Zusammensetzung 
der Gruppe (C) aus, so erhalten wir auch ein anderes System von 
Recursionsformeln zur Bestimmung der Gréssen a7. Aber diese neuen 
Formeln fiihren zu demselben Werthsystem der Gréssen a”, wie die 
urspriinglichen, Nun entspricht dem Uebergang von einer Zusammen- 
setzungsart der Gruppe (C) zu einer anderen der Uebergang von einem 
System charakteristischer Constanten zu einem iiquivalenten System 
(Art. 1X). Daraus folgt: 

Das Werthsystem der Gréssen a”, bleibt ungeiindert, wenn wir 
in den fiir diese Gréssen geltenden Ausdriicken die charakteristischen 
Constanten é*“ durch ein dquivalentes System ersetzen. 


XI. 


Aus den vorangehenden Eroérterungen ergiebt sich die Frage: 
welchen Bedingungen miissen die Constanten «" geniigen, damit 
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zwischen den Gréssen ay, nur_algebraische Relationen bestehen? Um 
diese Frage zu entscheiden, werden wir die Grdssen am, durch ein 
System partieller Differentialgleichungen definiren, welches sowohl die 
Anzahl als den Charakter dieser Relationen erkennen lisst. 

Zunichst geben wir den Formeln (R) eine tibersichtlichere Gestalt. 
Zu dem Zweck bilden wir die eingliedrigen Gruppen (vergl. Art. VII). 


m 
\) 71 1 
7 el 
23 -> Diu (u;) Nu? 
u=l 
m 
1 2 2 2 
) = Diy (uy) Nu 


(R’) iB bi (Us) Mar (A=1,2,...m) 


asl 


m2 m—1 m—1 
»n = 3 Dy, (Mm—1) ~ 
m—1 m 

yn = S Dy, (Um) Nu 


ust 


Kliminiren wir aus diesen Gleichungen die Gréssen ', 4? ... 4"~', 
so ergiebt sich 


(R’) g, "ee a My 


Die Gleichungen (R’) und (n”) vertreten somit die Gleichungen 
(ft) vollstiindig. 

Lésen wir jedes der Gleichungssysteme (R’) und (R”) nach den 
auf der rechten Seite vorkommenden Gréssen auf, so ergiebt sich 


=D Big(tm) -", 
"= y Bi. (m1) oe, 


(P) n = Seis La! (4 = aa mv) 


1 = s Bi (ts) Sus 
“ 
= = Gru Eu 
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Die hier auftretenden Functionen Bi, (Ux) sind nach Art. VII durch 


die Gleichung 6; (tx) = b(— u,) bestimmt. Diese Functionen ge- 
niigen den Differentialgleichungen 


is. reg eax 2 B, & 


und den Anfangsbedingungen £), = (*) fiir uy = 0. 


Folglich geniigt die lineare Function 


G7; ( (E Uy) “2 Bi, (Ux) bu 
der Differentialgleichung 


Ms ee xu i= x OF eo; 





wo 


- . . . x c 
gesetzt ist, und hierzu kommen die Anfangsbedingungen g, = &, 
t, = 0. 


Die Coefficienten dieser Differentialgleichungen gentigen den Glei- 
chungen 


fiir 


m _ . ™m 
(i) > (= Se -Gt)= “2 eee, 
(A, x, @—=1,2,...m), 
deren Beweis sich sofort ergiebt, wenn man die 2wischen den Grodssen 
é*“ bestehenden Relationen (Art. II, E) beachtet. 
Die vorstehenden Differentialgleichungen sind den fiir die lunc- 
tionen X¥ geltenden Differentialgleichungen 


x * XY a hn Y xu yr 

> (xt - HF .) -~>< "x, 
1 v=si 

durchaus analog. Die letzteren gehen in die ersteren tiber, wenn man 
erst m == m setzt, und dann an Stelle der Variabeln x und der Func- 
tionen X die Variabeln § und die Functionen = treten liisst. Fiihren 
wir dieselben Substitutionen in den Differentialgleichungen (H) des 
Art. VIII aus, so treten an Stelle der m eingliedrigen Gruppen (S) 
die m eingliedrigen Gruppen (P) und: an Stelle der Functionen 


ga = f2(x\u) treten die linearen Functionen 7, = > Gan p- 


fe 
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Daraus ergiebt sich: die linearen Functionen y, geniigen den 
partiellen Differentialgleichungen 


(4) 5a = “a a PP (u) =F) sas (4,u=—1,...m), 


x=1 v=1 
wo die Functionen P* die in Art. VIII angegebene Bedeutung haben. 
Fir 
u, =O, Uy = 0 +++ Un = 0 
wird 
4 =n = +e = y= §,. 
Hieraus ergeben sich fiir die Functionen y, die Anfangsbedingungen 


mh fir a0, m0... t=O. 


XII. 


Die Anzahl der Relationen, welche zwischen den Grossen a, be- 
stehen, hiingt von der Anzahl der Relationen der Form 

kya" hg ++ the = 0 (u,v = 1,2,---m) 
ab, welehen die Gréssen ¢*“ geniigen. 

Nehmen wir an, es bestehen genau m — m, derartige von ein- 
ander unabhiingige Relationen, so dass m, < m ist. Dann giebt es, 
wie in Art. II gezeigt wurde, ein zu dem Constantensystem &" iiqui- 
valentes Constantensystem 0°“, das den Bedingungen 6*“ = 0 fiir 
Hy,v==1,2,...m und x=—1,2,...m—m, geniigt, wihrend 
zwischen den tibrig bleibenden Gréssen 0°“ keine Relation 


m 
2 a 0°" == 0) fiir v= &, &, See 1} 
x=m—mn 


besteht. 


Nun ist am Schlusse des Art. X. nachgewiesen worden, dass sich 
nur die Ausdrucksform aber nicht das Werthsystem der Gréssen 


ae (oder was dasselbe sagen will, der Gréssen a.) iindert, wenn 
wir in den fiir diese Gréssen geltenden Ausdriicken das Constanten- 
system é”“ durch das iiquivalente Constantensystem 6°“ ersetzen. Daraus 
folgt, dass die Differentialgleichungen (d) des. vorigen Artikels ihre 
Geltung behalten, wenn wir in denselben die Constanten &*" durch 
die Constanten 6°“ ersetzen. Nur miissen wir selbstverstiindlich diese 
Substitution nicht nur an den Coefficienten = dieser Differential- 
gleichungen, sondern auch an den Coefficienten P vornehmen: es 
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miissen an Stelle der Functionen P diejenigen Functionen gesetzt 
werden, welche von den Constanten 6” in derselben Weise abhiingen, 
wie die Functionen P von den Constanten «*". Zu demselben Resultat, 
zu dem wir durch Ausfiihrung der eben genannten Substitutionen ge- 
langen, kommen wir offenbar auch wenn wir voraussetzen, dass die 
Constanten «*“ selbst den fiir die Gréssen 0°" geltenden Bedingungen 
geniigen. Wir setzen also von jetzt an voraus, es sei «\“ =O fiir 
w,y=1,2,...mu.x—1,2,...m—m,, dagegen bestehe keine 
Relation der Form 


m 


\) x as 
ke" =0 fir p,v—l,2,...m. 
x=m—m,+1 
Nun sind die Functionen P durch die Gleichungen bestimmt 

pe _ He 
P= Oy) 

1 1 
a, = 5.) 4,u=1,2,...m™ 


m 
x x—l 2% 
Gay — 4 a, Toe ’ 


v=!) 
und die Griéssen Di sind durch die Differentialgleichungen 


ou, SN 
Gu, 

d die Anfangsbedingungen 0°, = (*) fur u,—0 definirt 
und die Anfangsbedingungen b,,—(,,) fiir u.= efinirt. 
Unter den eben eingefiihrten Voraussetzungen ist nun 
O05. 


€ u, 


A - 
= (), os, = (4) fir 4,w=—1,2,...m und x<m—m, 


Daraus folgt: Oy ist unabhingig von w,, %)....Um—m, und hangt 
nur von den letzten m, Parametern ab. Fiir «<< m— m, wird 


b a 
“an = (;.): 


= — &* ist, so ist auch &*“ —0 fiir w<m— m,. 


fe 


Da allgemein ¢*' 
Folglich ist 
00. 


Ou, 


- == Q), v= (4) fiir *,A=1,2,...m und wim—m,. 


. 


Hieraus ergiebt sich 


ee ma ee oe A 
a Yield 17 = @, = nine lu 


fir « <m — m,. 
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Demnach ist /* in allen Fallen von Uy, Ups.» Um—m, unabhiingig, 
und insbesondere ist 
# = (i); 


wenn einer der beiden Indices < m — m, ist. 


Nunmehr erhalten die Differentialgleichungen (d) des vorigen 
Artikels die Form 


en " 

— —( fir w<m — ™M,, 

Ou, 

(d,) 3 m m 

UPI PY= -_—x* Ona fii 

— = > > == ir ~>m—m 

Cu xy e 
" x= m—m +1 v= Sy 


und hierzu gehéren die Anfangsbedingungen 
m= fir u,=0, wu =0--+- uy =O. 

Die ersten m — m, Differentialgleichungen bringen zum Ausdruck, 
dass die Gréssen y, und also auch die Gréssen a, von den m— m, 
ersten Parametern unabhiingig sind. Die m, letzten Differential- 
gleichungen definiren die Gréssen y, als Functionen der Groéssen & 
und der m, letzten Parameter. 

Die Functionen = geniigen nach Voraussetzung keiner Relation 
der Form 

m 
k,==0 (4—21,2,...m) 
x= m—m, +1 
mit constanten Coefficienten k,. 

Die Coefficienten der‘ Differentialgleichungen (d) gentigen somit 
den in Art. I unter 1) und 2) angegebenen Bedingungen. Daraus 
folgt: die Substitutionen 


(A) m= >) amb 


“ 

bilden eine m,-gliedrige Gruppe. Es bestehen demnach zwischen den 

Gréssen a, genau m? — m, von einander unabhiingige Relationen. 
Die Gruppe (A) bezeichnet H. Lie als die der Gruppe (C) ad- 

jungirte Gruppe. *) 


XIII. 
Wir setzen nun voraus, dass zwischen den Grossen a, nur alge- 
braische Relationen bestehen, und untersuchen, welche Bedingungen 


fiir die Gréssen «”“ sich aus dieser Voraussetzung ergeben. 
a 


*) a. a. O. Cap. 16. 


f 
j 
} 
i) 
‘ 
' 
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Eliminiren wir zwischen den m Gleichungen 


(A) n= > Can Eu 


“ 

die m, Parameter, von welchen die Gréssen a, abhiingen, so erhalten 
wir eine Anzahl von Transformationsrelationen zwischen den Gréssen 
— und y. Weil die Substitutionen (A) eine Gruppe bilden, so lassen 
sich diese Transformationsrelationen, wie Hr. Christoffel bewiesen 
hat*), vollstiindig durch eine Anzahl von Gleichungen der Form 


Ta(y) = Th (8) 
ausdriicken, wo TT, eine rationale Function der angezeigten Argumente 
bedeutet. 
Die Anzahl der unabhiingigen unter diesen Functioven bezeichne 
ich mit m— m,, so dass m, < m, < m ist. 
Nun geniigt jede der m linearen Functionen 4 den Differential- 
gleichungen 


On, = ~ pe —x On, 
(d,) ao > . > P*(u) =F (8) E,” 
5 - 2=m— mm v=1 
(A=1,2,...m5 w—=m—m+1, m—m, +2,...m). 


Denselben Differentialgleichungen muss auch eine jede der Functionen 
Tl, geniigen. Da aber TI, von den Parametern unabhiingig ist, so 
geniigt diese Function auch den Differentialgleichungen 
. amt 
(x) > TOR 
v=1 

welche, wie die Gleichungen (i) des Art. XI zeigen, ebenfalls ein 
vollstiindiges System bilden. Umgekehrt wird jede diesen Differential- 
gleichungen geniigende Function TT zu einer Transformationsrelation 
TT (yj) == T(§) fiihren. 

Daraus folgt: Unter den Differentialgleichungen (IT) sind genau 
m, von einander unabhingige und es geniigen denselben m — m, 
rationale Functionen der Variabeln &. 

Im Vorausgekenden wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass 
m, <m ist, Da m,<m,<_m, so ist diese Voraussetzung fiir m, << m 
jedenfalls zutreffend. Ist aber m, =m, so verschwindet die aus den 
Coefficienten der m Differentialgleichungen (IT) gebildete Determinante, 
denn es ist alsdann 


m m m 
eg =2z xu 
> &,=5 = ie fs 5, Sy 
a=] zx=1 w=1 
und dies ist = 0 weil «*“ — — &” ist. 


*) Annalen Bd, 19. 
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Die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen dafiir, dass 
den m, Differentialgleichungen (x), welche m, unabhiingigen fiquivalent 
sind, m — m, von einander unabhingige rationale Functionen geniigen, 
habe ich in einer der Miinchener Academie 1889 vorgelegten Ab- 
handlung angegeben. Sie lassen sich in folgender Weise ausdriicken: 

Verstehen wir unter ky, (4, x= m — m+ 1, m—m,-+2, ... m) 
Constante, deren Determinante nicht verschwindet, und setzen wir 


m : 

: . Me — 2 . y 

en =m > k, , &," (&, v=1,2,...m,; A—m—m,+1, m—m,+2...m), 
x=m—m+1 

so miissen sich diese Constanten k,, der Art bestimmen lassen, dass 

jedes der m, Constantensysteme 


Al Al ai 

eé, € eee Cn ’ 
42 A2 a2 
& Cy see Cus 
Am Am Am 
é, 2 otf Cn 


reguliir ist (in dem in Art. VII definirten Sinne). Sind diese Be- 
dingungen nicht erfiillt, so muss zwischen den Gréssen a, mindestens 
eine transcendente Relation stattfinden, und daraus folgt dann, dass 
die vorgelegte Gruppe (C) nicht algebraisch sein kann (Art. X). 


XIV. 
Die im vorigen Artikel angegebenen Bedingungen sind nicht nur 


nothwendig, sondern auch hinreichend, damit zwischen den Gréssen 
«,, nur algebraische Relationen bestehen, Um dies zu beweisen, fiihren 


wir an Stelle der Constanten ¢*" ein iiquivalentes System charakte- 
ristischer Constanten 0°" ein. Nach Art. II sind die Gréssen 0%" durch 
die Gleichungen bestimmt: 


m m ™m aC 
ot 1 @ 
0, a 2 a e & Cra “ue oe OC, 9 (%4,4,¥= 1, Ye m), 
: . 


o=1 t=1 g=1 
wo die Gréssen ¢,, nur an die eine Bedingung gebunden sind, dass 
ihre Determinante nicht verschwinde. 

Wir setzen nun ¢,=k,,, wenn die beiden Indices > m — m, 


sind, und Cyy = (*), wenn wenigstens eine der beiden Indices 
<m — m, ist. 

Dann ist wegen &“ = 0 fiir x<m—m, auch 0%“ = Q fir 
x<om — m, 
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‘Ferner ist fir x > m — m, 
m m 


or 3 ot xt 
> 0% = Zz keg % ore. i 


o=1 o=m—m,+1 


en et a a ves 
= > : © Cue G 5,0 fir x«>m— m,. 


Aus der letzten Gleichung folgt, wie Hr. Weierstrass bewiesen 
hat*), dass die beiden Determinanten, welche aus den Elementen 


‘sd en 0 = ¢ 
0) (f) » und e, (") (uw, vom], 2,... m) 


gebildet sind, dieselben Elementartheiler besitzen. Ist also das System 
e“ (wy v=1, 2,...m) reguliir, so gilt dasselbe fiir das System 
xe —— ¢ 
OY” (wu, v= 1, 2, ... m). 
Sofern also die Bedingungen des vorigen Artikels erfiillt sind, 
giebt es unter den fiquivalenten Systemen charakteristischer Constanten 
6*“ wenigstens eines, welches den folgenden Bedingungen geniigt: 


Fir x<m—m, ist d*" = 0. 


folglich 


Fiir x>m—m, ist das System der m? Constanten 0°" (u,v = 1, 2,...m) 
regulir. 

Wir kénnen und wollen nun voraussetzen , dass die fiir die Gréssen 
0°“ geltenden Bedingungen schon fiir die Gréssen «*" erfiillt sind. 
Dann lassen sich, wie in Art. VII nachgewiesen wurde, die m? Gréssen 
Vin(ty) (A, #=1,2,...m) als rationale Functionen einer Variabeln 


darstellen, und daraus folgt, dass sich die m* Gréssen @,,, welche 
rationale Functionen der Gréssen 


vr, (A,w=1,2...m; x«—=m—m,+1, m— m+2,... m) 
sind, als rationale Functionen von m, Variabeln darstellen lassen. 
Die m? — m, Relationen, welche zwischen den Grissen «@,, statt- 


finden, sind also algebraisch, wenn die Bedingungen des vorigen 
Artikels erfullt sind. 


XV. 
Im Art. XIII wurden Bedingungen nachgewiesen, denen die 
Constanten «*“ geniigen miissen, wenn die vorgelegte Gruppe alge- 


braisch ist. Es bleibt nun noch nachzuweisen, dass auch umge- 
kehrt jedem System charakteristischer Constanten, welches den an- 


*) Monatsberichte der Berliner Academie 1868, 
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gegebenen Bedingungen geniigt, eine m-gliedrige algebraische Gruppe 
entspricht. 


Wir halten fest an der Voraussetzung, es sel 
&* 0 fir w,v—1,2,...m; x—1,2,... m — m, 
dagegen bestehe keine Relation der Form 
m 
2 ke" =—=0 fir p,v—1, 2,... m. 
x=m—m,+1 
Wir setzen ferner voraus; die Constanten «*“ geniigen den in 


Art. XJIL angegebenen Bedingungen. Zu diesen Voraussetzungen 
fiigen wir vorerst noch eine weitere, von der wir uns spiiter freimachen 
werden: wir nehmen an, es gebe eine m-gliedrige Gruppe 


(G) y= fai(a|u), (A=1, 2,... m) 
zu welcher die Constanten «*“ als charakteristische Constanfe gehdren. 
Ob diese Gruppe algebraisch ist oder. nicht, kommt nicht in Be- 
tracht. 

Die Gruppe (G) sei durch die Differentialgleichungen 


oy mw i1,2,...™ 
(D) set = SD) Pw Xt) oa Gaus. ) 


wt haul i 
und die Anfangsbedingungen 


Yam fir up = 0, woe... 4, = 0 
definirt. 

Mit der Gruppe (G) stehen zwei andere Gruppen in engster Be- 
ziehung, niimlich erstens die Parametergruppe ([), welche der ge- 
wihlten Darstellungsform der Gruppe (G)° entspricht (vergl. Art. I 
u.. IV) und zweitens die adjungirte Gruppe (A). Was nun die 
Darstellungsform der Gruppe (G) betrifft, so nehmen wir an, das 


Parametersystem sei so gewihlt, dass die folgenden Bedingungen 
erfiillt sind: 


1) pe ist unabhiingig von w,, w,... tn—m, fiir alle Werthe der 
Indices. 


Pe = (") wenn wenigstens einer der Indices < m — m, ist. 


2) Die Substitutionscoefficienten «,, der adjungirten .Gruppe (A) 
sind unabhiingig von w,, UW... .%n—m, und rationale Functionen der 
iibrigen Parameter. 

Die Zulissigkeit der ersten Annahme ergiebt sich aus Art. XI, 
die Zulissigkeit der zweiten aus dem vorigen Artikel, 


Mathematische Annalen. XXXIX. 29 
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Die Parametergruppe (T) ist bei beliebiger Wahl des Parameter- 
systems durch die Differentialgleichungen 


(A) ST PH (w) diy, = >) PH (u) duty (X= 1,2,...m) 


k=l ual 
und die Anfangsbedingungen 
w=», fir u—0, u=—0... m—0 : 


definirt. Zufolge der besonderen ide tiber die Wahl des 
Parametersystems, die im Vorausgehenden getroffen worden sind, zer- 
fallt das System der Differentialgleichungen (A’) in die beldon ge- 
trennten Systeme 


(0) dw,=—du, fir w=—1,2,...m—m, 

und 

‘(0’) 2 PS (w) dw, = > P*(u) du, fir x >m—m,. 
e=m—m,+1 A=m— m1 


Die Differentialgleichungen (8) lassen sich ohne Weiteres integriren. 
Es ergiebt sich 


OW, =%, +, fir w=—1,2,...m—m,. 


Die adjungirte Gruppe (A) ist bestimmt durch die Differential- 
gleichungen 


@) , me - > Srwre4 oe 


x=m—m+lr=—1 . 
(ue = m — m, + 1, m — my +2, ... m3 Aa 1,2, ... m). 
Ebenso wie der m- -gliedrigen Gruppe (G). die m-gliedrige Para- 


metergruppe (fF) zugeordnet ist, so ist der m-gliedrigen Gruppe (A) 


eine m,-gliedrige Parametergruppe ([’) zugeordnet, welche durch die 
Differentialgleichungen 


> Pf (w) dw, = i: PE (u) duty, 


“u=m—m-+1 . =na—m+1 


_ («—m—m,+i, REPU +2. Mm) 





und die Anfangsbedingungen 
; Wy, = Vy 


fiir verschwindende Werthe der Parameter bestimmt ist. 
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Diese Differentialgleichupgen sind identisch mit den Differential- 
gleichungen (6’) und zu beiden Systemen von Differentialgleichungen 
gehéren dieselben Anfangsbedingungen. 

Die Gruppe (f’) kénnen wir nun noch auf andere Weise be- 
stimmen. Aus der Definition der Parametergruppe folgt nimlich: 


. Setzt man 
a= pa @2u(V) Nu 


und 
m= > Oay(u) Se, (A= 1, 2, ... m), 
“ 
so wird 
a= Zz Oru (w) En. 
“ 
also 


tay (0) = >! ear (0) eau a). 


Die Gréssen e,, sind nach Voraussetzung rationale Functionen der 
Parameter und unter diesen m* Functionen sind m, von einander un- 
abhiingige. Daraus folgt, dass die Gréssen 


W,.(u=m—m +1, m—m, + %: . +m) 
algebraische Functionen der Gréssen e,,(w), also auch algebraische 
Functionen der Gréssen. u, und v,. sind. 

Die Gleichungen 

tay (W) = >? ear(0v) yy (u) 
bilden zusammen mit den Gleichungen 
Wy = Uy +m, (Uu=1, 2,... mM—m,) 
ein vollstindiges System von Integralgleichungen der Differential- 
gleichungen (0) und (0’), welche die Gruppe ([) bestimmen. 

Dié Gruppe ([) ist mit der Gruppe (G) gleichzusammengesetzt 
(Art II). In der Gruppe (f) haben wir somit eine m-gliedrige 
algebraische Gruppe, zu welcher die Gréssen «*“ als charakteristische 
Constante gehéren. 


Wir haben die Gruppe ([) zuniichst als Parametergruppe der 
Gruppe (G@) definirt, wir wollen sie nunmehr unabhingig von der 
letzteren Gruppe definiren. , 


Die Gruppe ([) ist zusammengesetzt aus den m—™m, eingliedrigen 
Gruppen 


; Wy = Up + 
und der m, gliedrigen Gruppe (T’). 


90% 
=v 
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Die letztere Gruppe ist als Parametergruppe der m, gliedrigen 
Gruppe (A) definirt und die Gruppe (A) .ist durch die Constanten 
*“ yollkommen bestimmt. 

Wir kénnen demnach die m-gliedrige Gruppe ([) immer bilden, 
wenn nur die Constanten e*“ gegeben sind. 


v 


Strassburg im Juli 1891. 














Von den Bewegungen und Umlegungen. 
(I. und II, Abhandlung), 
Von 


E. Srupy in Marburg. 


Die Lehre von den Bewegungen im Raume gehért dem Gedanken- 
kreise der elementaren Geometrie an, so weit sie nicht (als kinematische 
Geometrie) die nach einander eingenommenen Lagen eines bewegten 
Korpers verfolgt, sondern nur auf dessen Anfangs- und Endstellung 
achtet, ohne Riicksicht auf die Zwischenlagen. Sie hat zum Gegen- 
stand die geometrischen Eigenschaften zweier oder mehrerer congruenter 
riumlicher Systeme. Daneben stellt sich die Lehre von den Umlegungen 
(wie wir kurz sagen wollen), von den Transformationen des Raumes, 
die eine jede Figur nicht in eine congruente, sondern in eine ihr 
spiegelbildlich gleiche (symmetrische) Figur iiberfiihren,*) 

Ausgedehntere Untersuchungen iiber die Umlegungen im dreifach 
ausgedehnten Raume liegen, soviel ich weiss, bis jetzt nicht vor; nur 
den entsprechenden Transformationen der ebenen Geometrie, deren 
Theorie auch aus der Theorie der Bewegungen im Raume abgeleitet 
werden kann, hat Chasles eine eingehende Darstellung gewidmet. 
Weit besser sind die Bewegungen bekannt, deren Theorie von einer 
Reihe der hervorragendsten Mathematiker — wir nennen nur die Namen 
Joh. Bernoulli, d'Alembert, Euler, Mébius und Chasles — 
begriindet und geférdert worden ist. 


*) Der Name ,, Umlegung“ erscheint gerechtfertigt durch den Hinweis auf 
die ebene Geometrie, in der man mit dem Worte eine anschauliche Vorstellung 
verbinden kann. Fiir den Raum freilich versagt diese Vorstellung, da uns die An- 
schauung einer vierfach-ausgedehnten, den gewdhnlichen Raum einschliessenden 
Mannigfaltigkeit nicht zu Gebote steht. Wollte man durchaus nur anschauliche 
Bezeichnungen haben, so kénnte man etwa das Wort ,, Stiilpwng“ vorziehen, das 
dem Werfasser thatsiichlich vorgeschlagen worden ist. Indessen ist dieser Aus- 
druck auf die symmetrischen Transformationen in der geraden Linie und in der 
Ebene nicht ohne Zwang anwendbar, und jedenfalls ist er in diesen Fallen erst 
recht nicht anschaulich. Man miisste also ganz entsprechende Dinge mit ver- 
schied. 1en Namen belegen, was offenbar unzweckmissig ist. Wir haben daher, 
nach sorgfiltiger Erwigung, den zuerst gewiihlten Ausdruck beibehalten, 

Mathematische Annalen, XXXIX, 30 
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Unter diesen hat namentlich Mébius durch seine wichtigen Ent- 
deckungen in der Theorie der unendlich kleinen Bewegungen einen 
folgenreichen Anstoss gegeben; Chasles aber verdanken wir die erste 
auch die endlichen Bewegungen umfassende allgemeine Theorie.*) 
Diesen Untersuchungen ist alsbald die gebiihrende Bewunderung zu 
Theil geworden; mehrere der wichtigsten Sitze findet man heute in 
den Lehrbiichern der Mechanik**); eine Weiterentwickelung aber 
scheint bis zur Gegenwart nur die Theorie der unendlich kleinen 
Bewegungen erfahren zu haben. Erst in jiingster Zeit haben die 
schénen Arbeiten von H.Wiener eine neue Wendung in die Lehre von 
den endlichen Bewegungen gebracht. Aber diese Betrachtungen haben 
einen anderen Charakter als die von Chasles. Beide Theorien bilden 
zunichst noch kein einheitliches Ganzes. 

Indessen haben sich, seit dem Erscheinen der Chasles’schen Unter- 
suchungen mehrere Disciplinen, die mit der Theorie der Bewegungen 
nahe zusammenhiangen, entwickelt oder doch so wesentlich vervoll- 
kommnet, dass es auch aus diesem Grunde an der Zeit sein diirfte, 
den Gegenstand von Neuem aufzunehmen. 

Wir meinen die allgemeine Theorie der Transformationsgruppen, 
und von specielleren Theorien die neuere Auffassung der Nicht- 
Euclidischen Geometrie, die Theorie der orthogonalen Substitutionen 
und deren Verallgemeinerung, die Lehre von den linearen Transfor- 
mationen einer quadratischen Form, zu der wiederum die Geometrie 
der reciproken Radien in naher Beziehung steht, endlich die Lehre 
von den sogenannten Systemen complexer Zahlen. 

Der wechselseitige Zusammenhang der beriihrten Gegenstiinde ist 
nach einigen Richtungen hin gut bekannt; doch bleiben noch grosse 
Liicken auszufillen. Namentiich hat man ihn fiir die einzelnen 
Theorien noch sehr wenig ausgeniitzt, wiewohl auch in dieser Beziehung 
schon Anfiange vorliegen. 

Der Verfasser beabsichtigt nun, seine Gedanken hieriiber in 
mehreren Abhandlungen darzulegen, deren beide erste hiermit der 
Oeffentlichkeit iibergeben werden. Der Stoff soll nach den anzuwen- 
denden Methoden gegliedert werden: Nur dadurch, dass man jeden 


*) Propriétés géométriques relatives au mouvement infiniment petit d'un 

corps solide libre dans l'espace. Compt. Rend. t. 16 (1843) p. 1420. 

Propriétés relatives au déplacement fini quelconque, dans Vespace, d'une figure 
de forme invariable. Compt. Rend. t. 51 (1860), pp. 855, 905, t, 52 (1861), pp. 77, 
189, 487. 

Die bei Chasles fehlenden (iibrigens einfachen) Beweise sind ergiinzt worden 
von Brisse, Liouville J. 2™¢ série t. 15 (1870), 19 (1874); 3™° série t, 1 (1875). 
Die Hauptsiitze der Chasles’schen Theorie findet man, in freierer Darstellung, auch 
in dem Werke von Schinflies tiber die Geometrie der Bewegung (Leipzig, 1886). 

**) §. besonders Schell, Theorie der Bewegung und der Kriifte, Bd I. 
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in sich abgeschlossenen Gedankenkreis nach Méglichkeit mit den ihm 
eigenthiimlichen Hiilfsmitteln aus sich selbst heraus entwickelt, kann 
man der bei aller Uebereinstimmung doch nicht zu verkennenden 
Verschiedenartigkeit der einzelnen Anschauungsweisen gerecht werden. 
Wir werden uns also im ersten Abschnitt, der von geometrischen 
Kigenschaften der Bewegungen und Umlegungen im LEuclidischen 
Raume handelt, weder auf die Analysis stiitzen, noch werden wir 
den Umweg iiber den Nicht-Euclidischen Raum oder die Theorie der 
Flachen zweiten Grades wihlen: Diese Dinge miissen vorliufig im 
Hintergrunde bleiben, wiewohl gerade sie vielfach auf die leitenden 
Gesichtspunkte gewiesen haben. 

Genauere Litteraturangaben wird man in den besonderen Kin- 
leitungen der einzelnen Aufsiitze und in diesen selbst finden. 


1 


Zur elementaren Theorie der Bewegungen 
und Umlegungen, 


Der gegenwiirtige erste Abschnitt schliesst sich an den Gedanken- 
gang der Chasles’schen Untersuchungen an: Er enthilt eine neue 
Auffassung der Chasles’schen Theorie, sowie Ergiinzungen und £r- 
weiterungen nach bestimmter Richtung hin. Wir haben dabei viel 
mehr ins Einzelne gehen miissen, als es urspriinglich beabsichtigt war. 

Chasles stellt beispielsweise den Satz auf, dass die Mitten der 
Sehnen, die entsprechende Punkte von zwei congruenten Punktfeldern 
im Kaume verbinden, in einer Ebene liegen, die er Mittelebene der 
beiden Punktfelder nennt; er entwickelt dann eine Reihe von wichtigen 
Siitzen, in denen diese Mittelebene eine Rolle spielt. Nun kann es 
aber bei besonderer Lage jener Punktfelder eintreten, dass die Sehnen- 
mitten gar nicht eine Ebene, sondern nur eine gerade Linie erfillen, 
oder dass sie sich gar in einem einzigen Punkte vereinigen. In diesen 
von Chasles nicht hervorgehobenen und auch nicht gut auszuschliessen- 
den Fillen wird die Definition der Mittelebene unbrauchbar; auch ist 
es nicht mdglich, die Chasles’schen Sitze etwa dadurch aufrecht zu 
erhalten, dass man jede Ebene durch die betrachteten Sehnenmitten 
eine ,,Mittelebene“ nennt. 

Um den Giiltigkeitsbereich der Chasles’schen Siitze festzustellen, 
wird man also eine neue Untersuchung ausfiihren miissen; und das ist 
um so nothwendiger, als auch die Theorie der allgemeinen Bewegungen 
theilweise gerade auf jene Ausnahmefialle gegriindet wird. Ich sage 
das patiirlich nur, um mein eigenes Beginnen zu rechtfertigen, und 
nicht etwa um den grossen Geometer zu tadeln, der in jenen wahrhaft 
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bewundernswiirdigen Arbeiten die Theorie der Bewegungen iiberhaupt 
erst geschaffen hat, und der bei der Fiille des neuen Stoffes nicht 
allen Kinzelheiten gleiche Aufmerksamkeit zuwenden konnte. Es 
musste wieder ganz von unten angefangen werden, zumal nur so ein 
einheitlicher Plan innegehalten werden konnte. 

War demnach die Wiederholung mancher bekannter Thatsachen 
unvermeidlich, so erscheinen sie doch vielfach in neuem Zusammen- 
hang. Auch haben wir uns in anderer Hinsicht beschrinkt. Nur 
solehe Dinge sind ausfiihrlicher dargestellt worden, die besonders ge- 
eignet schienen, auf gewisse im Mittelpunkte der Theorie stehende 
Siitze Licht zu werfen. Mehrere Gegenstiinde, die zur Vollstindigkeit 
des Gesammtbildes nicht fehlen diirfen (metrische Relationen, con- 
gruente Ebenenbiischel und Biindel im Raume, die Zerlegung einer 
Bewegung in zwei Umschraubungen, u. A. m.) sollen spiiter nach- 
getragen werden. 

Abgesehen von der eingehenden Beriicksichtigung der Ausnahme- 
falle mag als neu gegeniiber der Chasles’schen Theorie hervorgehoben 
werden: Die Einfiihrung des Begriffes der Umschraubung, als eines 
mit dem der Drehung gleichwerthigen Begriffs und als eines Haupt- 
bestandtheils der Theorie; iiberhaupt ein grosser Theil der Eigenschaften 
der mit {,, T,, J u. s. w. bezeichneten Transformationen; die Auf- 
deckung des eigenthiimlichen, nur mittelbar auf das Princip der 
Dualitaét zuriickzufiihrenden Parallelismus, der zwischen ganzen Reihen 
von Siitzen besteht; das bei vielen Sitzen hervortretende, im gegen- 
wartigen Abschnitt allerdings erst angedeutete Gesetz des Fortschreitens 
von der Geometrie im Gebiete n'** Stufe zur Geometrie im Gebiete 
(n-+-2)'** Stufe; endlich die ganze Theorie der Umlegungen im dreifach 
ausgedehnten Raume. — 

Im Mittelpunkt unserer Untersuchung steht die Zerspaltung einer 
Bewegung oder Umlegung in zwei solche Transformationen von vor- 
geschriebenen besonderen Eigenschaften, und das Studium der hier- 
durch bestimmten geometrischen Verwandtschaften. Dabei kommt es 
uns weniger auf die Begriindung der einzelnen Sitze an, die in mannig- 
faltiger Weise erfolgen kann und eigentlich nirgends Schwierigkeiten 
bietet, als auf die Einsicht in den inneren Zusammenhang der ver- 
schiedenen speciellen Theorien. I[nsoweit es sich insbesondere um in- 
volutorische Bewegungen und Umlegungen handelt, beriihrt sich die 
Arbeit mit den erwaihnten Untersuchungen von H. Wiener*). Die 
Kenntniss der bis jetzt allein ausfiihrlich veréffentlichten Theorie der 
Bewegungen ist dem Verfasser sehr niitzlich gewesen. Wie weit die 








*) , Die Z ensetzung zweier endlichen Schraubungen zu einer einfigen‘ 


und ,,Zur Theorie der Umwendungen“, Sichs, Ber, 1890, 8. 13 und §. 71. 
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Uebereinstimmung in der Theorie der Umlegungen geht, dariber 
bleiben die ferneren Mittheilungen H. Wieners abzuwarten. *) 

Besonders hervorheben miissen wir noch, dass die folgenden 
Ueberlegungen im Grossen und Ganzen einen elementaren Charakter 
haben. Die Hiilfsmittel der Alten reichen vollkommen aus, um die 
wichtigsten Sitze aus der Geometrie der Bewegung zu begriinden. 
Wenn wir gleichwoh] hiufig Begriffe der Gruppentheorie und der 
projectiven Geometrie benutzen, so thun wir das nur um der Kiirze 
willen, um nicht bekannte Dinge von Neuvem erkliren zu miissen. In 
Wahrheit handelt es sich z. B. auch da, wo von dualistischen Trans- 
formationen die Rede ist, meistens nur um Sitze der elementaren 
Geometrie, deren Beweis den Begriff der Projectivitiéit nicht erfordert. 
Eine Ausnahme bilden nur wenige Stellen, deren Inhalt fiir die Auf- 
fassung des Ganzen zwar forderlich, aber nicht unbedingt ndthig ist. 

Besondere Vorkenntnisse aus der Geometrie der Bewegung werden 
zum Verstiindniss des Folgenden fiir den Geiibten nicht erforderlich 
sein. Doch wird es gut sein, wenn sich der Leser mit der Theorie 
H. Wieners vertraut gemacht haben wird, insbesondere was deren 
einfache Begriindung anlangt. Bei uns kommen diese Dinge in einem 
verwickelteren Zusammenhang zur Sprache, und kénnen tiberhaupt nur 
ganz kurz behandelt werden. 

Die von H. Wiener eingefiihrte symbolische Bezeichnung x {8S} y 
dafiir, dass das Gebilde x durch die Operation S in das Gebilde y 
iibergefiihrt wird, habe ich sehr zweckmiissig gefunden; sie wird 
daher vielfach angewendet werden. Sie hat gegeniiber der gewdhn- 
lichen Schreibart y—= Sa oder der von Herrn S, Lie angewendeten 
(x)S == (y) den Vorzug, dass sich mehrere solche Formeln kettenartig 
aneinanderschliessen lassen, z. B. 


«{S}y {7} <, 
x«{ST)2.— 


woraus folgt: 


Es entspricht einem natiirlichen Fortschritt des Gedankens, wenn 
wir einen Unterschied machen zwischen der Geometrie auf der Geraden 
oder der ebenen Geometrie und den geometrischen Eigenschaften einer 
Geraden oder Ebene, die im Raume liegt. Im ersten Fall sehen wir 
die Gerade oder Ebene als ein in sich abgeschlossenes Gebiet an, aus 
.dem herauszutreten wir uns versagen wollen, in demselben Sinne, wie 
es uns versagt ist, den gewodhnlichen dreifach ausgedehnten Raum zu 
verlassen. Betrachten wir so der Reihe nach die Geometrie auf der 


*) Eine vorliufige Notiz findet man in den Verhandlungen der Gesellschaft 
deutscher Naturforscher vom Jahre 1890. — Der Verfasser hat sich mit demselben 
Gegenstande seit dem Friihjabr 1890 beschiiftigt. 
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Geraden, in der Ebene, im Raume, oder nach der Ausdrucksweise 
der Analytiker, die Geometrie im Gebiet zweiter, dritter und vierter 
Stufe, so haben wir damit den Anfang einer Reihe von Begriffs- 
bildungen, die sich ins Unendliche erstreckt. In jedem der genannten 
Gebiete, oder allgemein im Gebiet m'** Stufe betrachten wir die Be- 
wegungen und Umlegungen — continuirliche Schaaren von Trans- 


formationen, deren jede von se=) Parametern abhiingt. Die Be- 


wegungen bilden eine Gruppe, und die Bewegungen und Umlegungen 
zusammen bilden ebenfalls eine Gruppe. 

Der Unterscheidung von Bewegungen und Umlegungen entspricht 
die Unterscheidung von Congruenz und Symmetrie. Es ist aber zu 
bemerken, dass bei Figuren, die in einem ebenen Gebiet » — 1'* 
Stufe enthalten sind, ein Unterschied zwischen Congruenz und Sym- 
metrie nicht vorhanden ist: Im dreifach ausgedehnten Raume z. B. 
kann ein ebenes System mit einem congruenten System ebensowohl 
durch eine Umlegung wie durch eine Bewegung zur Deckung gebracht 
werden, und zwar jedesmal auf eine einzige Weise. 

Wir betrachten nun der Reihe nach die einfachsten und zugleich 
fiir uns wichtigsten Fille » = 2, 3, 4. 


§ 1. 
Von den Bewegungen und Umlegungen in der geraden Linie. 


In der geraden Linie ist jede Bewegung S eine Schiebung: Alle 
Punkte werden in derselben Richtung um eine Strecke von constanter 
Linge fortgeriickt. Die Mitten % der Strecken, die von je zwei zu- 
geordneten Punkten x, x’ begrenzt werden, erfiillen die ganze Gerade, 
und bilden eine zu den Punktreihen (x), (x) congruente Punktreihe (Z). 
Bezeichnen wir mit {, die Transformation, die dem Punkte a den 
Punkt Z, und mit {, die Transformation, die dem Punkt % den Punkt 
x zaordnet, so haben wir T, —T,, S={,T, — T,T,; gebrauchen 
wir fiir die Transformation I, = {, noch die dritte Bezeichnung 7, 
so kénnen wir die letzte Gleichung auch so schreiben S = TJ”. 

Die Einfiihrung dieser verschiedenen Bezeichnungen fiir eine und 
dieselbe Transformation mag nutzlos scheinen. Sie wird indessen ge- 
fordert durch das in den hoéheren Fallen anzuwendende System von 
Bezeichnungen; es wird dadurch ein allgemeines Gesetz ausgedriickt, 
das, hier noch undeutlich und verkiimmert, erst spiter zu vollem Be- 
wusstsein gebracht werden kann. 

Die Bewegungen in der geraden Linie bilden eine Gruppe von 
vertauschbaren Transformationen. Das ist eine Besonderheit des Falles 
nm == 2, die sich in den hoheren Fallen nicht wieder findet. 
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Die Umlegungen in der geraden Linie sind simmtlich involutorisch ; 
auch hierin haben wir eine Eigenthiimlichkeit des Falles n = 2 zu 
erblicken. 

Bei jeder Umlegung bleibt ein Punkt o in Ruhe; die Umlegung 
ist durch diesen ihren ,,Mittelpunkt“ véllig bestimmt. Je zwei einan- 
der zugeordnete Punkte 2, x’ sind vom Mittelpunkt 0 gleichweit entfernt. 

Jede Bewegung S kann auf co! Arten durch die Aufeinanderfolge 
von zwei Umlegungen {0}, {o'} (Umlegungen mit den Mittelpunkten 
0, o') ersetzt werden. Der Abstand der Mittelpunkte 0, o' ist gleich 
der halben Schiebungsgrésse, d.h., gleich det Halfte der Strecke xz’, 
um die irgend ein Punkt 2 der Geraden von der Bewegung S fort- 
geriickt wird. 

Auf Grund dieser Bemerkung gelingt es, zwei oder mehr Be- 
wegungen oder Umlegungen hinter einander auszufiihren, d. h., die 
Bestimmungsstiicke (Schiebungsgrésse oder Mittelpunkt) der zusammen- 
gesetzten Transformation zu construiren. 


§ 2. 
Von den Bewegungen in der Ebene. 


In der Ebene kann jede Bewegung als eine Drehung um einen 
im Endlichen oder auch unendlich fern gelegenen Punkt aufgefasst 
werden. 

Die Drehungen um unendlich ferne Punkte, die co? Schiebungen 
bilden fiir sich eine Gruppe, eine invariante Untergruppe der Gruppe 
aller Bewegungen. 

Ausserdem sind von speciellen Bewegungen noch hervorzuheben 
die involutorischen Bewegungen oder Umwendungen, deren ebenfalls 
co? vorhanden sind: Drehungen mit einem Drehungswinkel gleich 
zwei Rechten, oder ,,Spiegelungen an den Punkten der Ebene“. 

Die Umwendungen allein bilden keine Gruppe, wohl aber bilden 
Umwendungen und Schiebungen zusammen wieder eine Gruppe. 

Wir betrachten die Sehnen x2’, die Verbindungslinien von je zwei 
durch eine Bewegung S einander zugeordneten Punkten 2 und 2’, 
sowie die Mitte z einer solchen Sehne und die in ihr auf der Sehne 
xx errichtete Senkrechte uw, die ,, Normale“ der Sehne. 

Die Mitten aller Sehnen x2’ erfiillen entweder die ganze Ebene 
(im allgemeinen Falle) oder sie vereinigen sich alle in einem und dem- 
selben Punkt (bei den Umwendungen), Die Normalen bilden die 
Gesammtheit der Strahlen durch den Drehungsmittelpunkt; jeder solche 
Strahl ist die gemeinsame Normale von oo! Sehnen x2’. 

Zu der Mitte einer Sehne ist in gewissem Sinne analog ihr unendlich 


ferner Punkt z. Die Punkte Z erfiillen im Allgemeinen die ganze 
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unendlich ferne Gerade; ausgenommen sind nur die Schiebungen, bei 
denen die Punkte Z sich nattrlich simmtlich in einem und demselben 
unendlich fernen Punkte vereinigen. 

Wir betrachten ferner die beiden Geraden, die den Winkel von 
je zwei durch S einander zugeordneten Geraden uw, wu’ halbiren. Sie 
zeigen ein verschiedenes Verhalten. 

Die ,, Winkelhalbirende erster Art“ % ist dadurch gekennzeichnet, 
dass die auf « und w’ gelegenen einander entsprechenden Punktreihen, 
auf & projicirt, congruente Punktreihen ergeben (im Sinne des § 1). 
u% durchliuft das ganze Strahlenfeld der Ebene, wenn man fiir wu, w’ 
alle méglichen Paare entsprechender Strahlen setzt. Ausgenommen 
sind nur die Umwendungen: Bei ihnen vereinigen sich alle Winkel- 
halbirenden erster Art in der unendlich fernen Geraden. 

Auf der ,, Winkelhalbirenden zweiter Art“ % entstehen umgekehrt 
symmetrische Projectionen der congruenten Punktreihen u, wu. 
liuft immer durch den Drehungsmittelpunkt hindurch. In ihrer Ge- 
sammtheit bilden diese Geraden also im Allgemeinen ein Strahlen- 
biischel. Ausgenommen sind jedoch die Schiebungen: Bei ihnen ver- 
einigen sich alle Winkelhalbirenden zweiter Art in der unendlich 
fernen Geraden. 

Sehnenmitten und Winkelhalbirende lassen sich in einen einfachen, 
bis jetzt, wie es scheint, noch nicht beachteten Zusammenhang bringen 
durch den folgenden Satz: 

Mit jeder Bewegung S, die keine Umwendung ist, sind zwei ver- 
tauschbare <Aehnlichkeitstransformationen &,, T, verkniipft, die nach 
einander ausgefiihrt, die Bewegung erzeugen: 

=, —S— T,%. 

Sei niimlich x, x’ irgend ein Paar zugeordneter Punkte, und u, w 

irgend ein Paar ezugeordneter Geraden, so dass 

z{S)2', wui{S)w, 
so entspricht den Punkten x und x’ die Mitte & der Sehne xx’ in den 
Transformationen X, und T,-'; und eugleich entspricht den Geraden 


u und uw’ in den Transformationen I, und Z,—' die Winkelhalbirende 
u erster Art des Strahlenpaars u, u’. In Zeichen: 


@{Q}H{Q,} 2’, w{T,} w{ Tw. 

Geht die Bewegung S in eine Umwendung iiber, so artet die 
Punkttransformation T, aus, und T, wird unbestimmt, als die Entgegen- 
gesetzte einer ausgearteten Transformation. Ist S eine Schiebung, so 
wird I, ebenfalls eine Schiebung und fillt mit T, zusammen. 

Jede Bewegung kann auf oo? Arten zerlegt werden in zwei auf- 
einanderfolgende Drehungen, deren eine eine Umwendung ist. Zerlegt 
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man S in eine Drehung und eine darauf folgende Umwendung, so 
entspricht dem Drehungsmittelpunkt der Mittelpunkt der Umwendung 
in der Transformation {,; zerlegt man S in eine Umwendung und 
eine nachfolgende Drehung, so entspricht dem Drehungsmittelpunkt 
der Mittelpunkt der Umwendung in der Transformation &,-!. Der 
Winkel der Drehung ist jedesmal derselbe; er ist entgegengesetzt gleich 
dem Supplement des Drehungswinkels von S. ‘Es kann also insbe- 
sondere jede Umwendung auf co? Arten in die Aufeinanderfolge einer 
Umwendung und einer Schiebung, und jede Schiebung in die Auf- 
einanderfolge von zwei Umwendungen zerlegt werden. Umgekehrt 
ergeben zwei Umwendungen zusammengesetzt keine allgemeine Be- 
wegung, sondern nureine Schiebung; eine Umwendung und eine 
Schiebung ergeben zusammengesetzt eine neue Umwendung. (Vgl. 
S. 447 unten). 

Jede Bewegung kann auf cc! Arten durch die Aufeinanderfolge 
von zwei Spiegelungen an Geraden g,, g, dargestellt werden, Die 
Spiegelungsaxen laufen durch den Drehungsmittelpunkt hindurch und 
schliessen den halben Drehungswinkel ein. Sie kreuzen sich also 
rechtwinklig, wenn die Bewegung S eine Umwendung ist. Ist S eine 
Schiebung, so sind g, und g, parallel und zur Schiebungsrichtung 
senkrecht; ihr Abstand ist gleich der halben Schiebungsgrésse, gleich 
der Hialfte der Strecke, um die irgend ein Punkt der Ebene fortriickt. 

Auf Grund dieser Sitze ist es leicht, zwei Bewegungen in der 
Ebene zusammenzusetzen, d. h. Mittelpunkt und Winkel der resultiren- 
den Drehung zu construiren. Eine Sonderstellung nehmen_hierbei 
nur die Schiebungen ein, die man aber ohne Weiteres zusammen- 
setzen kann. 

Jede Bewegung gehort einer bestimmten eingliedrigen Gruppe von 
Bewegungen an, deren Bahncurven die Kreise um den Drehungs- 
mittelpunkt sind. Jede endliche Bewegung wird also, nach der Aus- 
drucksweise des Herrn 8. Lie, von einer bestimmten unendlich kleinen 
Bewegung ,,erzeugt“. 

Ausser dieser eingliedrigen Gruppe von Bewegungen ist durch die 
Bewegung S noch eine zweigliedrige Gruppe G, von vertauschbaren 
Aehnlichkeitstransformationen bestimmt, zu der ausser S auch die 
Transformationen &, und {, gehdren: die Gruppe aller der Aehnlich- 
keitstransformationen (ohne Umlegung der Winkel), bei denen der 
Drehungsmittelpunkt in Ruhe bleibt. Ordnet man irgend einem Punkt 
der Ebene einen beliebigen anderen Punkt zu, so ist dadurch eine 
Transformation von G, bestimmt. Entfernt sich der Drehungsmittel- 
punkt ins Unendliche, so geht unsere Gruppe G, in die Gruppe aller 
Schiebungen iiber. 
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§ 3. 
Von den Umlegungen in der Ebene. 


In der Ebene kann jede Umlegung erzeugt werden durch eine 
Spiegelung an einer Geraden m und durch eine vorhergehende oder 
nachfolgende Schiebung in der Richtung dieser Geraden. 

Ausgezeichnet sind unter diesen Transformationen die oo? involu- 
torischen Umlegungen, die reinen Spiegelungen, bei denen die an- 
zuwendende Schiebung sich auf die identische Transformation reducirt. 

Betrachten wir, wie in § 2, eine Sehne zz’, ihre Mitte, die jetzt 
mit Z bezeichnet werden soll, und ihre Normale w.*) 

Die Sehnenmitten erfiillen immer eine bestimmte Gerade — die 
Axe m der vorhin genannten Spiegelung, die darum ,, Mittelgerade“ 
der Umlegung genannt werden soll. 

Die Normalen der Sehnen bilden entweder die Gesammtheit aller 
Geraden der Ebene (im allgemeinen Falle), oder sie vereinigen sich 
alle in einer und derselben Geraden, der Mittelgeraden (dann nimlich, 
wenn die Umlegung eine Spiegelung ist). 

Die unendlich fernen Punkte z der Sehnen erfiillen im Allge- 
meinen die ganze unendlich ferne Gerade; nur wenn die Umlegung 
eine Spiegelung ist, vereinigen sie sich alle in dem zur Spiegelungs- 
axe senkrechten unendlich fernen Punkte. 

Die Winkelhalbirenden von zwei entsprechenden Geraden u, w 
zeigen wieder ein verschiedenes Verhalten. Die ,, Winkelhalbirende 
erster Art“ % ist zur Mittelgeraden m parallel; sie fallt mit ihr zusam- 
men, wenn die Umlegung eine Spiegelung ist. Die ,, Winkelhalbirende 
aweiter Art“ u steht auf der Mittelgeraden senkrecht. Die Geraden 
u bilden in ihrer Gesammtheit immer ein Strablenbiischel. 

Wie in § 2 lassen sich die Winkelhalbirenden erster und zweiter 
Art auch dadurch unterscheiden, dass die Projectionen der auf wu und 
u gelegenen entsprechenden Punktreihen auf die Winkelhalbirende 
erster Art uw congruent, die Projectionen auf die Winkelhalbirende 
zweiter Art % symmetrisch sind im Sinne des § 1. 

Mit jeder Umiegung S der Ebene, die keine Spiegelung ist, ist 
eine dualistische Transformation T verbunden, die zweimal hinter einan- 
der ausgefiihrt, die Umlegung erzeugt: 

S = T", 


Es entspricht niimlich dem Punkt x die Normale % der Sehne x2’, 


*) Wir bedienen uns also hier eines anderen Systems von Bezeichnungen 
als in § 2, aus einem Grunde, der spiiter (in § 13) deutlich werden wird. 
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und dieser Geraden wiederum der Punkt x’ in einer und derselben 
dualistischen Transformation T. In Zeichen: 


a{T)u{T)2, x{8}2. 


Die Umlegung kann dargestellt werden durch eine Drehung um 
den Punkt 2 und nachherige Spiegelung an der Geraden %, oder auch 
durch eine Spiegelung an der Geraden % und eine darauffolgende 
Drehung um den Punkt x’. Die Winkel der anzuwendenden Drehungen 
sind in beiden Fallen entgegengesetzt gleich. Dabei kann noch ent- 
weder der Punkt x, oder die Gerade %, oder der Punkt 2’ beliebig 
angenommen werden. Ist «% zu der Mittelgeraden m senkrecht, so 
kommen 2 und # auf m zu liegen, und umgekehrt; ist % zu der 
Mittelgeraden parallel, so liegen x und 2 unendlich fern, und um- 
gekebrt; fallt % mit m zusammen, so fallen x und 2’ in den senk- 
recht zu m gelegenen unendlich fernen Punkt, und umgekehrt. 

Man kann leicht den Drehungswinkel 24, finden, der in der an- 
gegebenen Construction einem Punkt x der Ebene zugehiért. Sei # 
die Gerade, die dem Punkt x in der Transformation Z'—' entspricht, 
so kann S durch eine Spiegelung an # und eine nachfolgende 
Drehung um x und ebenso durch die Drehung um @ und eine nach- 
folgende Spiegelung an @ dargestellt werden. Beidemal kommt u_ 
mit % zur Deckung. Die Geraden %_ und & haben also von 2 gleichen 
Abstand; sie schliessen den Winkel 24, ein. 

Der Drehungswinkel 2%, ist constant fiir alle Punkte einer 
Parallelen zur Mittelgeraden m; Punkte die von m auf entgegenge- 
setzten Seiten gleich weit abstehen, haben entgegengesetzt gleiche 
Drehungswinkel. Man construirt ohne Weiteres die Mittelgerade m 
und die zugehérige Schiebung, wenn die Umlegung S durch die Auf- 
einanderfolge einer Drehung und einer Spiegelung oder einer Spiegelung 
und einer Drehung gegeben ist. (Vgl. die Figur.) 
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Fallt der Punkt x auf die Mittelgerade m, so wird der Winkel #, 
ein Rechter. Man kann also jede Umlegung auf oo! Arten darstellen 
durch eine Umwendung und eine darauf folgende Spiegelung, und ebenso 
durch eine Spiegelung und eine darauf folgende Umwendung. Der 
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Abstand des Drehungsmittelpunktes und der Spiegelungsaxe wird, im 
richtigen Sinne gemessen, beidemal gleich der halben Grosse der 
Schiebung, die mit der Spiegelung an m zusammen die Umlegung S 
ergibt. — 

Statt eine Umlegung durch eine Drehung und eine Spiegelung 
zu ersetzen, kann man sie auch, in mehr symmetrischer Weise, dar- 
stellen durch drei aufeinanderfolgende Spiegelungen, und zwar auf co 
Arten. 

Seien g,, 92,93 drei geeignete Spiegelungsaxen, so entspricht dem 
Schnittpunkt y von g, und g, die Gerade g,, und es entspricht der 
Geraden g, der Schnittpunkt 2’ von g, und g, in der dualistischen 
Transformation 7. Ferner geht g, durch den Punkt x, der der Ge- 
raden g, in der Transformation 7'— entspricht, und g, geht durch den 
Punkt 2’, der g, in T entspricht. (Vgl. die folgende Figur.) 








% 


Ist die Umlegung durch drei aufeinanderfolgende Spiegelungen mit 
den Axen g,, 9., 9; definirt, so findet man in den Fusspunkten der 
von y auf g, und von 2’ auf g, gefillten Lothe sofort zwei Pankte 
der Mittelgeraden m; zugleich mit dieser Geraden kennt man dann 
auch die zugehérige Schiebungsgrésse. 

Wenn die Umlegung S eine reine Spiegelung ist, tretcu leichte 
Abanderungen der angefiihrten Sitze ein. Der Winkel #, wird gleich 
Null, wenn « ausserhalb der Mittelgeraden angenommen wird; er 
wird unbestimmt, wenn x ein Punkt der Mittelgeraden ist. Stellt 
man § durch drei Spiegelungen dar, so schneiden sich deren Axen 
in einem Punkt der Mittelgeraden; die Ersetzung von S durch drei 
Spiegelungen ist aber nach wie vor auf co® Arten mdglich. — 
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Auf Grund der angefiihrten Siitze und Constructionen ist es in 
allen Fallen leicht, mehrere Umlegungen und Bewegungen zusammen- 
zusetzen, d. h. die Bestimmungsstiicke der zusammengesetzten Trans- 
formation zu construiren. Will man z. B. zwei Umlegungen S, und 
S, nach einander ausfiihren, deren Axen sich in einem im Endlichen 
gelegenen Punkte x schneiden, so stellt man am einfachsten S, durch 
eine Spiegelung und eine nachfolgende Umwendung um den Punkt z, und 
S, durch dieselbe Umwendung um & und eine nachher auszufiihrende 
Spiegelung dar. Das Product 8,8, wird dann eine Bewegung, die in 
einfachster Weise durch die Aufeinanderfolge von zwei Spiegelungen 
gegeben ist; u. s. w. 

Zerlegen wir eine gegebene Bewegung S in zwei aufeinander- 
folgende Umlegungen, und verlangen wir, dass nur die eine von 
ihnen insbesondere eine Spiegelung sein soll, so kommen wir zu einer 
neuen Auffassung der im vorigen Paragraphen betrachteten Aehnlich- 
keitstransformationen {, und {,. 

Zerlegen wir namlich S in eine Spiegelung und eine zweite vor- 
hergehende (nachfolgende) Umlegung, so entspricht der Mittelgeraden 
dieser Umlegung die Spiegelungsaxe in der Transformation T,—1 (T,). 


§ 4. 
Congruente Punktreihen und Punktfelder im Raume. 


Der Untersuchung der Bewegungen und Umlegungen im Raume 
schicken wir, nach dem Vorgange von Chasles, Sitze iiber con- 
gruente gerade Punktreihen und congruente ebene Punktfelder voraus, 
die fiir beide Theorien gleichmissig von Bedeutung sind. 

Seien allgemein x, x’ entsprechende Punkte von zwei congruenten 
oder symmetrisch-gleichen Figuren im Raume, so betrachten wir die 
Sehnenmitte Z, die Mitte der Verbindungslinie xz’, und die ,,Normal- 
ebene“ der Sehne x2’, d. i. die Ebene, die senkrecht auf der Sehne 
xx’ in deren Mitte errichtet ist, Wir fragen nach dem Ort der Sehnen- 
mitten und dem Ort der Normalebenen, wenn die entsprechenden 
Figuren von einander verschiedene congruente, oder was dasselbe ist, 
symmetrisch-gleiche Punktreihen oder Punktfelder sind. 

Stellen wir zuniichst zwei congruente Punktreihen g, g’ zusam- 
men. 


Die Mitten % der Sehnen xx’, die au zwei congruenten Punktreihen 
9,9 gehiren, erfiillen entweder eine Gerade g, oder sie vereinigen sich 
in einem und demselben Punkt. 

Man kann die Kigenschaften der Geraden g sehr einfach und an- 
schaulich zusammenfassen, wenn man den Begriff der Umschraubung 
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einfitihrt. So nennen wir, (nach dem Muster der Bezeichnung ,,Um- 
wendung“) eine Schraubung, deren Winkel gleich zwei Rechten ist, 
also die Folge einer Umwendung (Drehung mit dem Winkel 2) und 
einer Schiebung in der Richtung der Umwendungsaxe. Sagen wir nun: 
»Die Punktreihe g kann mit der congruenten Punktreihe g’ durch eine 
Umschraubung um die Axe g zur Deckung gebracht werden“, so liegt 
darin schon, dass g den Winkel von g und g’ halbirt, dass die Punkt- 
reihe (Z) zu den Punktreihen (x) und (2’) ahnlich ist, dass die Sehnen 
zx’ auf g projicirt, Strecken von gleicher Linge ergeben, und dass 
endlich alle diese Sehnen auf g senkrecht stehen, sobald es eine von 
ihnen thut*). Der letzte Fall tritt nimlich dann ein, wenn sich die 
Umschraubung auf eine Umwendung reducirt. Wenn zweitens alle 
Sehnenmitten zusammenfallen, so gibt es ein ganzes Biindel von 
Geraden durch die Sehnenmitten. Unter diesen ist aber nur ein 
Biischel von Axen solcher Umschraubungen, die g mit g’ zur Deckung 
bringen; es wird gebildet von den Geraden des Biindels, die g und g’ 
rechtwinklig kreuzen. Unter den zugehérigen Umschraubungen ist 
im Allgemeinen nur eine Umwendung, und nur, wenn die Trager der 
Punktreihen g und g’ zusammenfallen, sind alle jene Umschraubungen 
insbesondere Umwendungen. 


Die Normalebenen der Sehnen xx’, die 2u zwei congruenten Punkt- 


reihen g,g’ gehiren, bilden entweder ein Ebenenbiischel h, oder sie ver- 
einigen sich in einer und derselben Ebene. **) 


Im ersten Falle kann g mit g’ durch eine bestimmte Drehung 
um die im Endlichen oder Unendlichen gelegene Axe h aur Deckung 
gebracht werden; jede Ebene des Biischels h ist Normalebene einer 
Sehne xz’. (Das Biischel h ist zu den Punktreihen 9,9  projectiv.) 


Schneidet eine der Sehnen xx’ die Axe h, so thun es alle: die Drehung 
ist dann eine Umwendung. Weun zweitens alle Normalebenen zusam- 
menfallen, so gibt es ein ganzes Strahlenfeld von Geraden, deren jede 
auf allen Normalebenen liegt. Unter diesen Geraden ist aber nur ein 
Biischel von Axen solcher Drehungen, die g mit g’ zur Deckung 
bringen; sie laufen durch den Schnittpunkt von g und g’ hindurch. 
Unter diesen Drehungen ist im Allgemeinen nur eine Umwendung; 
nur wenn die Traiger von g und g’ zusammenfallen, so dass die con- 


*) Einen einfachen Beweis findet man bei Schénflies, Geometrie der Be- 
wegung (Leipzig 1886) S. 81. 

**) Einen einfachen Beweis hat Mébius gegeben (Ges. Werke, Bd. I, S. 548 
u, 549), 

Zu den beiden letzten Siitzen vergleiche man noch die in § 5 (S. 469 unten) 
gemachten Bemerkungen. 
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gruenten Punktreihen auf einer und derselben Geraden involutorisch 

liegen , dann ist. jede solche Drehung eine Umwendung. — 
Betrachten wir ferner zwei congruente Punktfelder w, w’, die 

irgendwie im Raume liegen, so haben wir entsprechende Sitze: 


Die Mitten Z der Sehnen xx’, die zu zwei congruenten Punktfeldern 
@, @° gehiren, erfiillen entweder eine Ebene m, oder eine Gerade n, 
oder sie vereinigen sich in einem und demselben Punkt o. 


Betrachten wir zuniichst den allgemeinen Fall. Dann sind die 
Projectionen von @ und @’ auf m congruent. @ kann mit @’ zur 
Deckung gebracht werden: Erstens durch eine Spiegelung an der 
Ebene m und eine vorhergehende oder nachfolgende Drehung um eine 
zu m senkrechte Axe s; zweitens durch eine Drehung um die Schnitt- 
linie (@,m) und eine darauffolgende Drehung um s; drittens durch 
dieselbe Drehung um s und eine darauf folgende Drehung um die 
Schnittlinie (m, @’). 

Darin liegt schon, dass das Punktfeld (%) auf die Punktfelder (x) 
und («’) affin bezogen ist, dass seine Ebene m mit den Ebenen 
und @° gleiche Winkel bildet, dass die Geraden (@, m) und (m, @’) 
entsprechende Gerade von @ und w’ sind und dass endlich auch die 
Schnittpunkte (@,s) und (@’, s) einander entsprechen. Die Gerade s 
ist im Allgemeinen eine vollig bestimmte, im Endlichen oder auch 
unendlich fern gelegene Gerade; nur wenn schon durch die Spiegelung 
an m in @’ iibergeht, kann jede zu m senkrechte Gerade als eine 
Drehungsaxe s angesehen werden. Schliessen wir diesen Fall aus, so 
ist das Punktepaar (@, s), (w’,s) das einzige Paar entsprechender 
Punkte von @, ’, dessen Sehne auf der Ebene senkrecht steht. Die 
Strahlen des Bischels (m, s) in der Ebene m sind dadurch ausgezeichnet, 
dass jeder von ihnen auf den zugehdrigen Sehnen senkrecht steht, 


Wenden wir uns nun zu dem zweiten Fall. 


Wenn die zu w, ’ gehirigen Sehnenmitien < eine Gerade n er- 
fiillen, so ist diese Gerade die Axe einer Umschraubung, von der a 
mit @’ zur Deckung gebracht wird. 


In einer beliebigen durch n gelegten Ebene ist die einzige Axe 
einer Umschraubung, die eine (und folglich jede) Punktreihe von @ 
mit der entsprechenden Punktreihe von wm’ zur Deckung bringt; die 
Projectionen entsprechender Figuren von @ und @’ auf eine solche 
Ebene sind symmetrisch gleich. Unter den Ebenen durch die Axe n 
befindet sich aber eine ausgezeichnete Ebene m, die Ebene niamlich, 
die auf @ und w’ senkrecht steht. In dieser Ebene ist jede nicht zu 
nm parallele Gerade die Axe einer halben Umschraubung, die eine ge- 
wisse Punktreihe g von @ mit der entsprechenden Punktreihe g’ von 
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o’ zur Deckung bringt; entsprechende Figuren von @ und w’ haben 
in dieser Ebene Projectionen, die nicht nur symmetrische, sondern 
zugleich auch congruente sind. Ferner bestimmt m mit @ und @ 
zusammen zwei symmetrisch-gleiche riumliche Systeme. Die Ebene 
m erfreut sich iiberhaupt ganz ahnlicher Eigenschaften, wie die im 
allgemeinen Falle ebenso bezeichnete Ebene; man hat nur zu be- 
achten, dass die Axe s jetzt zu @ und q@’ parallel ist und dass die zu 
den Geraden (@, m) und (m, @’) gehérigen Drehungen Umwendungen 
werden. 

Im dritten Fall endlich, wo w und w’ durch eine ,,Spiegelung an 
dem Punkt o“ in einander tibergehen, mdgen wir irgend eine durch 0 
gelegte Ebene mit m bezeichnen: Jetzt sind die Projectionen zweier 
entsprechender Figuren von @ und @’ auf jede solche Ebene o con- 
gruent; jede von ihnen bestimmt mit o und @’ zusammen zwei 
symmetrisch-gleiche riumliche Systeme. Jede Gerade durch o ist die 
Axe einer Umschraubung, die eine Punktreihe von m mit der eut- 
sprechenden Punktreihe von w’ zur Deckung bringt. @ kann mit o’ 
durch eine Spiegelung an der Ebene m und durch eine vorhergehende 
oder nachfolgende Umwendung um die zu m senkrechte Axe s des 
Punktes 0 zur Deckung gebracht werden. Unter den Geraden des 
Punktes 0 ist eine ausgezeichnete, die zu @ und ow’ senkrechte 
Gerade n. Sie ist die Axe einer Umschraubung, die @ in w’ itiber- 
fiihrt. In einer durch sie hindurchgelegten Ebene sind die Projectionen 
entsprechender Figuren von @ und @’ nicht allein congruent, sondern 
zugleich auch symmetrisch. — 


Die Normalebenen der Sehnen, die zu zwei congruenten Punkt- 
feldern @, w' gehiren, bilden entweder ein Ebenenbiindel 0, oder ein 


Ebenenbiischel n, oder sie vereinigen sich in einer und derselben 
Ebene m. 


Im allgemeinen Falle zunichst ist der Punkt o kein anderer als 
der schon besprochene Schnittpunkt (m,s). Er hat gegen @ und @’ 
eine solche Lage, dass er einmal mit @ und das andere Mal mit ’ 
zusammengenommen zwei symmetrisch-gleiche riumliche Systeme be- 
stimmt. Jede Ebene des Punktes o ist Normalebene einer Sehne x2’; 


jede Gerade h des Punktes o ist Axe einer Drehung, die eine be- 
stimmte Punktreihe g von @ mit der entsprechenden Punktreihe g’ von 
@’ zur Deckung bringt. Die Punktfelder @, @’ und m sind so auf das 
Ebenenbiindel o dualistisch bezogen. — 


Wenn die zu den Punktepaaren von w, w' gehirigen Normalebenen 
ein Ebenenbiischel n bilden, so kann @ durch eine Drehung um die 
Axe n mit w' zur Deckung gebracht werden, 
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Nimmt man auf m einen beliebigen Punkt an, so wird die 
einzige durch diesen Punkt gehende Axe einer Drehung, die eine 
(und folglich jede) Punktreihe g von » mit der entsprechenden Punkt- 
reihe g’ von w’ zur Deckung bringt; der angenommene Punkt be- 
stimmt, einmal mit @ und einmal mit @’ zusammengenommen, zwei 
zongruente raumliche Systeme. Unter den Punkten der Axe n be- 
findet sich aber ein ausgezeichneter Punkt 0, der nimlich, in dem 
von den Ebenen @, ow’ getroffen wird. Dieser Punkt bildet mit ent- 
sprechenden Punkten von o und wm’ zusammen Figuren, die nicht nur 
congruent, sondern zugleich auch symmetrisch sind. Jede Gerade 
durch diesen Punkt ist die Axe einer Drehung, die eine gewisse Punkt- 
reihe g von @ mit der entsprechenden Punktreihe g’ von o’ zur 
Deckung bringt. 

Wenn endlich drittens die Normalebenen der Sehnen von w und 
@’ sich in einer einzigen Ebene m vereinigen, wenn also @ und @’ 
durch eine Spiegelung an der Ebene m in einander iibergehen, so 
mag irgend ein auf m angenommener Punkt mit 0 beczeichnet werden. 
Jeder solche Punkt bestimmt mit @ und w’ zusammen zwei symmetrisch- 
gleiche riumliche Systeme; jede Gerade der Ebene m ist die Axe einer 
Drehung, die eine Punktreihe von @ mit der entsprechenden Punkt- 
reihe von w’ zur Deckung bringt. Unter den Geraden der Ebene m 
ist eine ausgezeichnete, die Schnittlinie » von @ und @’. Sie ist die 
Axe einer Drehung, die @ in w’ iiberfiihrt. Jeder ihrer Punkte bildet 
mit entsprechenden Punkten von @ und @’ zusammen Figuren, die 
nicht allein symmetrisch, sondern zugleich auch congruent sind. — 


Die anfgestellten Siitze erméglichen uns nun die folgenden Begriffs- 
bildungen: 





Wir nennen Mittelstrahl der | 


congruenten Punktreihen g,g' die 
Axe jeder Umschraubung, die g 
mit g’ zur Deckung bringt. 


Wir nennen Normalenaxe der 
congruenten Punktreihen g,g' die 
Axe jeder Drehung, die g mit g’ 
zur Deckung bringt. 


Von diesen Gebilden gelten die Sitze: 


Zwei congruente Punktreihen 
9, 9° haben im Aligemeinen nur 
einen Mittelstrahl; wenn aber g 
und g’ durch eine Spiegelung an 
einem Punkt in einander tibergehen, 
so gibt es ein diesem Punkte an- 
gehoriges Biischel von Mittelstrahlen. 





Zwei congruente Punktreihen 
haben im Allgemeinen nur eine 
Normalenaxe ; wenn aber g und g’ 
durch eine Spiegelung an einer Ebene 
in einander tibergehen, so gibt es ein 
dieser Ebene angehoriges Biischel 
von Normalenaxen. 


Besonders hervorzuheben ist der Fall, dass ein Mittelstrahl zu- 
gleich Normalenaxe ist. g kommt dann mit g’ durch eine Umwendung 
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um diese Axe zur Deckung. Wenn die Trager von g und g’ zusammen- 
fallen, die Punktreihen selbst aber entgegengesetzte Richtungen haben, 
so treten die beiden genannten Ausnahmefille gleichzeitig ein; g kann 
dann durch co! Umwendungen in g’ tibergefthrt werden, deren Axen 


ein zu g,g’ normales Strahlenbiischel bilden. 
Betrachten wir entsprechende Punktreihen von zwei congruenten 


Punktfeldern, so ergibt sich: 


Zu den entsprechenden Punkt- 
rethen von zwei congruenten Punkt- 
feldern @, @' gehiren immer co? 
Mittelstrahlen. 

Diese liegen im Allgemeinen in 
einer Ebene; wenn aber @ und w’ 
durch eine Spiegelung an einem 
Punkt in einander iibergehen, so 
bilden sie das durch diesen Punkt 
bestimmte Strahlenbiindel. 





Zu den entsprechenden Punkt- 
rethen von swei congruenten Punkt- 
feldern @, w’ gehiren immer 207 
Normalenazen. 

Diese erfiillen im Allgemeinen 
ein Strahlenbiindel; wenn aber a 
und @° durch eine Spiegelung an 
einer Ebene in einander tibergehen, 
so bilden sie das zu dieser Ebene 
gehorige Strahlenfeld. 


Wir wollen ferner auch fiir die oben mit m bezeichneten Ebenen 
und fiir die mit 0 bezeichneten Punkte besondere Benennungen ein- 


fiihren: 


Wir nennen Mittelebene der 
congruenten Punktfelder o, ’ die 
Ebene eines jeden Strahlenbiischels, 
das von szugehdrigen Mittelstrahlen 
gebildet wird. 


Wir nennen Centralpunki der 
congruenten Punktfelder @, a’ den 
Punkt eines jeden Strahlenbiischels, 
das von zugehirigen Normalenaxen 
gebildet wird. 


Nun kénnen wir weiter aussagen: 


Zu zwei congruenten Punkt- 
feldern w, w' gehirt im Allgemeinen 
nur eine einzige Mittelebene. Nur 
wenn @ und a’ durch eine Spiegelung 
an einem Punkt in einander iiber- 
gehen, gibt es ihrer umendlich 
viele: Dann némlich ist jede Ebene 
dieses Punktes eine Mittelebene von 
@ und a’. 





Zu zwei congruenten Punkt- 
feldern a, w' gehirt im Allgemeinen 
nur ein einziger Centralpunkt. Nur 
wenn @ und ’ durch eine Spiegelung 
an einer Ebene in einander tiber- 
gehen, gibt es <threr unendlich 
viele: Dann néimlich ist jeder 
Punkt dieser Ebene ein Central- 
punkt von @ und @’. 


Da die beiden genannten Ausnahmen nicht gleichzeitig auftreten 


kénnen, so hat man drei Méglichkeiten: Entweder es gibt eine 
Mittelebene und einen Centralpunkt; oder es gibt eine Mittelebene 
und oo? Centralpunkte; oder endlich es gibt co? Mittelebenen und 
Fiir alle drei Faille gilt der Satz: 


einen Centralpunkt. 











I, Geometrisches. 


§ 4, 459 


Jede Mittelebene der congruenten Punktfelder @, a’ liegt mit jedem 


Centralpunkt vereinigt. 


Wegen spiiterer Anwendungen heben wir aus dem iiber Mittel- 
ebene m und Centralpunkt 0 Gesagten noch das Folgende heraus: 


»Das Punktfeld @ kann mit 
dem congruenten Punktfeld @’ 
immer durch eine Spiegelung an 
der Ebene m und durch eine 
vorhergehende oder nachfolgende 
Drehung um eine Axe s zur 
Deckung gebracht werden, die auf 
der Ebene m im Punkte o senk- 


» Wenn der Centralpunkt o im 
Endlichen liegt, so kann das Punkt- 
feld @ mit dem congruenten Punkt- 
feld w’ durch eine Spiegelung an 
dem Punkt o und durch eine 
vorhergehende oder nachfolgende 
Drehung um eine durch 0 gehende 
Axe zur Deckung gebracht werden.“ 








recht steht.‘ 





In der Mehrzah] der hier angegebenen Sitze tritt ein eigenthiim- 
licher Parallelismus hervor, dem wir auch fernerhin mehrfach be- 
gegnen werden; Mittelpunkt und Normale einer Sehne, Umschraubung 
und Drehung, Spiegelung an einem Punkt und Spiegelung an einer 
Ebene erscheinen als stellvertretende Begriffe. Dieser Parallelismus 
ist aber nicht vollstindig, wie die beiden letzten einander gegeniiber- 
gestellten Sitze zeigen. 

Dem Grund der genannten merkwiirdigen Erscheinung kénnen 
wir hier nicht nachgehen. Er liegt in dem dualistischen Charakter 
der sogenannten Nicht -Euklidischen Geometrie, und in der Natur des 
Grenziibergangs, durch den man von dieser verallgemeinerten Geometrie 
aus zur gewohnlichen Geometrie herabsteigt. — 

Neben die hier durchgefiihrte Untersuchung der Mitten der Sehnen 
vax’, die zu zwei congruenten Punktreihen g, g’ oder Punktfeldern 
@, @° gehdren, stellt sich eine entsprechende Untersuchung der un- 
endlich fernen Punkte der Sehnen. Dieser Gegenstand soll kiirzer 


behandelt werden, da wir fernerhin nicht néthig haben werden, auf 
ihn zuriickzugreifen. 


Die wnendlich fernen Punkte der zu zwei congruenten Punktreihen 
9,9  gehorigen Sehnen xx’ erfiillen entweder eine unendlich ferne 


Gerade g, oder sie vereinigen sich in einem und demselben Punkt. 


Die Gerade g ist die zu der oben genannten Normalenaxe 
h senkrechte unendlich ferne Gerade. In dem Ausnahmefall, in dem 
die Sehnen zw’ alle zu einander parallel sind, haben wir zwei, oder, 
wenn man so will, drei Méglichkeiten. Entweder kann g mit g’ durch 
eine Schiebung zur Deckung gebracht werden, oder durch eine Spiege- 
lung an einer Ebene, oder endlich, es sind beide Arten der Ueber- 
fiihrung neben einander mdglich, 


31* 
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Die unendlich fernen Punkte der zu zwei congruenten Punktfeldern 
@,@' gehdrigen Sehnen xx’ erfiillen entweder die ganze wnendlich ferne 
Ebene, oder eine wnendlich ferne Gerade, oder endlich, sie vereinigen 
sich in einem und demselben Punkt. 

Der zweite Fall, in dem die Sehnen xz’ alle zu einer Ebene ¢ 
parallel sind, kann auf zwei wesentlich verschiedene und als gleich 
allgemein anzusehende Arten zu Stande kommen.*) 

a) Die Projectionen von @ und w’ auf die Ebene ¢ sind congruent 
(congruente Punktfelder). 

@ kann mit @’ zur Deckung gebracht werden durch eine Drehung 
um eine zu ¢ senkrechte Axe, die @ und w’ in einem beiden Punkt- 
feldern entsprechend gemeinsamen Punkt o trifft. 

@ kann ferner mit w’ zur Deckung gebracht werden durch eine 
Spiegelung an einer gewissen Ebene des Punktes 0, und durch eine 
vorhergehende oder nachfolgende Drehung um die auf dieser Ebene 
im Punkte o errichtete Senkrechte. 

b) Die Projectionen von @ und @’ auf die Ebene ¢ sind symmetrisch 
(spiegelbildlich-gleiche Punktfelder). 

@ kann mit ’ zur Deckung gebracht werden durch eine Schraubung, 
deren Axe zur Schnittlinie von @ und @’ parallel ist, und folglich 
und @’ in einem beiden Punktfeldern entsprechend gemeinsamen un- 
endlich fernen Punkt trifft. 

@ kann mit w’ ferner zur Deckung gebracht werden durch eine 
Spiegelung an einer zu ¢ senkrechten Ebene m und durch eine vorher- 
gehende oder nachfolgende Schiebung in der Richtung der Schnitt- 
linie von m und «. 

Aus den Eigenschaften der beiden Fille a) und b) nimmt Theil 
der Fall 

c) Die Ebenen w und @’ stehen auf der Ebene « senkrecht. — 

Wenn endlich die Sehnen zz’ alle zu einander parallel sind, so 
hat man wiederum zwei, bez. drei Méglichkeiten. Entweder, m geht 
in @’ durch eine Schiebung iiber, oder durch eine Spiegelung an einer 
Ebene durch die Schnittlinie (@, @’), oder endlich, man kann @ auf 
jede der beiden genannten Arten mit ’ zur Deckung bringen. — 

Man ziahlt leicht die Constanten ab, von denen zwei congruente 
Punktreihen oder Punktfelder abhiingen, die sich in einer der im 
gegenwartigen Paragraphen untersuchten besonderen Lagen befinden. 





*) S. Mébius, Ges. Werke, Bd. 1, S. 550 u. ff., wo indessen die Unter- 
suchung nicht so weit durchgefiihrt wird, wie hier. 
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§ 5. 
Die Bewegungen im Raume. 


Im Raume ist jede Bewegung eine Schraubung: Sie kann 2zu- 
sammengesetzt werden aus einer Drehung um eine gewisse Axe » und 
aus einer vorhergehenden oder nachfolgenden Schiebung in der Rich- 
tung dieser Axe. Der Winkel der Drehung ist bereits gelegentlich 
Schraubungswinkel genannt worden. Er werde mit 2@ bezeichnet. 
Die Lange der Strecke, um die irgend ein Punkt der Schraubenaxe 
fortriickt, nennen wir Schraubungshdhe; wir bezeichnen sie mit 27. 
Beide Gréssen betrachten wir nicht als absolute Zahlen, sondern als 
positiver und negativer Werthe fiahig, wobei iiber das Vorzeichen 
durch Richtung und Drehungssinn der Axe m entschieden wird. Die 
Richtung einer Geraden » kann beliebig gewihlt werden; dann aber 
soll der positive Drehungssinn etwa der sein, den die Bewegung des 
Uhrzeigers fiir einen Beobachter angibt, der nach dem in positiver 
Richtung unendlich entfernten Punkt der Geraden hinblickt. 

Unter den co® Bewegungen des Raumes haben wir die folgenden 
auszuzeichnen: 

Die co Umschraubungen, Schraubungen mit dem Schraubungs- 
winkel 2#=—=2R. Es sind das die Bewegungen, von denen die un- 
endlich fernen Punkte involutorisch unter einander vertauscht werden. 
Eine Umschraubung ergibt, zweimal hinter einander ausgefiihrt , eine 
Schiebung in der Richtung der Schraubenaxe, um eine Strecke gleich 
der doppelten Schraubungshéhe. 

Die «* Drehungen, Bewegungen, deren Schraubungshéhe gleich 
Null ist. 

Drehungen und Umschraubungen haben das gemeinsam, dass bei 
beiden co! Punkte und oo! Ebenen in Ruhe bleiben: Bei den Drehungen 
die simmtlichen Punkte der Schraubenaxe und alle zu dieser Geraden 
senkrechten Ebenen; bei den Umschraubungen alle Ebenen der Schrauben- 
axe, und die zu ihnen senkrechten unendlich fernen Punkte. 

Die oct Umwendungen, Bewegungen, die zugleich Drehungen 
und Umschraubungen sind. Sie bilden die Gesammtheit aller invo- 
lutorischen Bewegungen; sie kénnen passend auch ,,Spiegelungen an 
den Geraden des Raumes“‘ genannt werden. 

Endlich die co’ Schiebungen: Bewegungen, bei denen simmtliche 
unendlich fernen Punkte (alle Richtungen) einzeln in Ruhe bleiben. 
Wir betrachten eine Schiebung in der Regel als einen Grenzfall einer 
Drehung, und sprechen in diesem Sinne von einer bestimmten Axe 
der Schiebung; wir meinen damit die zur Schiebungsrichtung senk- 
rechte unendlich ferne Gerade. Eine Schiebung kann aber auch als 
Grenzfall einer Schraubung angesehen werden, deren Schraubungs- 
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winkel verschwindet; bei dieser Auffassung wird als Axe der Schiebung 
irgend eine zur Schiebungsrichtung parallele Gerade zu bezeichnen 
sein. Die Schiebungen bilden fiir sich eine dreigliedrige Gruppe von 
vertauschbaren Transformationen, eine invariante Untergruppe der 
Gruppe aller Bewegungen. Die einzelne Schiebung ist bestimmt, wenn 
man einem gegebenen Punkt des Raumes einen beliebigen anderen 
zuordnet. — 

Der an die Spitze gestellte fundamentale Satz, dass jede Bewegung 
eine Schraubung ist, ergibt sich in der einfachsten Weise auf dem 
von H. Wiener gewiesenen Wege, indem man die Bewegungen durch 
zwei auf einander folgende Umwendungen ausdriickt. Andrerseits aber 
ist eben diese Darstellung einer Bewegung durch Umwendungen ein 
besonderer Fall von mehreren (im Ganzen vier verschiedenen) be- 
merkenswerthen allgemeineren Darstellungsarten einer Bewegung durch 
besondere Bewegungen. Wir fiihren hier, im Anschluss an die Ent- 
wickelungen des vorigen Paragraphen einen Theil der hierauf beziig- 
lichen Siitze, der fiir sich ein abgeschlossenes Ganzes bildet, der 
Uebersichtlichkeit halber zuniichst ohne Beweis an. Die Beweise 
(soweit solehe nach den Darlegungen des § 4 iiberhaupt noch er- 
forderlich sind) sollen dann zusammen mit mehreren Einzelheiten, 
deren sofortige Angabe hier nur stérend wirken wiirde, ihren Platz 
im nachsten Paragraphen finden. — 

Wir betrachten zuerst wieder Mitte Z und Normalebene u einer Sehne 
ax’, zugleich auch Mittelstrahl und Normalenaxe von zwei ent- 
sprechenden Punktreihen g, g’, Mittelebene und Centralpunkt von 
zwei entsprechenden Punktfeldern @,@’. Dabei achten wir, um Weit- 
laufigkeiten zu vermeiden, immer nur auf solche Gebilde, die mit den 


ihnen durch die Bewegung S zugeordneten Gebilden nicht zusammen- 
fallen. 


Die Sehnenmitten erfiillen im | Die Normalebenen der Sehnen 
Allgemeinen den ganzen Punkt- | erfiillen im Allgemeinen den ganzen 
raum., Nur dann, wenn die Be- | Ebenenraum. Nur dann, wenn die 
wegung eine Umschraubung ist, | Bewegung eine Drehung ist, gehen 
liegen sie alle auf einer Geraden, | sie alle durch eine Gerade, die 
der Umschraubungsaxe. | Drehungsaxe. 


Genau entsprechend lauten die folgenden Siatze: 


Die Mittelstrahlen erfiillen im Die Normalenaxen erfiillen im 
Allgemeinen den ganzen Linien- | Allgemeinen den ganzen Linien- 
raum. Nur dann, wenn die Be- | raum. Nur dann, wenn die Be- 
wegung eine Umschraubung ist, | wegung eine Drehung ist, treffen 


treffen sie alle eine Gerade, die | sie alle eine Gerade, die Drehungs- 
Umschraubungsaxe. axe. 
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Ein drittes Paar von Siitzen aber, das sich auf Mittelebene und 
Centralpunkt von zwei congruenten Punktfeldern bezieht, lautet nicht 
ganz analog, und kann nicht eben so einfach ausgedriickt werden. 
Wir iiberlassen es dem Leser, sich aus dem Folgenden eine geeignete 
Formulirung zu entnehmen. — 

Neben den Sehnenmitten betrachten wir kurz die unendlich 
fernen Punkte der Sehnen, dann die beiden Ebenen, die den Winkel 
von zwei entsprechenden Ebenen u, u’ halbiren. 

Die unendlich fernen Punkte z der Sehnen zz;’ erfiillen im 
Allgemeinen die ganze unendlich ferne Ebene. Ausgenommen sind 
nur die Drehungen, und unter diesen wieder die Schiebungen. Bei 
einer allgemeinen Drehung liegen die Punkte z in der zur Drehungs- 
axe senkrechten unendlich fernen Geraden, bei einer Schiebung aber ver- 
einigen sie sich alle indem unendlich fernen Punkt der Schiebungsrichtung. 

Die beiden Winkelhalbirenden eines Ebenenpaars uw, w’ zeigen ein 
verschiedenes Verhalten. 

Die Projectionen der in den Ebenen u und wu’ gelegenen auf ein- 
ander bezogenen ebenen Systeme in der ,, Winkelhalbirenden erster Art‘ 
u bilden flaichengleiche gleichstimmig-affine, die in der ,, Winkel- 
halbirenden eweiter Art“ u ebenfalls fliichengleiche, aber ungleichstimmig- 
affine ebene Systeme. D. h., projicirt man etwa zwei entsprechende 
Kreise von « und «’ auf die Ebene @, so erhilt man flichengleiche, 
affin auf einander bezogene Ellipsen von demselben Drehungssinn, 
projicirt man sie dagegen auf die Ebene u, so entstehen ebensolche 
Ellipsen mit entgegengesetztem Drehungssinn. 

Die Winkelhalbirende erster Art durchliiuft im Allgemeinen den 
ganzen Ebenenraum, wenn man das Ebenenpaar uw, w’ alle méglichen 
Lagen einnehmen lisst. Ausgenommen sind nur die Umschraubungen: 
Bei ihnen stehen die Ebenen @ alle auf der Schraubenaxe senkrecht; 
sie bilden also nur ein Biischel von (paralleien) Ebenen. 

Die Winkelhalbirende zweiter Art ist zur Schraubenaxe parallel. 
Die Gesammtheit dieser Ebenen bildet also im Allgemeinen ein Ebenen- 
biindel. Ist aber die Bewegung eine Drehung, so bilden die Ebenen u 
nur ein Biischel: sie gehen alle durch die Drehungsaxe. Geht die 
Bewegung insbesondere in eine Schiebung tber, so fallen simmtliche 
Ebenen w mit der unendlich fernen Ebene zusammen. 

Zwischen den Sehnenmitten und den Winkelhalbirenden erster Art 
wird nun, ahnlich wie in der Geometrie der Ebene (§ 2) ein einfacher 
Zusammenhang hergestellt durch den folgenden Satz: 

Mit jeder Bewegung S, die keine Umschraubung ist, sind zwei 
vertauschbare affine Transformationen X,, X_ verkniipft, die hinter ein- 
ander ausgefiihrt, die Bewegung S erzeugen: 

T,T,— S—T,f,. 
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Sei niimlich x, x’ irgend ein Paar zugeordneter Punkte, und u, w 
irgend ein Paar zugeordneter Ebenen, so dass 
a{S}a', u{S}w’, 
so entspricht den Punkten x und x’ die Mitte x der Sehne xx’ in den 
Transformationen I, und T,-'; und zugleich entspricht den Ebenen u 
und u’ in den Transformationen I, und &,-! die Winkelhalbirende 
erster Art & von u und u’. In Zeichen: 


a{T,}Z{T} ao’, u{T} a {Tf w’.*) 

Wenn aber S in eine Umschraubung iibergeht, so arten die mit fT, 
und mit T,—' bezeichneten Punkttransformationen aus; die Transforma- 
tion &, also wird unbestimmt, als die Entgegengesetzte einer aus- 
gearteten Transformation ; ebenso arten T, und {,—', als Ebenentrans- 
formationen aufgefasst, aus, und die Ebenentransformation {, wird 
unbestimmt, Die Bewegung S kann jetzt nicht mehr in der genannten 
Weise erzeugt werden, 

Ein dem letzten Satze ganz tihnliches Theorem schliesst sich an 
die obigen Sitze (S. 462) rechter Hand an: 

Mit jeder Bewegung S, die keine Drehung ist, ist eine dualistische 
Transformation T verkniipft, die zweimal hinter einander angewendet, 
die Bewegung S erzeugt: 

S = T”, 

Sei niimlich wieder x, x’ irgend ein Paar entsprechender Punkte, 
so ist dem Punkt x die Normalebene u der Sehne xx’, und dieser 
Ebene wiederum der Punkt x‘ in einer und derselben dualistischen Trans- 
formation T zugeordnet. In Zeichen: 

aT} a{Th 2'.*) 

Zugleich entspricht natiirlich den Geraden g und g’ irgend eines 
Strahlenpaars die zugehérige Normalenaxe, und den Ebenen o, a’ 
irgend eines Paars zugeordneter Ebenen der zugehérige Centralpunkt 
in den Transformationen 7’ und J-'. 

Wenn die Bewegung S in eine Drehung iibergeht, so arten die 
Transformationen 7’ und 7’! aus, und die im Satze genannte Dar- 
stellung der Bewegung S wird unbrauchbar. 

Ausser den Transformationen {,, T,, 7’, 7-1 haben wir noch eine 
weitere bemerkenswerthe dualistische Transformation zu verzeichnen, 
eine involutorische Transformation : 


*) Die Transformationen &T, und {, kommen wohl zuerst bei Chasles vor 
(Bull. de Férussac, Sect. I, t. 14, 1831), dann bei Rodrigues (1840). Beide 
Autoren kennen aber nur die in der Formel links dargestellte Eigenschaft. Die 
Transformation 7’ hat Chasles zuerst betrachtet (1843), ohne doch die — aller- 
dings naheliegende — in der Gleichung S = T? ausgesprochene Eigenschaft her- 
vorzuheben. Wir legen auf diese Siitze besonderes Gewicht, weil sie gerade den 
Zusammenhang mit der ‘Theorie der quadratischen Formen vermitteln. 
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Mit jeder Bewegung S, die weder eine Umschraubung, noch eine 
Drehung ist, ist die dualistische Transformation %& eines Nullsystems 
verkniipft, dessen Hauptaxe die Axe der Schraubung S ist. 

In dieser Transformation entsprechen einander wechselweise: Mittel- 
punkt und Normalebene einer Sehne x x’ 9 Mittelstrahl und Normalen- 
axe gweier zugeordneter Punktreihen 9; g', Mittelebene und Centralpunkt 
eweier zugeordneter Punktfelder @, a 


Eine besonders wichtige Rolle spielt der mit unserem Nullsystem 
verkniipfte lineare Complex, der Ort aller Geraden also, die durch 
eine Sehnenmitte z hindurchgehen und in der zugehérigen Normalebene 
uw liegen. Er soll deshalb auch einen besonderen Namen erhalten: 
Wir wollen ihn den ,,Mittelcomplex“ der Bewegung S nennen. Wir 


mégen seine charakteristische Eigenschaft auf dreierlei Arten aus- 
sprechen : 


Der Mittelcomplex ist der Ort Der Mittelcomplex ist der Ort 
aller Mittelstrahlen, die auf den zu- | aller Normalenaxen, die von den zu- 
gehorigen Sehnen senkrecht stehen. | gehdrigen Sehnen geschnitten werden. 


Der Mittelcomplex ist der Ort aller Geraden, die gleichzeitig Mittel- 
strahl und Normalenaxe fiir dasselbe Paar zugeordneter Punktreihen 
9,g° sind. 

Diese Definition hingt nicht davon ab, ob das Nullsystem 3 
eine umkehrbare dualistische Transformation ist oder nicht, Artet W 
aus, so gilt dasselbe von dem Mittelcomplex: Er reducirt sich in 
jedem der beiden angegebenen Fille auf die Gesammtheit aller Geraden, 
die die Schraubenaxe der Bewegung S treffen. Bei einer Schiebung 
insbesondere besteht der Mittelcomplex aus allen Geraden senkrecht 
zur Schiebungsrichtung. Es mag gestattet sein, da, wo kein Miss- 
verstiindniss méglich ist, den Mitteleomplex durch dasselbe Zeichen YW 
darzustellen, wie das mit ihm verkniipfte Nullsystem. 

Die angefiihrten Sitze stehen im engsten Zusammenhang mit der 
Darstellung der Bewegung S durch gewisse besondere Bewegungen ; 
wir gelangen durch deren Betrachtung nicht allein zu einer vertieften 
Auffassung, sondern zugleich auch zu einer wesentlichen Erweiterung 
der bis jetzt gewonnenen Erkenntnisse. 


Jede Bewegung S kann auf oo Jede Bewegung S kann auf 
Arten erzeugt werden durch eine | o0o' Arten erzeugt werden durch 
Drehung und eine nachfolgende | eine Umschraubung und eine nach- 
Umschraubung. Der Drehungs- | folgende Drehung. Der Drehungs- 
axe ist die Umschraubungsaxe in | axe ist die Umschraubungsaxe in 
der affinen Transformation Z, zu- | der affinen Transformation Z,— 
geordnet. | zugeordnet. 
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Es geniigt, dem Satze links eine ausfiihrliche Erliuterung 
hinzuzufiigen. 

Wenn die Bewegung S nicht selbst eine Umschraubung ist, so 
kann man nach Belieben entweder die Drehungsaxe g oder die Um- 
schraubungsaxe g (den Mittelstrahl von g, g’) willkiirlich annehmen; 
dadurch sind dann Drehung und Umschraubung bestimmt. Nur die 
unendlich fernen Geraden kénnen weder als Axen von Drehungen, 
noch auch natiirlich als Umschraubungsaxen vorkommen. 


Wenn aber S eine Umschraubung ist, so treten folgende Besonder- 
heiten ein. 


Nimmt man als Drehungsaxe g eine im Endlichen gelegene Gerade, 
die die Schraubenaxe » von S nicht rechtwinklig kreuzt, so reducirt 
sich die zugehérige Drehung auf die identische Transformation, g fallt 
mit , und die zugehérige Umschraubung mit S zusammen. Ist aber 
g senkrecht zu n, so wird die zugehérige Drehung vidllig unbestimmt; 
die Axen g der den Drehungen um g entsprechenden Umschraubungen 
bilden ein Strahlenbiischel, dessen Mittelpunkt auf » liegt und dessen 
Ebene zu g senkrecht ist. Ferner kann als Drehungsaxe g jetzt auch 
jede unendlich ferne Gerade auftreten. Die zugehdrige Schiebung 
wird unbestimmt; die den einzelnen Schiebungen zugehérigen Um- 
schraubungsaxen g bilden ein Biischel von Parallelstrahlen, zu denen 
die Axe m gehért, und deren Ebene zu den g enthaltenden Ebenen 
senkrecht ist. Wenn aber insbesondere g selbst zu » rechtwinklig 
ist, so fallen die Axen g alle mit » zusammen. 


Umgekehrt kann man die Axe g der Umschraubung nur noch 
unter den Geraden willkiirlich wahlen, die die Axe mn treffen, Die 
zugehérige Umschraubung wird in allen Fillen unbestimmt. Schliessen 
m und g einen endlichen Winkel ein, so bilden alle zugehérigen 
Drehungsaxen g ein Biischel von Parallelstrahlen, die auf m und g 
senkrecht stehen. Sind m und g parallel, aber nicht identisch, so 
werden die zugehérigen Drehungen Schiebungen, deren Richtung der 
Ebene (g, ) angehdort; fallt endlich g mit m zusammen, so ist g ent- 
weder die zu m senkrechte unendlich ferne Gerade , und die zugehérige 
Drehung ist eine Schiebung in der Richtung von m; oder g ist eine 
beliebige Gerade des Raumes, und gehért zur identischen Trans- 
formation. — 


Dem letzten Doppelsatze stellt sich das folgende Theorem an 
die Seite: 

Jede Bewegung S kann auf oo' Arten erzeugt werden durch zwei 
aufeinanderfolgende Drehungen. Der Axe der ersten Drehung ent- 


spricht die Axe der zweiten Drehung in der dualistischen Trans- 
formation T. 
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Im Allgemeinen kann man irgend eine der beiden Drehungsaxen 
im Endlichen oder auch unendlich fern beliebig annehmen; dadurch 
sind dann beide Drehungen bestimmt. Eine Ausnahme hiervon bildet 
nur der Fall, in dem S selbst eine Drehung ist. Nimmt man hier fiir 
die eine der in Rede stehenden Drehungsaxen eine Gerade, die die 
Axe n von S§ nicht trifft (wenn S eine Schiebung ist, eine Gerade, 
die zur Schiebungsrichtung nicht senkrecht ist), so reducirt sich die 
zugehérige Drehung auf die identische Transformation, und die andere 
Drehung’ fallt mit S selbst zusammen. Wenn aber die eine Drehungs- 
axe die Gerade n trifft, so wird die zugehérige Drehung unbestimmt; 
die Axe der anderen Drehung gehért dann einem bestimmten Strahlen- 
biischel an, das auch die Gerade » selbst enthilt. Wenn endlich die 
angenommene Drehungsaxe mit S zusammenfiallt, so hat man als 
zugehérige Drehung entweder eine von S verschiedene Drehung an- 
zunehmen — dann fiallt die zweite Drehungsaxe ebenfalls mit » zu- 
sammen — oder die zu der gegebenen Axe gehérige Drehung ist S 
selbst — dann wird die Axe der anderen Drehung véllig unbestimmt. — 

Von den hier besprochenen Darstellungen einer Bewegung durch 
specielle Bewegungen gelangen wir nun zu nicht minder bemerkens- 
wertben Darstellungen von noch speciellerem Charakter, wenn wir 
verlangen dass zuniichst eine unserer besonderen Bewegungen sich 
auf eine Umwendung reducirt.‘ 

Vorausschicken mégen wir eine Bemerkung, die sich auf ganz be- 
liebige Gruppen von solchen Operationen bezieht, die sich paarweise 
als entgegengesetzte zusammenordnen lassen. ,,Sind S, und S, irgend 
zwei Operationen einer derartigen Gruppe, so sind die Producte S, 8, und 
S,S, innerhalb der Gruppe gleichberechtigt“ oder anders ausgedriickt: 

»lst S—S,-S,, so kann man auch setzen S=S,-S, und 
S = S,-8,', wobei S, und S,’, 8, und S, innerhalb der Gruppe gleich- 
berechtigt sind. 

Wir zeichnen nur besondere Fille dieses unmittelbar einleuchtenden 


allgemeinen Satzes aus, wenn wir die folgenden Thatsachen hervor- 
heben : 


» Wenn eine Umschraubung zu- 
sammen mit einer vorhergehenden | men mit einer vorhergehenden 
(nachfolgenden) Drehung die Be- | (nachfolgenden) Umschraubung die 
wegung S erzeugt, so erzeugt die- , Bewegung S erzeugt, so erzeugt 
selbe Umschraubung die Bewegung | dieselbe Drehung die Bewegung S 
S auch zusammen mit einer nach- | auch zusammen mit einer nach- 
folgenden (vorhergehenden) Dre- | folgenden (vorhergehenden) Um- 
hung. schraubung. 

Der Drehungswinkel ist beide- Die Schraubungshohe ist beide- 
mal derselbe.‘ | mal dieselbe.“ 


»,Wenn eine Drehung zusam- 
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»Wenn eine Drehbung zusammen mit einer anderen vorhergehenden 
(nachfolgenden) Drehung die Bewegung S erzeugt, so erzeugt die- 
selbe Drehung die Bewegung auch zusammen mit einer nachfolgenden 
(vorhergehenden) Drehung, die denselben Drehungswinkel hat, wie 
jene.“ 

Diese im Grunde selbstverstindlichen Bemerkungen enthalten die 
Erklarung dafiir, dass in den folgenden Siitzen das mit Y, zu be- 


zeichnende Gebilde auf mehrere verschiedene Arten hervorgebracht 
wird. 


Jede Bewegung S kann noch | Jede Bewegung S kann noch 
auf oo® Arten erzeugt werden durch | auf co* Arten erzeugt werden durch 
eine Drehung und eine darauf- | eine Umwendung und eine darauf 
folgende Umwendung. folgende Drehung. 


Der Ort der Umwendungsaxen ist der Mittelcomplex 3%. Der Ort 
der Drehungsaxen ist im Allgemeinen ebenfalls ein linearer Complex 
Y,, dessen Hauptaxe wiederum die Schraubenaxe von S ist. 


Zu diesem Satze kommen wir auf zwei verschiedenen Wegen: 
Kinmal, indem wir von der Darstellung einer Bewegung durch eine 
Drehung und eine Umschraubung ausgehen, durch die Forderung, 
dass die Umschraubung sich auf eine Umwendung reduciren soll; 
zweitens von der Darstellung der Bewegung durch zwei Drehungen 
her, indem wir verlangen, dass die eine Drehung eine Umwendung 
wird. Wir haben demnach die folgenden besonderen Fille zu unter- 
scheiden: 


1) Wenn die Bewegung S eine Umschraubung, nicht aber zugleich 
eine Drehung ist, so reducirt sich der Mittelcoomplex Y3, wie gesagt, 
auf die Schraubungsaxe m; die Strahlen des Complexes Q%, aber sind 
die zu  senkrechten Geraden des Raumes, die Geraden also, die die 
zu » rechtwinklige unendlich ferne Gerade treffen. 

2) Wenn die Bewegung S eine Drehung, nicht aber zugleich eine 
Umschraubung ist, so bestehen beide Complexe Y%, Y8, aus den Geraden, 
die die Drehungsaxe  treffen, Ist S speciell eine Schiebung, so hat 
man noch die Besonderheit, dass jede Drehung, die zusammen mit 
einer Umwendung die Bewegung S ergibt, selbst eine Umwendung 
wird. 

3) Wenn die Bewegung S eine Umwendung ist, also Umschraubung 
und Drehung zugleich, so erleidet der letzte Theil unseres Satzes eine Aus- 
nahme. Die etwa linker Hand links genannte Drehung reducirt sich 
nimlich entweder auf die identische Transformation — dann ist ihre Axe 
eine ganz unbestimmte Gerade des Raumes — oder sie ist eine eigentliche 
Drehung — dann trifft ihre Axe die Umwendungsaxe » rechtwinklig. 
Die Drehungsaxen, zu denen ein endlicher Drehungswinkel gehdrt, 
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bilden also jetzt keinen Complex mehr, sondern nur noch ein Strahlen- 
system 1.0. 1. Cl. — 


Indem wir die Frage nach dem Ausdruck einer Bewegung durch 
eine Umwendung und eine Umschraubung tibergehen, steigen wir 
sogleich noch eine Stufe in der Allgemeinheit unserer Darstellungs- 
weise herab, indem wir verlangen, dass die im letzten Satze vor- 
kommenden Drehungen sich ebenfalls auf Umwendungen reduciren 
sollen. Da ergibt sich denn: 


Jede Bewegung S, die keine Schiebung ist, kann auf co? Arten 
erzeugt werden durch die Aufeinanderfolge von zwei Umwendungen. 

Ort der Umwendungsaxen ist ein Strahlensystem 1. 0., 1. Cl., der 
Durchschnitt der Complexe 8&8, X8,, niimlich das Normalensystem der 
Axe der Schraubung S. 

Je zwei zusammengehirige Umwendungsaxen schliessen den halben 
Schraubungswinkel & ein und schneiden auf der Schraubenaxe n von S 
die halbe Schraubungshihe yn ab. 


Wenn aber die Bewegung S eine Schiebung ist, so werden, wie 
bemerkt, die Drehungen des letzten Satzes von selbst Umwendungen; 
wir erhalten daher hinsichtlich der Schiebungen einen anderen Satz: 


Jede Schiebung kann auf oco* Arten durch die Aufeinanderfolge von 
zwet Umwendungen dargestellt werden. 

Ort der Umwendungsaxen ist der durch die unendlich ferne Drehungs- 
axe bestimmte lineare Complex. 

Je zwei zusammengehorige Umwendungsaxen laufen parallel neben 
einander her. Ihr Abstand ist, nach Richtung und absolutem Werth, 
die halbe Schiebungsgrisse. 


Auf die letzten Sitze griindet sich die wichtige, von Halphen 
und Burnside aufgefundene Construction fiir die Zusammensetzung 
mehrerer Bewegungen. 


Der Weg auf dem wir zu dieser Theorie kommen, ist weder so 
kurz, noch so bequem wie der, auf dem H. Wiener zu ihr gelangt 
ist; unsere Betrachtungsweise wiirde sich also nicht empfehlen, wenn 
es sich nur um die Zusammensetzung der Bewegungen handelte. In- 
dessen sind die allgemeineren Eigenschaften einer Bewegung, von 
denen wir ausgegangen sind, von nicht geringerem Interesse, als die 
Darstellung durch Umwendungen. 

Uebrigens lisst sich, wie beiliufig bemerkt werden mag, ein 
Zusammenhang zwischen beiden Theorien noch in anderer Weise her- 
stellen. Man kann nimlich die in § 4 an die Spitze gestellten Sitze, die 
Grundlage unserer weiteren Entwickelungen, sehr leicht mit Hiilfe 
von Umwendungen beweisen. Man kénnte also, wenn die Chrono- 








470 E. Srupy. Von den Bewegungen und Umlegungen. 


logie nicht im Wege stinde, die Chasles’sche Theorie auch als eine 
Weiterbildung der Theorie der Umwendungen auffassen. — 

In den hier zusammengestellten Siitzen waren es vor Allem die 
Umschraubungen und die Drehungen, dann in zweiter Reihe die Um- 
wendungen und Schiebungen, die die Ausnahmefille bezeichneten. Es 
verdient angemerkt zu werden, dass diese speciellen Transforma- 
tionen noch in anderer Beziehung eine Sonderstellung einnehmen, die 
vorziiglich bei einer umfassenden analytischen Behandlung des Gegen- 
standes hervortritt. Obne auf die leicht zu erérternden geometrischen 
Einzelheiten naher einzugehen, wollen wir noch das Folgende hervor- 
heben: 

Die durch die Formel 


a{S}a' {S}a’{Sa".- 
definirte Reihe von Punkten x, x, x", x'",... liegt bei einer allgemeinen 
Bewegung S nicht in einer Ebene, und ebenso wenig geht die Reihe 
der Ebenen u, uw’, u', uw”, ..., die durch die Formel 


w{S}w {Shu {S}w”.. 
definirt wird, durch einen und denselben Punkt. 

Nur wenn S eine Drehung oder eine Umschraubung ist, liegen die 
Punkte x, x, x’, a", in einer Ebene, und nur in diesen Fiillen gehen 
die Ebenen u, wu", w”,... alle durch einen Punkt. 

Und nur dann, wenn S eine Umwendung oder eine Schiebung ist, 
liegen die genannten Punkte alle in einer Geraden, und nur dann gehiren 
die genannten Ebenen alle demselben Biischel an. 

Vorausgesetzt ist natiirlich eine hinreichend allgemeine Wahl des 
ersten Punktes x und der ersten Ebene wu. 


§ 6. 
Fortsetzung: Der allgemeine Fall einer Bewegung im Raume. 


Wir haben im vorigen Paragraphen eine Reihe der wichtigsten 
Siitze iiber die Bewegungen im Raume zusammengestellt, mit voll- 
stiindiger Beriicksichtigung der Ausnahmefille. Nunmehr wollen wir 
den inneren Zusammenhang dieser Siitze und verschiedene daran sich 
anschliessende Betrachtungen darlegen; dabei wollen wir uns aber auf 
den allgemeinen Fall beschrinken, um nicht zu sehr in Weitliufig- 
keiten zu gerathen. Wir setzen also hier ausdriicklich voraus, dass die 
Bewegung S weder eine Drehung, noch eine Umschraubung ist. 

Man iiberzeugt sich sofort davon, dass bei dieser Annahme die 
Sehnenmitten thatsichlich den ganzen Punktraum, und die Normal. 
ebenen der Sehnen ebenso den ganzen Ebenenraum erfiillen, und dass 
eben die Umschraubungen und Drehungen die Ausnahmefiille bilden, 
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Betrachten wir nun drei Punkte 2, 2’, x", die in der Beziehung 
(1) a {S\ ai {8} a" 
stehen, ferner die Mitten % und % der Sehnen x2’ und 2’ x”, und die 
Normalebenen % und w dieser Sehnen, so haben wir zugleich 
(2) z{S}z und a{S}w. 

Nunmehr kénnen wir zwei affine Transformationen &,, T, durch 


die Formel x{&,}%{X,} 2’, und eine dualistische Transformation 7’ 
durch die Formel « {7'} u definiren. Wir finden dann sofort 


(3) 2 {Z,}a{T,} aw {Tp ALT} 2”, 

(4) w{Tputly aw {T}w{T}a’, 

woraus sich die Formeln S =, T,—=—T,T, — TZ? ergeben. Da Z 
und « immer vereinigt liegen, so wird durch die Zuordnung 
%{%W}a ein Nullsystem Y8 definirt; man hat also 

(5) HAW} u{WHE; 

zugleich ergibt sich der bemerkenswerthe Satz: 

Die beiden affinen Transformationen &, und FT, lassen sich aus 
den dualistischen Transformationen T und X zusammensetzen: 
(6) T=—=TB, T— WT. 

Die dualistischen Transformationen Z' und Y erzeugen, in un- 
begrenzter Wiederholung hinter einander angewendet, eine Gruppe 
von unendlich vielen discreten collinearen (insbesondere affinen) und 
dualistischen Transformationen, deren Zusammensetzung durch die 
beiden symbolischen Gleichungen ausgedriickt wird 
(7) Wel, BW—_ BT. 

Wir erweitern nun unsere Figur dadurch, dass wir ein Paar ent- 
sprechender Punktreihen g, g’ hinzufiigen, die bez. die Punkte x und 
x enthalten sollen. Dann geht der Mittelstrahl g von g und g’ durch 
die Sehnenmitte Z, und die Normalenaxe h liegt in der Normalebene 
u. Es gelten die weiteren Formeln: 


(8) ITH OT IGT, G{THAT HY, 
GAW} {WH G- 
Die Punktreihe g kann, nach den Siitzen des § 4, mit g’ sowohl 
durch eine Umschraubung um die Axe g, als auch durch eine Drehung 


um die Axe A zur Deckung gebracht werden. Die Bewegung S kann 
also erzeugt werden: Erstens durch eine gewisse Drehung um die 
Axe g, und eine darauf folgende Umschraubung um die Axe 9; 








472 E. Srupy. Von den Bewegungen und Umlegungen. 


zweitens durch die nimliche Umschraubung um g und eine darauf 
folgende Drehung um g’; drittens durch eine Drehung um die Axe g, 
und eine darauf folgende Drehung um h; endlich durch die Drehung 
um h und eine darauf folgende Drehung um g’. 


Da irgend eine der vier Geraden g, g', 9, h als eine ganz beliebige 
Gerade des Raumes angesehen werden kann, und da durch deren 
Wahl jede einzelne der besprochenen Zerlegungen von S viollig be- 
stimmt ist, so kénnen alle diese Zerlegungen auf oo* Arten ausgefiihrt 
werden. 

Wir erhalten nun eine Zerlegung von S in Bewegungen specielleren 
Charakters, wenn wir zuniichst verlangen, dass entweder die Um- 


schraubung um die Axe g oder die Drehung um die Axe h sich auf 


eine Umwendung reducirt. Beidemal folgt, dass g mit h zusammen- 
fallen muss, dass diese Gerade durch den Punkt % geht und in der 
Ebene w liegt, oder dass sie ein Leitstrahl des Nullsystems YW, ein 
Strahl des Mitteleomplexes ist. Der Ort der zugehérigen Drehungs- 
axen g und g ist dann natiirlich ebenfalls ein linearer Complex %,. 
Wir kénnen daher einen im vorigen Paragraphen (S. 468) ausge- 
sprochenen Satz wie folgt vervollstaindigen: 

Durch die vier Transformationen T,—', T,, T—', T geht aus dem 
Nullsystem B& ein und dasselbe neue Nullsystem YW, hervor. 

Die Leitstrahlen von 8, sind die Azen aller der Drehungen, die 
mit einer vorhergehenden oder nachfolgenden Umwendung zusammen die 
Bewegung S erzeugen. 


(9) =F, BI, = TRT-, 
BW, — FT, 1 RWI, —= THT, 

Bezeichnen wir mit v und v die beiden Ebenen der Punkte x 
und 2’, die aus der Normale @ der Sehne xz’ durch die Transforma- 
tionen {,—' und {, hervorgehen*), so gehen diese selben Ebenen 
aus der Sehnenmitte Z durch die Transformationen 7— und TJ hervor. 
Wir koénnen also zu den Formeln (3) und (4) jetzt die folgenden fiigen: 


(10) o{Z,} u{T,} ov {T,} w {Z} 0”, 
(11) o{T2{ T}v{T} z% {T}v". 
Die Ebene w’ ist also die Normale der Sehne ZZ’, wahrend uw und 


w auf den beiden anderen Seiten Z2’ und 2'z’ des gleichschenkligen 
Dreiecks %x’Z’ in den Endpunkten Z und Z’ senkrecht stehen. Hieraus 


(W’—1). 


*) Wir haben in § 5 fiir die Normale der Sehne wa’ die Bezeichnung @ und 
nicht die im gegenwiirtigen Zusammenhang niiherliegende Bezeichnung 7 ge- 
braucht, aus einem Grunde, der spiiter von selbst einleuchten wird. 
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aber folgt ein im vorigen Paragraphen hervorgehobener wichtiger Satz: 
Die Ebene v’ ist eine der beiden Ebenen, die den Winkel von u und 
W halbiren. [Vgl. den Nachtrag auf S. 565]. 

Die Punkte x, x’, x” sind die Nullpunkte der Ebenen v, v’, v” 
in dem Nullsystem %,. Wir erweitern nun unsere Figur wiederum, 
indem wir die Nullpunkte p, p’, p” derselben Ebenen in Bezug auf 
das Nullsystem Q$ hinzufigen. Dann ist z. B. p’ der Fusspunkt des 


von % oder % auf v’ gefallten Lothes, und zugleich die Mitte der Sehne 
x. Wir haben also die Formeln 


a{W po us. ft, p{Who us. f, 
p{Tfa{T} vp {LT} a {I} yp’, 
PAT FDAT SP {Tp {Up e". 
Man entnimmt daraus die erste Hilfte des Satzes: 


Das Nullsystem X wird durch die beiden Transformationen f&, 
und Z,—! in ein und dasselbe neue Nullsystem BW, Cageewe, dessen 
Hauptaxe wiederum die Axe der Schraubung S ist. 


(12) 





ao oo ae eee 


W, — TWIT, — GTA BIB 


In dem Nullsystem 2%, entsprechen sich namlich die Ebene % und 
der Punkt . Indem wir die zweite Halfte des Satzes, deren Richtig- 
keit alsbald von selbst einleuchten wird, tibergehen, bemerken wir 
noch: 


Die Nullsysteme Y8, und YW, werden durch die dualistische Trans- 
formation des Nullsystems Y& wnter einander vertauscht. In Zeichen: 


(14) WW, — WB, W, W —= WW,. 


Betrachten wir nun unter allen Strahlen des Biischels (2, v), 
also unter allen durch « gehenden oder in v liegenden Leitstrahlen 
des Complexes ¥8, insbesondere die Gerade 1, die zugleich ein Leit- 
strahl des Complexes Y8 ist, d. h., die Verbindungslinie der Punkte 
a und p — und nennen wir entsprechend / und 1’ die Verbindungs- 
linien Zp und 2p’, so kommen wir zur Darstellung von S durch 
zwei auf einander folgende Umwendungen: Einmal kann S erzeugt 
werden durch die Umwendung um / und eine darauf folgende Umwendung 
um J, das andere Mal durch die Umwendung um / und eine nach- 
folgende Umwendung um l’. Hieraus folgt, dass 1, 1, l’ von einer 
und derselben Geraden n, der Schraubenaxe von S, in gleichen Ab- 
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stinden 4 senkrecht getroffen werden, dass J’ und / ebenso wie 
1 und 2’ den halben Schraubungswinkel @ einschliessen, u. s, w. Zu- 
™ gleich erhailt man den Satz, dass die 
Mal linearen Strahlencomplexe W, W,, BW, 
sich in einem und demselben Strahlen- 
system 1. Ord. 1.Cl. durchdringen, namlich 
in dem Normalensystem der Schrauben- 
axe m, die demnach die gemeinsame 
’ Hauptaxe der drei Nullsysteme W, %&,, W, 
ist. — Auf die sich hier natiirlich an- 
schliessenden metrischen Higenschaften 
der Transformationen 7, Wu. s. f., 
sowie der zugehdrigen Drehungen und 
Umschraubungen gehen wir fiir jetzt 
nicht ein. Wir werden im nichsten 
Paragraphen nur von einem bekannten 
einfachen Satz dieser Art Gebrauch zu machen haben, den man etwa 


in Herrn Reye’s Geometrie der Lage (2. Abtheilung, 10. Vortrag) 
nachlesen mag. 


zs s s 3S 








§ 7. 
Gruppen von collinearen und dualistischen Transformationen, 
die mit einer Bewegung im Raume verkniipft sind. 


Wir gelangen zu einem tiefer dringenden Verstindniss der in § 5 
und § 6 entwickelten Theorie, wenn wir, statt wie bisher eine ein- 
zelne Bewegung S ins Auge zu fassen, die Gesammtheit aller der Be- 
wegungen untersuchen, denen dieselbe Schraubenaxe zukommt. Dabei 
bietet sich von selbst die Betrachtung gewisser allgemeinerer Trans- 
formationen dar, die ebenfalls durch die gegebene Schraubenaxe be- 
stimmt sind. 

Wir beschrinken uns zuniichst auf den allgemeinen Fall, nehmen 
also an, dass die Schraubenaxe im Endlichen liegt. 


Alle Schraubungen um eine im Endlichen gelegene Axe n bilden 
eine zweigliedrige continuirliche Gruppe G, von vertauschbaren Trans- 
formationen. 

Ebenso einleuchtend ist der Satz: 

Durch die Axe n ist eine eingliedrige continuirliche Gruppe G, von 
affinen Transformationen bestimmt, némlich die Gruppe aller der affinen 
Transformationen, die das Normalensystem der Axe n in Ruhe lassen. 

Man erhilt die allgemeine Transformation von G,, wenn man 
irgend einem Punkt 2 des Raumes einen anderen «* derart zuordnet, 
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_ dass die Verbindungslinie x2* die Schraubenaxe » in einem Punkte o 
senkrecht trifft, und dass das Verhiltniss ox: 02* einen von der Lage 
von x unabhiingigen positiven oder negativen Werth 4 hat. 

Die Gruppen G, und G, durchdringen sich, ausser in der identischen 
Transformation, nur in der Umwendung i um die Axe n. 

Die Transformationen von G, und G, erzeugen zusammengesetet 
eine dreigliedrige einfach-transitive Gruppe G, von vertauschbaren affinen 
Transformationen, die das Normalensystem der Axe n ebenso trans- 
formiren, wie die Schraubungen der Gruppe G,. 

Man kann irgend einem im Endlichen und nicht auf der Axe n 
gelegenen Punkt des Raumes einen anderen Punkt von gleicher Eigen- 
schaft beliebig zuordnen; dadurch ist die allgemeinste Transformation 
t von G, bestimmt, und zwar eindeutig. Sie lasst sich offenbar in 
die Form setzen 


(1) t= Br=rB, 

sofern B eine Transformation von G, und r eine Transformation von 
G, bedeutet, und zwar ist dies noch auf zwei verschiedene Arten 
mdglich; ist die eine durch (1) dargestellt, so ist t = (BU) (Ur) die 
andere Zerlegung von t in eine Transformation von G, und eine Trans- 
formation von G,. 

Durch die Gerade n ist eine Schaar H, von oo! Nullsystemen w 
bestimmt: Die Gesammtheit aller der Nullsysteme, die die Axe n zur 
Hauptaxe haben. 

Diese oo! dualistischen Transformationen w bilden mit den Trans- 
formationen von G, zusammen eine Gruppe. 

Der erste Theil der Behauptung folgt aus den im vorigen Para- 
graphen erwahnten metrischen Kigenschaften des durch eine Bewegung 
S von G, bestimmten Nullsystems ¥. Um die zweite Hilfte des 
Satzes zu beweisen, nennen wir wieder r irgend eine Transformation 
von G,. Dann ist Wr eine dualistische Transformation, die jedem 
Punkt eine durch ihn hindurchgehende Ebene zuordnet, also wieder 
ein Nullsystem; wie man sofort sieht, ein Nullsystem der Schaar H,: 
(2) w= Wr=rsty., 

Zugleich ergibt sich eine bemerkenswerthe Eigenschaft unserer 
Gruppe G,, H,: Jede Transformation von G, wird durch alle Trans- 
formationen von H, mit ihrer entgegengesetzten vertauscht; in Zeichen 
(3) rw = wr, wr = rp. 

Besondere Beachtung verdient der Fall r=: Durch die Um- 
wendung U1 werden die Nullsysteme w der Schaar H, zu Paaren ge- 
ordnet, so dass immer zwei zusammengehdrige sogenannte conjugirte 
Nullsysteme (Nullsysteme in involutorischer Lage) sind; zwei solche 
Nullsysteme bestimmen mit 11 zusammen eine Gruppe von drei vertausch- 

32* 
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baren involutorischen Transformationen, indem immer zwei dieser 
Transformationen, hinter einander ausgefiihrt, die dritte ergeben. 

Da das Nullsystem Y und die Transformationen r von allen 
Schraubungen mit der Axe m in sich selbst tibergefiihrt werden, so 
folgt: 

Setet man irgend eine Transformation w der Schaar H, mit sdimmt- 
lichen Transformationen der Gruppe G, zusammen, so entsteht eine 
Schaar H, von 00? dualistischen Transformationen. Die Schaaren G, 


und H, bilden wiederum eine Gruppe, und zwar eine Gruppe von 
vertauschbaren Transformationen. 


In der That nennen wir S und B irgend zwei Schraubungen um 
die Axe n, so folgt sofort 


S.BWr=SB.Br=—=BBr.S8, 
SWr.BBr= SB =BRr.S8RWr. 


Schaaren H, giebt es oo', entsprechend den co! Nullsystemen 
w = Wr. Fassen wir alle diese Schaaren zusammen, so finden wir: 


Setzt man alle Transformationen der Schaar H, mit siimmilichen 
Transformationen der Gruppe G,, oder irgend eine Transformation w 
von H, mit siimmtlichen Transformationen der Gruppe G., zusammen, 
so entsteht eine Schaar H, von co*® dualistischen Transformationen t. 
Diese bilden mit den Transformationen von G, zusammen eine Gruppe. 

Die allgemeine Transformation der Schaar H, lautet 
(4) t= Bw=wB. 

Wir sehen nun zu, wie sich die Transformationen der Gruppe 
G,, H, gegeniiber den Transformationen dieser Gruppe selbst verhalten. 
Zunichst mégen wir, unter Anwendung der von Herrn §. Lie ge- 


brauchten Bezeichnungen, einen theilweise schon hervorgehobenen 
Satz wie folgt vervollstandigen: 


Die Gruppe G, der Schraubungen um die Axe n ist eine aus- 
gezeichnete Untergruppe der Gruppe G,, H,. Ausserdem sind die 
Gruppe G,, die Gruppe G,, H,, und natiirlich auch die Gruppe G, 
selbst invariante Untergruppen. 


Unterwerfen wir also die Transformationen der Schaar H, den 
Transformationen von G,, so bleiben sie in Ruhe. Unterwerfen wir 
sie den Transformationen von G,, so werden sie durch eine eingliedrige 
Gruppe unter einander vertauscht; und ganz in derselben Weise werden 
sie unter einander vertauscht, wenn wir sie den Transformationen von 
G, unterwerfen. Die Transformationen von H, werden ferner durch 
eine eingliedrige (nicht continuirliche) Gruppe unter einander ver- 
tauscht, wenn wir sie den Transformationen der erweiterten Gruppe 
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G,, H, unterwerfen; und genau ebenso werden sie durch die Trans- 
formationen von G,, H, selbst unter einander vertauscht. 


Die Transformationen der Schaar H, sind im Allgemeinen nicht 
vertauschbar; nur die Transformationen einer jeden Schaar H, sind 
unter sich vertauschbar. Diese Schaaren H, werden durch die Trans- 
formationen von G, und ebenso durch die Transformationen von G, 
unter einander vertauscht; sie werden ferner durch die Transformationen 
von G,, H, und ebenso durch die Transformationen von G,, H, unter 
einander vertauscht. 

Die co! Gruppen G,, H, sind also gleichberechtigte Untergruppen 
der Gruppe G,, H,. 

Von besonderer Wichtigkeit ist nun in unserem Zusammenhang 
der folgende Satz: 

Die Transformationen der Gruppe G, lassen sich in bestimmter 
Weise zu Paaren t,, t, ordnen. 

Je zwei zusammengehirige werden durch sdémmtliche Transforma- 
tionen der Schaar H, unter einander vertauscht: 


Ferner sind t,—'t, und t,t,-' (entgegengesetate) Transformationen der 
Gruppe G,; endlich ergeben t, und t, hinter einander ausgefiihrt eine 
Transformation von G,, eine Bewegung. 

Umgekehrt kann jede Schraubung um die Axe n auf co! Arten 
in zwei zusammengehiorige Transformationen von G, zerlegt werden. 

In der That, setzt man fiir ¢ irgend eine bestimmte Transformation 
von H,, und nimmt man etwa die erste der Formeln (5) als Definitions- 
gleichung zusammengehériger Transformationen t,, t,, so findet man 


sofort 
1 


1 
(6) t=—S*r, t—S*r, 


1 


sofern S” und r Transformationen von G, und G, bedeuten; daraus 
folgert man dann leicht die iibrigen im Satze angegebenen Beziehungen: 


t,t, = e, t, — =—_ Yr, t; ty = t,t, = 8. 

1 1 

Ist S gegeben, so ist S” natiirlich nur zweideutig bestimmt; ist S” 
1 

der eine Werth, so ist S” Wt der andere. Man erkennt leicht die geo- 
metrische Bedeutung der Transformationen t, und t,. Sei 22’ irgend 
eine Sehne, Z deren Mitte, und/ die von % auf die Axe n gefillte 
Senkrechte, sei ferner r =’ der Abstand der Punkte x und 2’ von 
der Axe und @ der Abstand eines Punktes 2* der Geraden 7 von 
der Axe n; so hat man «{t,}x* {t,} a’, t,t, = S; dabei hat das Ver- 
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hiltniss r : g einen von der Lage der Sehne xz’ unabhiangigen Werth 4. 
1 


Nimmt man je nach der Wahl der mit S” zu bezeichnenden Be- 
wegung, 4 = ab oder A= — —+_., s0 folgt der erste Theil des 


cos #? 
Satzes: 


Die in §5 und § 6 behandelten Transformationen T, und X, sind 
ein Paar zusammengehiriger Transformationen der Gruppe Gy. 

Ferner gehiren, wie gesagt, je zwei entgegengesetete Transforma- 
tionen von G, zusammen; jede Transformation von G, aber, d. h. jede 
Schraubung um die Axe n ist sich selbst zugeordnet. 

Endlich entnehmen wir der Formel (4) den Satz: 


Jede Transformation der Schaar H, ergibt, zweimal hinter einan- 
der ausgefiihrt, eine Transformation von G,, eine Bewegung. 

Umgekehrt kann jede Schraubung um die Axe n auf co! Arten 
durch Wiederholung einer dualistischen Transformation dargestellt werden, 
die der durch n bestimmten Schaar H, angehért. 

Man findet alle Transformationen ¢ von H,, die der Gleichung 
#? <= § geniigen, wenn man zuniachst irgend einer Normale / der Axe 


n die Normale / zuordnet, die 2 in den beiden Transformationen 
1 


S* entspricht, und nun einem Punkt von / eine Ebene von / zuweist: 
dadurch ist ¢ vollstindig bestimmt. 
Unter den Transformationen der Schaar H,, die eine gegebene 


Schraubung S erzeugen, befindet sich insbesondere die in §5 und § 6 
betrachtete Transformation T. 


In der That, nennen wir, wie bisher, Yi das zu dem Mitteleomplex 


von S gehérige Nullsystem, und nennen wir ft die Transformation 
von G,, die den beiden Gleichungen 


1 1 
(7) qt, =—s* R, TT, = S*R2 
geniigt, so finden wir sofort 
1 1 

(8) T=S*RBW— BS’ K-; 
zugleich ergibt sich von Neuem der in anderem Zusammenhang schon 
bewiesene Satz: 

Zu der durch eine Schraubung S der Gruppe G, bestimmten Schaar 
H,, gehort nicht nur das Nullsystem XY, sondern es gehdren dazu auch 
die in $5 und § 6 besprochenen Nullsysteme YW, und BW 


~L2- 


Man findet auf Grund der Formeln (9) und (13) des § 6: 
(9) Ws — M7 W — W R-2, 
(10) W, = WRK? = KR? R. a 
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Denken wir uns nicht, wie bisher, die Axe m gegeben, sondern 
eine Bewegung S der Gruppe G,, so kommen wir im Allgemeinen zu 
denselben Ergebnissen; denn durch S ist die Axe m und damit das 
ganze System der Gruppen G,, G,, G,, G,H,, G,H,, G, H, bestimmt. 
Besondere Verhiiltnisse treten aber ein, wenn S in eine Schiebung 
iibergeht, da dann die Axe » unbestimmt wird. Unsere Construction 
liefert in diesem Falle oo% verschiedene Zerlegungen von S in zwei 
zusammengehérige affine Transformationen t,, t,, und ebenso co® 
dualistisché Transformationen ¢, die zweimal hinter einander aus- 
gefiihrt, S erzeugen. Unter den co* Gruppen G,, die eine gegebene 
Schiebung enthalten, befinden sich insbesondere oo! Gruppen, die aus 
lauter Schiebungen bestehen. Die Gruppe G, ist in jedem dieser Fille 
die Gruppe aller Schiebungen, die Transformationen der Schaar H, 
aber sind ausgeartet. 

Wir moégen die angestellten Betrachtungen noch nach einer an- 
deren Richtung hin erginzen, indem wir fragen, wann die Gruppe 
G, aus allen Bewegungen besteht, die mit einer bestimmten Trans- 
formation S von G, vertauschbar sind. 

Es ist leicht, zu entscheiden, unter welchen Bedingungen zwei 
Bewegungen S und B vertauschbar sind. Sei S zuniichst keine 
Schiebung, so muss die Axe der Schraubung B durch S in sich selbst 
iibergefiihrt werden; d. h. die Axe von B ist entweder identisch mit 
der Schraubenaxe von S, oder sie ist die zu ihr senkrechte unendlich 
ferne Gerade, oder S ist eine Umschraubung, und die Axe von S 
wird von der Axe von B getroffen. Geschieht dies in einem un- 
endlich fernen Punkte, so ist B eine Schiebung, und S und B sind 
nicht vertauschbar; geschieht es im Endlichen, so sind S und B 
Umwendungen, deren Axen sich rechtwinklig schneiden. Ist S eine 
Schiebung, so ist B entweder ebenfalls eine Schiebung, oder man 
kommt bei Vertauschung von S und B auf den schon behandelten Fall 
zuriick, Es gilt also der Satz: 

Sind zwei Bewegungen S und B vertauschbar, so sind sie entweder 
beide Schiebungen — oder sie sind beide Schraubungen um dieselbe 
Axe n — oder endlich, S und B sind Umwendungen um zwei Axen 
die sich rechtwinklig schneiden. 

Im letzten Fall ist die zusammengesetzte Transformation eine neue 
Umwendung um eine dritte, zu jenen beiden rechtwinklige Axe. 

Dem letzten Satze entnehmen wir nun die Antwort auf die vorhin 
aufgeworfene Frage. 

Ist S weder eine Umwendung noch eine Schiebung, so gibt es eine 
Schaar von co? Bewegungen B, die mit S vertauschbar sind; sie bilden die 
continuirliche Gruppe G,. Ist aber S eine Umwendung, so kommt eine 
zweite Schaar von oo? Bewegungen B (Umwendungen) hinzu, die mit G, 
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zusammen wieder eine Gruppe bilden; ist S endlich eine Schiebung, 
so gibt es cot mit S vertauschbare Bewegungen B, eine continuir- 
liche Gruppe: die Gruppe aller Schraubungen mit derselben Axen- 
richtung. (Vgl. § 9, 8. 486, Nr. 2). — 


§ 8. 
Der Sehnencomplex. — Unendlich kleine Bewegungen. 


Wir kehren nun zuriick zu den Betrachtungen des §6, um die 
dort untersuchte Zerlegung einer Bewegung S in eine Umschraubung und 
eine Drehung oder in zwei Drehungen noch nach einer anderen Richtung 
hin zu specialisiren. 

Wir setzen hier, wie in § 6, zunachst voraus, dass S weder eine 
Drehung noch eine Umschraubung ist. 

Man iiberzeugt sich sofort davon, dass die Gesammtheit der 
Sehnen xz eine Mannigfaltigkeit von co* Geraden, einen (speciellen 
tetraedralen) quadratischen Strahlencomplex bildet, der ebensowohl 
auch definirt werden kann als der Ort der Schnittlinien entsprechen- 
der Ebenen, oder als der Ort der Geraden, die von den ihnen durch 
S- oder S zugeordneten Geraden geschnitten werden, Wir wollen 
diesen Complex den Sehnencomplex der Bewegung S nennen. Ohne 
auf die sonstigen merkwiirdigen Eigenschaften dieses Complexes niher 
einzugehen*), wollen wir uns die Frage vorlegen, welche Besonder- 
heit die in § 6 behandelten Drehungen und Umschraubungen annehmen, 
wenn eine der mit g, g’, g, h bezeichneten Geraden ein Strahl des 
Sehnencomplexes wird. 

Lassen wir etwa die durch den Punkt Z hindurchgelegte Gerade 
g wit der Sehne xa zusammenfallen, so werden gleichzeitig auch die 
Geraden g, g’ und h Strahlen des Sehnencomplexes. Fiir g und g’ 


ist dies evident; h aber gehért dem Sehnencomplex an als Mittelstrahl 
der sich schneidenden entsprechenden Punktreihen (v, «) und (u, v’). 
S kann erzeugt werden: Erstens durch eine Umschraubung um g und 
durch eine vorhergehende Drehung um g oder eine nachfolgende 
Drehung um g’; zweitens durch eine Umschraubung um h und durch 
eine vorhergehende Drehung um (v, «) oder eine nachfolgende Drehung 
um (u,v); drittens durch eine Drehung um h und durch eine vor- 
hergehende Drehung um g oder eine nachfolgende Drehung um g’; 
endlich durch eine Drehung um g und eine vorhergehende Drehung 
um (v, «) oder eine nachfolgende Drehung um (#, v'). (Vgl. auch § 4, 


*) Vgl. Schénflies, Geometrie der Bewegung. 3. Capitel, $7. (8S. 109). 
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8. 455). Dabei ist g senkrecht zu (v, u), h, (wv, v') und ebenso h 
senkrecht zu g, g, g. Wir kommen so zu dem folgenden Satz, der 
eine Erginzung der in § 5 und § 6 angestellten Betrachtungen 
enthilt: 

Die Bewegung S kann auf oo Arten durch eine Umschraubung 
und eine vorhergehende oder nachfolgende Drehung in der Weise dar- 
gestellt werden, dass die Umschraubungsaxe und die Drehungsaxe sich 
schneiden. 

Die Bewegung S kann ferner auf oo* Arten in zwei auf einander 
folgende Drehungen zerlegt werden, deren Axen sich rechtwinklig kreuzen. 

Der Ort der Drehungs- wie der Umschraubungsaxen ist in jedem 
dieser Fiille der Sehnencomplex. 

Dieser Strahlencomplex wird also von jeder der affinen Trans- 
formationen &,, T, derart in sich selbst iibergefiihrt, dass je zwei 
einander zugeordnete Strahlen sich schneiden; und er wird von jeder 
der dualistischen Transformationen 7, Y derart in sich selbst tiber- 
gefiihrt, dass je zwei zugeordnete Strahlen sich rechtwinklig kreuzen. 

Die in der Ebene « gelegenen Strahlen unseres Complexes, die 
Verbindungssehnen entsprechender Punkte der Geraden (v, u), (u, v’) 


umhiillen eine Parabel, deren Scheiteltangente der Mittelstrahl h der 
Punktreihen (v, u) und (w, v’), und deren Brennpunkt der Punkt 
ist. Die Hauptaxe der Parabel ist die in § 6 betrachtete Gerade J, eine 
Winkelhalbirende der Geraden (v, %) und (WH, v’). 


Wir gehen auf die besonderen Vorkommnisse diesmal nicht weiter 
ein. Es mag geniigen, hervorzuheben, dass der Sehnencomplex beim 
Uebergang zu einer Umschraubung oder Drehung in zwei specielle 
lineare Complexe zerfallt — nimlich in das Secantensystem der 
Schraubenaxe und das Secantensystem der zu ihr senkrechten unend- 
lich fernen Geraden — und dass man als Sehnen im engeren Sinne 
im ersten Fall nur die Secanten der Umschraubungsaxe, im zweiten 
die zur Drehungsaxe senkrechten Geraden anzusehen hat, Eine Sonder- 
stellung nehmen dabei wieder die Umwendungen und die Schiebungen 
ein. — 

Wir betrachten nun den Sehnencomplex in seinen Beziehungen 
zu dem Mitteleomplex 8 der Bewegung. 

Gegeben sei eine im Endlichen gelegene Axe » und irgend ein 
nicht ausgeartetes Nullsystem YS, das die Gerade m zur Haupt- 
axe hat. 2 sei irgend ein nicht auf m gelegener Punkt, und 
w dessen Nullebene in Bezug auf ¥3; endlich sei s die im Punkte z 
auf der Ebene & errichtete Senkrechte. Nehmen wir nun auf s irgend 
ein Punktepaar 2, x an, dessen Mitte % ist, so kénnen wir durch die 











482 E. Stupy. Von den Bewegungen und Umlegungen. 


Formel {8} 2’ eine Schraubung mit der Axe » definiren, deren Mittel- 
complex der gegebene Complex Y% ist, und deren Sehnencomplex den 
Strahl s enthalt. Nehmen wir ferner auf s einen weiteren Punkt 2* 
an, so definirt die Formel 2{t}2* eine Transformation t der im 
vorigen Paragraphen besprochenen Gruppe G,. Unterwerfen wir nun 
das Punktepaar x, x’ simmtlichen Transformationen von G,, so erhalten 
wir simmtliche Punktepaare y, y’, die einander durch die Bewegung 
S zugeordnet sind (y{S}y’); aus s gehen also durch die Transforma- 
tionen von G, alle Strahlen des Sehnencomplexes hervor. Unterwerfen 
wir ferner das Punktepaar 2, z* allen Transformationen von G,, so 
erhalten wir ebenso alle Punktepaare y, y*, die der Bedingung 
y{t}y* gentigen. 

Den bei dieser Construction benutzten Strahl s kénnen wir als 
eine willktirliche Gerade des Raumes betrachten. Ist niimlich s ge- 
geben, so findet man sofort den Punkt % als den Fusspunkt der 
kiirzesten Verbindungslinie 7 von s und n; w ist dann die Ebene der 
Axe 1, die auf s senkrecht steht; damit ist aber auch das Nullsystem 
bekannt. 

Wir kénnen also die folgenden Sitze formuliren: 


m und s seien irgend zwei im Endlichen gelegene Gerade des 
Raumes, die einander weder schneiden noch rechtwinklig kreuzen. 
Unterwirft man dann die Gerade s allen Transformationen der durch 
die Axe n bestimmten Gruppe G,, so entstehen aus s alle Strahlen eines 
gewissen quadratischen Complexes. Dieser ist Sehnencomplex fiir eine 
continuirliche Schaar von oo! Bewegungen, die alle die Axe n zur 
Schraubenaxe haben, und denen ein und derselbe Mittelcomples: zu- 
kommt. 

Der quadratische Strahlencomplex ist ferner Ort der Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte und der Schnittlinien entsprechender Ebenen 
fiir eine continuirliche Schaar von co? Transformationen der Gruppe 
G, (eu denen jene co! Bewegungen gehiren). 

Ueberdies finden wir, indém wir unsern Satz theilweise umkehren 
und vervollstindigen: 


Ein gegebener linearer Complex ist Mittelcom plex von co! Bewegungen, 
die alle auch denselben Sehnencomplex haben. 

Diese Bewegungen bilden im Allgemeinen eine continuirliche Schaar 
(aber keine Gruppe). Nur dann, wenn der gegebene Complex aus allen 
Geraden besteht, die eine im Endlichen gelegene Axe n schneiden, zer- 
fallt die Schaar der zugehdrigen Bewegungen, niimlich in die Drehungen 
und die Umschraubungen um die Aze n. 


Wenn die Axe m ins Unendliche riickt, so kommen die Um- 
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schraubungen in Wegfall; man erhilt wieder eine continuirliche Schaar 
von Bewegungen, die nun auch eine Gruppe bilden. 

Von der gréssten Bedeutung ist bekanntlich ein besonderer, zuerst 
von Mébius aufgefundener Fall dieses Satzes, den wir so formuliren 
mogen : 

Mit jedem linearen Complex ist eine unendliche kleine Bewegung 
verkniipft, deren Mittelcomplex er ist, und wmgekehrt. 


Es ist nicht unsere Absicht, der hinreichend bekannten Theorie 
der unendlich kleinen Bewegungen eine eingehendere Darstellung zu 
widmen; wir verweisen auf die genannte Abhandlung von Chasles und 
auf die sich daran anschliessenden interessanten Arbeiten von Mann- 
heim, Ball, Schénflies und Anderen. Um die Ankniipfung zu 
erleichtern und zugleich um unsere eigenen ferneren Betrachtungen 
vorzubereiten, mag indessen das Folgende erwihnt werden. 

Gehen wir von einer endlichen Bewegung S zu einer unendlich 
kleinen tiber (etwa unter Festhaltung des Mittelcomplexes) so niahert 
sich die dualistische Transformation Z dem Nullsystem Y. In der 
Grenze fallen dann die von uns mit x, %, x bezeichneten Punkte zu- 
sammen, ebenso die Geraden g, 9, g’, die Geraden (v, «), (w, v’) und 
ibr Mittelstrahl, endlich die Ebenen v, u,v’. Stellt man also die 
unendlich kleine Bewegung durch zwei auf einander folgende Drehungen 
dar, so entsprechen sich deren Axen in dem Nullsystem ¥ wechsel- 
weise; die zugehérigen Drehungen sind selbst unendlich klein, und 
daher (wenn man nur auf Gréssen erster Ordnung achtet) vertauschbar. 

Mit jeder unendlich kleinen Drehung kann man sich eine Kraft, oder 
einen Linientheil im Sinne Grassmann’s verbunden denken, indem 
man auf der Axe der Drehung eine Strecke proportional dem Drehungs- 
winkel, in der durch den Sinn der Drehung bestimmten positiven 
Richtung abtrigt. Stellt man jede kleine Drehung als Folge von zwei 
Umwendungen dar, so sieht man, dass Drehungen, deren Axen sich 
schneiden, zusammengesetzt werden, indem man die zugehorigen Krifte 
oder Linientheile geometrisch addirt. Hieraus ergibt sich die Dar- 
stellung jeder unendlich kleinen Bewegung durch die geometrische 
Summe von zwei Kriiften oder Linientheilen, und der wichtige von 
Mobius entdeckte Satz: 

Unendlich kleine Bewegungen werden nach derselben Regel wie 
Krdftesysteme zusammengesetzt. — 

Jede unendlich kleine Bewegung erzeugt ,,durch unendlichmalige 
Wiederholung“ eine eingliedrige Gruppe von Bewegungen, deren Bahn- 
curven Schraubenlinien, Kreise oder gerade Linien sind. Das Ver- 
hiltniss der Schraubungshéhe 2 zu dem Schraubungswinkel 2@ ist fiir 
alle Transformationen einer solchen Gruppe constant. 











484 E, Srupy. Von den Bewegungen und Umlegungen. 


Man kann leicht alle unendlich kleinen Bewegungen finden, die 
eine gegebene endliche Bewegung S erzeugen, oder alle eingliedrigen 
Gruppen, denen S angehért. 

Ist S keine Drehung, so erhilt man unendlich viele discrete 
Gruppen, die alle zu der Schraubenaxe von S gehéren; ist S eine 
Drehung, aber keine Schiebung, so gibt es nur eine unendlich kleine 
Bewegung, die S erzeugt; ist endlich S eine Schiebung, so erhilt 
man unendlich viele discrete Schaaren von je oo* eingliedrigen 
Gruppen, deren jede S enthiilt; alle diese Schaaren durchdringen sich 
in der eingliedrigen Gruppe von Schiebungen, der S angehdrt. 


§ 9. 
Continuirliche Gruppen von Bewegungen. 


Es ist eine leichte Sache, nicht nur nach den Methoden des 
Herrn §S. Lie, sondern auch mit den Hiilfsmitteln der elementaren 
Geometrie, alle von infinitesimalen Transformationen erzeugten Gruppen 
von Bewegungen zu finden. Da wir im nichsten Abschnitt gelegentlich 
von diesen Gruppen zu reden haben werden, fiihren wir die Lésung der 
genannten Aufgabe hier in der Kiirze durch. 

Es handelt sich darum, die im vorigen Paragraphen besprochenen 
eingliedrigen Gruppen von Bewegungen auf alle méglichen Arten 
zu continuirlichen Schaaren zusammenzufassen, so dass jede Schaar 
wieder eine Gruppe bildet. 

Zuniichst bestimmen wir die Untergruppen der Gruppe der Be- 
wegungen in der Ebene, indem wir bemerken, dass das Vorhandensein 
von zwei unendlich kleinen Bewegungen, wenn der Mittelpunkt auch 
nur einer von ibnen im Endlichen liegt, das Vorhandensein aller Be- 
wegungen in einer Bewegungsgruppe nach sich zieht. Es gibt dem- 
nach nur drei Arten (Typen) von Untergruppen: 

1) Die Gruppe aller Drehungen um einen im Endlichen gelegenen 
Punkt (co? gleichberechtigte Gruppen). 

2) Die Gruppe aller Schiebungen in einer gegebenen Richtung 
(Grenzfall der vorigen, co! Gruppen). 

2) Die Gruppe aller Schiebungen (eine zweigliedrige invariante 
Untergruppe von vertauschbaren Transformationen). 

Betrachten wir zweitens die Gruppe aller Drehungen um einen 
festen Punkt im Raume, so findet sich ebenso, dass es nur einen Typus 
von (reellen) Untergruppen gibt, nimlich die Gruppe aller Drehungen 
um eine feste Axe durch jenen Punkt. Solcher Gruppen gibt es 
wieder co? gleichberechtigte. 

Um nun die Untergruppen der Bewegungen im Raume zu finden, 
beachten wir, dass aus jeder solchen GruppeG eine isomorphe Gruppe G’ 
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hervorgeht, wenn man statt jeder Transformation S der Gruppe eine 
Drehung S’ um einen im Endlichen gelegenen festen Punkt setzt, deren 
Axe parallel ist der Axe von S, und deren Winkel gleich ist dem 
Drehungswinkel von S. Wir kénnen somit, nach dem soeben von 
den Drehungen um einen festen Punkt Gesagten, drei Hauptfille 
unterscheiden: 

A) Die Richtungen (die unendlich fernen Punkte) werden null- 
gliedrig (gar nicht) transformirt. 

B) Sie werden eingliedrig transformirt. 

C) Sie werden dreigliedrig transformirt. 

A) Fihrt auf die sofort angebbaren Gruppen von Schiebungen. 

B) Die fragliche Gruppe G besteht aus Schraubungen, deren Axen 
simmtlich zu einander parallel sind. Wir beriicksichtigen, dass eine 
za den Schraubenaxen senkrechte Ebene « bei den Vertauschungen 
ihrer Normalen durch die Transformationen von G durch eine isomorphe 
Bewegungsgruppe G” transformirt wird, die mindestens eine eigent- 
liche Drehung enthalt. Die genannte isomorphe Gruppe G” ist also 
entweder eingliedrig oder dreigliedrig, nach dem vorhin iiber die Be- 
wegungen in der Ebene Gesagten. Ist sie eingliedrig, so ist G selbst 
eingliedrig oder zweigliedrig, da jede Transformation von G aus einer 
Transformation von G” und aus einer Schiebung senkrecht zur Ebene 
€ zusammengesetzt werden kann. Wir erhalten, also zwei Gruppen: 
Eine eingliedrige Gruppe von Schraubungen um eine Axe m, und die 
zweigliedrige Gruppe aller Schraubungen um die Axe n. 

Ist G” dreigliedrig, so ist G dreigliedrig oder viergliedrig. Nehmen 
wir zunichst an, G sei dreigliedrig, und nennen wir G, irgend eine 
eingliedrige Untergruppe von G, die einer Gruppe G,” eigentlicher 
Drehungen in G” entspricht. Dann erhalten wir bereits oo’ Trans- 
formationen von G, wenn wir G, allen den co? Transformationen von 
G selbst unterwerfen, denen in G” Schiebungen entsprechen. Weil 
aber jede Schraubung durch die Schiebungen in der Richtung ihrer 
Axe in sich selbst tibergeht, so kommt man zu denselben co‘ Trans- 
formationen, wenn man die Gruppe G, allen Schiebungen parallel zur 
Ebene « unterwirft. Daraus folgt, dass G aus allen Schraubungen 
besteht, deren Axen zur Ebene « senkrecht sind, und deren Schraubungs- 
héhe 2 zu dem Schraubungswinkel 2@ in einem gegebenen Verhiilt- 
niss steht. — Nehmen wir zweitens an, G sei viergliedrig, so besteht 
G iiberhaupt aus allen Schraubungen, deren Axen zur Ebene « senk- 
recht sind. 

C) Zu jeder vorgeschriebenen Richtung gehért mindestens eine 
eingliedrige Untergruppe von G, deren Axe jene Richtung hat. Wir 
behaupten zuniichst, dass G keine unendlich kleine Schiebung ent- 
halten kann. Das Auftreten einer solchen wiirde niimlich das Vor- 














486 E. Srupy. Von den Bewegungen und Umlegungen. 


handensein aller iibrigen Schiebungen nach sich ziehen, da die oo? 
Richtungen (die unendlich fernen Punkte) durch die Transformationen 
von G in allgemeinster Weise unter einander vertauscht werden. 
Dann aber erhielte man zu jeder vorgeschriebenen Axenrichtung sofort 
eine Drehung, und weiterhin entstiinden mit Hiilfe der Schiebungen 
iiberhaupt alle Bewegungen des Raumes. 

Wir betrachten nun zwei eingliedrige Gruppen G, und G,’ von G, 
deren Axen » und m’ sich rechtwinklig kreuzen oder schneiden. Unter- 
werfen wir G,’ einer in G, enthaltenen Umschraubung, so entsteht eine 
neue Gruppe G,”, deren Axe n” zu n’ parallel ist. Wiire die Gerade 
n” von m verschieden, so kénnte man aus G,’ und G,” eine unendlich 
kleine Schiebung ableiten; n” fallt also mit m’ zusammen. Das aber 
ist nur méglich, wenn » und m’ sich schneiden, und wenn G, die 
Gruppe aller Drehungen um die Axe ist. Dann ist natiirlich auch 
G, eine Gruppe von Drehungen, und G selbst ist die Gruppe aller 
Drehungen um den Schnittpunkt von » und n’. — 

Hiermit haben wir alle von (reellen) infinitesimalen Transforma- 
tionen erzeugten Bewegungsgruppen gefunden. Wir stellen sie kurz 
zusammen. [Vgl. S. 565}. 


Sechsgliedrige Gruppen. 
1) Die Gruppe aller Bewegungen. 


Viergliedrige Gruppen. 


2) Die Gruppe aller Schraubungen mit parallelen Axen. oo? gleich- 
berechtigte Gruppen. 


Dreigliedrige Gruppen. 


3) Die Gruppe aller Drehungen um einen im Endlichen gelegenen 
Punkt. co* gleichberechtigte Gruppen. 


4) Die Gruppe aller Schraubungen mit parallelen Axen, bei denen 
das Verhialtniss 4: von Schraubungshéhe und Schraubungswinkel 
einen constanten Werth k hat. co* Gruppen von denen je oo? gleich- 
berechtigt sind, entsprechend den verschiedenen Werthen von k. Jede 
ist invariant in einer Gruppe des Typus 2). Fiir k = 0 ergibt sich: 

4b) Die Gruppe aller Drehungen mit parallelen Axen, oder die 


Gruppe aller Drehungen um einen unendlich fernen Punkt, eine Aus- 
artung des Typus 3). 


5) Die Gruppe aller Schiebungen, also eine Gruppe von vertauschi- 
baren Transformationen. Sie ist invariant in 1) und 2); sie ist eben- 


falls ein Grenzfall der Gruppen vom Typus 4), entsprechend dem 
Werthe k = oo. 
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Zweigliedrige Gruppen. 
6) Die Gruppe aller Schraubungen um eine im Endlichen gelegene 


Axe mn. co! gleichberechtigte Gruppen von vertauschbaren Trans- 
formationen. 


7) Die Gruppe aller Schiebungen senkrecht zu einer gegebenen 
Richtung, eine Ausartung des Typus 6). oo? gleichberechtigte Gruppen. 
Jede ist invariant in einer Gruppe des Typus 2) und in deren simmt- 
lichen dreigliedrigen Untergruppen. 


Eingliedrige Gruppen. 

8) Die Gruppe aller der Schraubungen um eine im Endlichen ge- 
legene Axe , fiir die das Verhiltniss 7: einen constanten Werth 
k hat. oo® Gruppen, unter denen je oo! gleichberechtigte, Fiir k = 0 
entsteht : 

8b) Die Gruppe aller Drehungen um eine Axe n. 


9) Die Gruppe aller Schiebungen in einer gegebenen Richtung, 
eine Ausartung von 8) oder 8b). co* gleichberechtigte Gruppen. Jede 
ist ausgezeichnet in einer Gruppe des Typus 2), 

Es mag dem Leser iiberlassen bleiben, die Untergruppen dieser 
einzelnen Gruppen aufzusuchen, sich deutlich zu machen, wie sie unter 
einander vertauscht werden, wie sich die Punkte des Raumes ihnen 
gegeniiber verhalten, u. dgl. mehr. 


§ 10. 
Die Umlegungen im Raume. 


Eine jede Umlegung kann dargestellt werden durch eine Spiegelung 
an einer Ebene und durch eine vorhergehende oder nachfolgende Drehung 
um eine zu dieser Ebene senkrechte Axe; und zwar im Allgemeinen nur 
in einer Weise, im besonderen Falle aber auf co? Arten. [Vgl. 8. 565). 

Die Ebene der Spiegelung nennen wir eine ,,Mittelebene“, die Axe 
der Drehung eive ,,Drehungsazxe“, ihren Schnittpunkt mit der Mittel- 
ebene einen ,, Mittelpunkt“ der Umlegung. Alle diese Gebilde sind, 
wie im Satze ausgesprochen, im Allgemeinen nur je einmal vorhanden. 
Fiir die Punkte der Mittelebene reducirt sich die Umlegung auf eine 
Bewegung (Drehung). Fihrt man eine Umlegung zweimal hinter 
einander aus, so erhilt man in Folge dessen keine allgemeine Schraubung, 
sondern nur eine Drehung. 

Entsprechend den Fillen, in denen die Umlegung fiir die Punkte 
einer ihrer Mittelebenen in eine Schiebung — in die identische Trans- 
formation — in eine Umwendung ibergeht, haben wir nun die folgen- 
den besonderen Arten von Umlegungen des Raumes hervorzuheben: 
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Die co Umlegungen mit unendlich fernem Mittelpunkt. Sie sind 
dadurch gekennzeichnet, dass sie die Punkte der unendlich fernen 
Ebene involutorisch transformiren. Eine solche besondere Umlegung 
ergibt also zweimal hinter einander ausgefiihrt, keine allgemeine 
Drehung, sondern nur eine Schiebung. Bei einer Umlegung mit un- 
endlich fernem Mittelpunkt bleibt im Allgemeinen kein im Endlichen 
gelegener Punkt in Ruhe; unter diesen Transformationen sind aber 
enthalten : 

Die oo* Spiegelungen an den Ebenen des Raumes. Bei einer solchen 
Spiegelung bleiben alle Punkte der Mittelebene einzeln in Ruhe; jeder 
von ihnen ist ein Mittelpunkt. Die in obigem Satze genannte Drehung 
reducirt sich auf die identische Transformation, die Drehungsaxe wird 
unbestimmt. — 

Die co*® Spiegelungen an den Punkten des Raumes sind solche Um- 
legungen, bei welchen alle Punkte der unendlich fernen Ebene in 
Ruhe bleiben. Jede Ebene durch den Mittelpunkt ist eine Mittelebene, 
und jede Gerade des Mittelpunktes eine Drehungsaxe; die zugehérige 
Drehung ist eine Umwendung. 

Die Spiegelungen an den Punkten bilden zusammen mit den 
Schiebungen eine Gruppe, eine invariante Untergruppe der Gruppe 
aller Bewegungen und Umlegungen des Raumes. 

Die Spiegelungen an den Ebenen und die Spiegelungen an den 
Punkten machen zusammen den Inbegriff aller involutorischen Um- 
legungen des Raumes aus; beide haben, wie schon bemerkt, viele 
iihnliche Eigenschaften. So stellt sich neben den Eingangs formu- 
lirten Satz noch ein zweiter, ahnlich lautender, der allerdings nicht 
denselben Giiltigkeitsbereich hat, wie jener: 

Eine Umlegung kann im Allgemeinen dargestellt werden durch eine 
Spiegelung an einem Punkt und durch eine vorhergehende oder nach- 
folgende Drehung um eine durch diesen Punkt gehende Axe; und zwar 
entweder nur auf eine, oder auf co? Arten. 

Ausgenommen sind nur die Umlegungen, die keinen Mittelpunkt 
im Endlichen haben; sie kinnen nicht auf solche Art dargestellt werden. 

Bei einer allgemeinen Umlegung S ist nimlich der Spiegelungs- 
punkt der Mittelpunkt der Umlegung, die Axe der anzuwendenden 
Drehung aber ist wieder die schon genannte Drehungsaxe der Um- 
legung. Sei 2@ der Drehungswinkel, 2% aber der Winkel jener 
Drehung, die man anwenden muss, wenn man statt der Spiegelung 
an dem Mittelpunkt die Spiegelung an der Mittelebene benutzt, so 
besteht zwischen beiden Winkeln die Beziehung @ — # = R. Riickt 
der Mittelpunkt der Umlegung ins Unendliche, so wird die gegen- 
wirtige Darstellung unméglich, ausser wenn S insbesondere in eine 
Spiegelung an einer Ebene tibergeht; in diesem Falle hat man oo? Zer- 
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legungen von S, bei deren jeder die anzuwendende Drehung eine Um- 
wendung wird (®= RR). Ist endlich S selbst eine Spiegelung an 
einem Punkt, so wird die Drehungsaxe zwar unbestimmt, die Drehung 
selbst aber reducirt sich auf die identische Transformation. — 

Wir betrachten nun wieder, wie friiher in ahnlichen Fallen, die 
Sehnenmitten und die unendlich fernen Punkte der Sehnen x2’, sowie 
die Winkelhalbirenden der Paare w, uv’ zusammengehériger Ebenen. 


Bei einer Umlegung S ist der 
Ort der Sehnenmitten, der Mittel- 
strahlen von je zwei entsprechen- 
den Punktreihen, endlich der Mittel- 
ebenen von je zwei entsprechenden 
Punktfeldern im Allgemeinen eine 
Ebene, die Mittelebene der Um- 
legung. 

Nur dann, wenn S eine Spiege- 
lung an einem Punkt ist, ist der 
Ort aller dieser Gebilde ein Punkt, 


Bei einer Umlegung S ist der 
Ort der Normalebenen der Sehnen, 
der Normalenaxen von je zwei ent- 
sprechenden Punktreihen, endlich 
der Centralpunkte von je zwei ent- 
sprechenden Punktfeldern im All- 
gemeinen ein Punkt, der Mittel- 
punkt der Umlegung. 

Nur dann, wenn S eine Spiege- 
lung an einer Ebene ist, ist der 
Ort aller dieser Gebilde eine Ebene, 





nimlich der Spiegelungspunkt. 





namlich die Spiegelungsebene. 
Die unendlich fernen Punkte der Sehnen erfiillen im Allgemeinen 
die ganze unendlich ferne Ebene. Sie erfiillen aber eine Gerade, wenn 
die Umlegung die Folge einer Spiegelung an einer Ebene und einer 
Schiebung ist; sie fallen endlich in einen einzigen Punkt zusammen, 
wenn die Umlegung in eine Spiegelung an einer Ebene iibergeht. 
Die beiden Winkelhalbirenden eines Ebenenpaars u, w unter- 
scheiden sich wieder durch die Eigenschaften der Projectionen der in 
u und wu’ gelegenen congruenten Punktfelder: In der ,, Winkelhalbiren- 
den erster Art“ sind diese Projectionen gleichstimmig, in der ,, Winkel- 
halbirenden zweiter Art‘: ungleichstimmig affin; in beiden Fallen sind 





sie natiirlich flichengleich. 


Die Winkelhalbirenden erster 
Art erfiillen im Allgemeinen das 
zum Mittelpunkt der Umlegung 
gehérige Ebenenbiindel. 

Nur dann, wenn dieser Punkt 
unbestimmt wird, d. h., wenn die 
Umlegung in eine Spiegelung an 
einer Ebene iibergeht, tritt eine 
Ausnahme ein: Alle die genannten 
Ebenen fallen mit der Spiegelungs- 
ebene zusammen. 


Mathematische Annalen, XXXIX, 





(Vgl. § 5, S. 463.) 


Die Winkelhalbirenden zweiter 
Art erfiillen im Allgemeinen das 
zum unendlich fernen Punkt der 
Drehungsaxe gehdrige Ebenen- 
biindel. 

Nur dann, wenn dieser Punkt 
unbestimmt wird, wenn also die 
Umlegung eine Spiegelung an einem 
Punkt ist, tritt eine Ausnahme ein: 
Alle die genannten Ebenen fallen 
mit der unendlich fernen Ebene 
zusammen, 

23 
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An die Betrachtung der Sehnenmitten und der Normalebenen der 
Sehnen, sowie der Winkelhalbirenden zusammengehiriger Ebenen 
kniipft sich auch hier die Theorie gewisser collinearer und dualistischer 
Transformationen, die freilich nicht fiir den ganzen Raum definirt 
sind, sondern nur noch fiir die Strahlen und Ebenen des Mittelpunktes 
der Umlegung, bez. des unendlich fernen Punktes der Drehungsaxe — 
oder, was im Allgemeinen auf dasselbe hinauskommt, fiir die Punkte 
und Geraden der unendlich fernen Ebene, bez. der Mittelebene der 
Umlegung. Wir werden von den verschiedenen Einkleidungen, die 
man dieser Theorie geben kann, eine auswihlen, die uns fiir unsere 
weiteren Darlegungen die zweckmissigste scheint. 

Mit jeder Umlegung S, die keine Spiegelung an einem Punkt ist, 
sind (nach § 2) zwei affine Transformationen Tf,’ und fT,’ der Punkte 
und Strahlen ihrer Mittelebene m verkniipft. 

Wahlen wir die Punkte z, %, 2 und die Geraden h,h,h' der 
Ebene m entsprechend den Bedingungen 


a{T FAT Fa, WAT PRAT 'FM, 
und nennen wir g, g’ die in 2, x auf der Ebene m senkrechten Ge- 
raden, % die in h auf m senkrechte Ebene: So sind die Geraden g 
und g’ der Ort der Endpunkte aller Sehnen die ihre Mitte in Z haben, 
und die Geraden h, h’ sind der Ort aller Paare zusammengehidriger 
Ebenen «, u’, deren Winkelhalbirende erster Art die Ebene w ist. 


Von grésserer Bedeutung ist das folgende Seitenstiick zu diesen 
Satzen : 


Mit jeder Umlegung S, die keine Spiegelung an einer Ebene ist, 
ist eine dualistische Transformation T der Strahlen und Ebenen des 
Mittelpunktes 0 von S verkniipft. Diese Transformation ordnet einer 
Geraden g von o die gemeinsame Normalebene aller zu g, g’ gehorigen 
Sehnen, und dieser Ebene selbst wieder den Strahl g’ zu, der g in der 
Umlegung S entspricht. 

Von der Transformation T?, die durch zweimalige Ausfiihrung von 
T entsteht, werden also die Strahlen und Ebenen des Punktes o ebenso 
unter eimander vertauscht, wie von der Umlegung S. 


Wenn S in eine Spiegelung an dem Mittelpunkt o iibergeht, so 
fallen g und g’ zusammen, und der Strahl g=g’ steht auf der ihm 
zugeordneten Ebene senkrecht. 7Z' ist demnach eine involutorische 
Transformation , die Zuordnung zwischen Pol und Polare in Bezug auf 
den sogenannten absoluten Kegel des Punktes 0. — Geht S in eine 
Spiegelung an einer Ebene tiber, so artet 7' aus. 

Auf einem Gedankengange, ganz ahnlich dem friiher in der Theorie 
der Bewegungen verfolgten kommen wir nun von den Transforma- 
tionen {,', T° der Ebene m und der Transformation 7 des Biindels o 


— —— 





I. Geometrisches, 


§ 10. 491 


ausgehend dahin, die Umlegung S in specielle Bewegungen und Um- 
legungen zu zerspalten, auf eine allgemeinere Weise, als es in den 
Eingangs formulirten Siitzen geschehen ist. 


Jede Umlegung, die keine Spiege- | 
lung an einer Ebene ist, kann auf 
co* Arten (jede Spiegelung an einer | 
Ebene aber auf co Arten) erzeugt 
werden durch eine Drehung und 
eine darauf -folgende Spiegelung an 
einer Ebene. 

Die Drehungsaxe und die Spiege- | 
lungsebene gehen durch den Mittel- 
punkt o der Umlegung. Der ersten | 


Jede Umlegung, die keine Spiege- 
lung an einer Ebene ist, kann auf 
co? Arten (jede Spiegelung an einer 
Ebene aber auf co* Arten) erzeugt 
werden durch eine Spiegelung an 
einer Ebene und eine darauf 


| folgende Drehung. 


Die Spiegelungsebene und die 
Drehungsaxe gehen durch den 
Mittelpunkt o der Umlegung. Der 





entspricht die zweite in der dua- eweiten entspricht die erste in der 
listischen Transformation T des | dualistischen Transformation T-* 
Biindels o. des Biindels o. 


Ist die Spiegelungsebene bei beiden Zerlegungen dieselbe, so ent- 
sprechen sich die Drehungsaxe g des Satzes links und die Drehungs- 
axe g’ des Satzes rechts in der Umlegung S; die zugehdrigen Drehungs- 
winkel sind entgegengesetzt gleich. Ist S selbst eine Spiegelung an 
einer Ebene, so reduciren sich die Drehungen um g, g’ entweder auf 
die identische Transformation — g wird dann vdllig unbestimmt — 
oder g und g’ vereinigen sich in einer Geraden der Spiegelungsebene; 
sie entsprechen dann einem unbestimmten Drehungswinkel. Ist S eine 
Spiegelung an einem Punkt, so fallen g und g’ ebenfalls zusammen; 
die zugehérigen Drehungen sind beide Umwendungen. 


Jede Umlegung, die keine Spiege- Jede Umlegung, die keine Spiege- 
lung an einem Punkt ist, kann auf lung an einem Punkt ist, kann auf’ 
co* Arten (jede Spiegelung an einem  co* Arten (jede Spiegelung an einem 
Punkt aber auf co* Arten) erzeugt | Punkt aber auf co* Arten) erzeugt 
werden durch eine Drehung und | werden durch eine Spiegelung an 
eine darauf folgende Spiegelung an | einem Punkt wnd eine darauf 
einem Punkt. folgende Drehung. 


Der Spiegelungspunkt liegt in der Mittelebene, und die Drehungs- 
axe ist zu dieser Ebene senkrecht. 


Dem Schnittpunkt der Mittel- | Dem Schnittpunkt der Mittel- 
ebene und der Drehungsaxe ent-| ebene und der Drehungsaxe ent- 
spricht der Spiegelungspunkt in jener | spricht der Spiegelungspunkt in jener 
affinen Transformation &,' der | affinen Transformation &,~' der 
Miittelebene, die durch die gegebene | Mittelebene, die durch die gegebene 
Umlegung bestimmt wird. | Umlegung bestimmt ist. 

33* 
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Die Winkel der Drehung, die dem Satze links und der Drehung, 
die dem Satze rechts entspricht, sind beide gleich dem oben definirten 
Winkel 24; sie sind also unabhiingig von der besonderen Art der 
vorzunehmenden Zerlegung. 

Ist die Umlegung S eine Spiegelung an einer Ebene, so geht die 
Drehungsaxe immer durch den Spiegelungspunkt; die zugehérige Drehung 
wird eine Umwendung. Ist S selbst eine Spiegelung an einem Punkt, so 
wird jede der anzuwendenden Drehungen eine Schiebung; der zugehérige 
Spiegelungspunkt ist ein beliebig vorzuschreibender Punkt des Raumes. 


Jede Umlegung, die keine Spiege- 
lung an einem Punkt ist, kann auf 
co? Arten (jede Spiegelung an einem 
Punkt aber auf’ co Arten) erzeugt 
werden durch eine Umschraubung 
und eine darauf folgende Spiegelung 
an einer Ebene. 





Jede Umlegung, die keine Spiege- 
lung an einem Punkt ist, kann auf 
co? Arten (jede Spiegelung an einem 
Punkt aber auf co® Arten) erzeugt 
werden durch eine Spiegelung an 
einer Ebene und eine darauf folgende 
Umschraubung. 


Die Umschraubungsaxe liegt in der Mittelebene, und die Spiegelungs- 


ebene ist zu dieser Ebene senkrecht. 


Der Schnittlinie der Mittelebene 
und der Spiegelungsebene entspricht 
die Umschraubungsaxe in jener affi- 
nen Transformation &,'—' der Mittel- 
ebene, die durch die gegebene Um- 


Der Schnittlinie der Mittelebene 
und der Spiegelungsebene entspricht 
die Umschraubungsaxe in jener affi- 
nen Transformation =,’ der Mittel- 
ebene, die durch die gegebene Um- 


legung bestimmt wird. 





legung bestimmt wird. 


Die Umschraubungsaxe und die Spiegelungsebene schliessen also 
einen constanten Winkel ein, den Winkel # (—’). Ist die Spiegelungs- 
ebene bei beiden Arten der Zerlegung dieselbe, so gehen die zu- 
gehérigen Umschraubungsaxen, die einander in der Umlegung S ent- 
sprechen, durch die Spiegelung in einander iiber. (Man vergleiche 
den Schluss des § 3). 

Ist die Umlegung S selbst eine Spiegelung an einer Ebene, so 
reducirt sich die anzuwendende Umschraubung in beiden Fiillen auf 
eine Umwendung; die Spiegelungsebene geht durch die Umwendungs- 
axe; es entsteht also eine Darstellung der Spiegelung S, die auch in 
dem Ausdruck von S durch eine Drehung und eine Spiegelung an 
einer Ebene enthalten ist. 

Ist S eine Spiegelung an einem Punkt, so geht die Umschraubungs- 
axe durch diesen Punkt hindurch. Die Spiegelungsebene ist irgend 
eine zur Umschraubungsaxe senkrechte Ebene. — 

Neben die drei angefiihrten Doppelsiitze stellt sich endlich noch 
ein vierter, der von der Zerlegung einer Umlegung S in eine Spiegelung 
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an einem Punkt und eine vorhergehende oder nachfolgende Umschraubung 
handelt, Dieser Satz hat aber einen specielleren Charakter. Eine 
solche Zerlegung ist niimlich offenbar nur dann midglich, wenn S 
einen unendlich fernen Mittelpunkt hat, wenn die Punkte der unend- 
lich fernen Ebene durch die Umlegung S involutorisch transformirt 
werden — dann aber kann die Zerlegung in allen Fiillen noch auf 
co Arten bewerkstelligt werden. Der Spiegelungspunkt ist ein be- 
liebiger Punkt des Raumes. Die Umschraubungsaxe steht auf der 
Mittelebene senkrecht; ihr Abstand vom Spiegelungspunkt ist entgegen- 
gesetzt gleich (bez. gleich) der halben Grésse der Schiebung, die fiir 
die Punkte der Mittelebene mit der Umlegung S iibereinstimmt. Die 
Hohe der Umschraubung ist gleich dem doppelten Abstand der Mittel- 
ebene vom Spiegelungspunkt. 

Wir betrachten nun noch ‘einige besondere Fille, deren Inter- 
esse nicht geringer ist als das der allgemeinen Siitze. 

Stellen wir die Umlegung S einmal durch eine Drehung und eine 
Spiegelung an einer Ebene, das andere Mal durch eine Umschraubung 
und eine Spiegelung an einer Ebene dar, und verlangen wir, dass die 
Drehung oder Umschraubung insbesondere eine Umwendung wird, so 
kommen wir in beiden Fiillen iibereinstimmend zu dem Satz: 


Eine jede nicht -involutorische Eine jede nicht-involutorische 


Umlegung kann auf oo' Arten dar- 
gestellt werden durch eine Um- 
wendung und eine nachfolgende 


Umlegung kann auf co' Arten dar- 
gestellt werden durch eine Spiegelung 
an einer Ebene und eine nach- 


Spiegelung an einer Ebene. folgende Umwendung. 


Die Umwendungsaxe und die Spiegelungsebene gehen durch den 
Mittelpunkt der Umlegung; die Umwendungsaxe liegt in der Mittelebene 





und die Spiegelungsebene steht auf thr senkrecht. 


Die Umwendungsaxe und die 
Spiegelungsebene schliessen einen 
constanten Winkel ® ein, den halben 
Winkel der Drehung, die zusam- 
men mit der Spiegelung an der 
Mittelebene die Umlegung erzeugt. 





Die Spiegelungsebene und die 
Umwendungsaxe schliessen einen 
constanten Winkel 9 ein, den halben 
Winkel der Drehung, die zusam- 
men mit der Spiegelung an der 


| Mittelebene die Umlegung erzeugt. 


Fiir die involutorischen Umlegungen lautet der Satz etwas anders 


(vgl. oben 8. 487): 


Eine jede Spiegelung an einer 
Ebene kann auf oo* Arten dar- 
gestellt werden durch eine Um- 
wendung und eine vorhergehende 


Eine jede Spiegelung an einem 
Punkt kann auf oo Arten dar- 
gestellt werden durch eine Um- 
wendung und eine vorhergehende 
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oder nachfolgende Spiegelung an | oder mnachfolgende Spiegelung an 
einer Ebene. einer Ebene, 

Die Spiegelungsebene steht senk- Die Umwendungsaxe und die 
recht auf der Ebene der gegebenen | Spiegelungsebene stehen auf einan- 
Spiegelung; beide Ebenen durch- | der senkrecht; sie treffen sich in 
dringen sich in der Umwendungs- | dem Mittelpunkt der gegebenen 
axe. | Spiegelung. 

Die Zerlegung einer Umlegung S in eine Umwendung und eine 
nachfolgende Spiegelung an einem Punkt, oder in eine Spiegelung an 
einem Punkt und eine nachfolgende Umwendung ist wieder nur dann 
méglich, wenn S einen unendlich fernen Mittelpunkt bat, dann aber 
immer auf co? Arten. (Vgl. 8S. 493 oben.) Ist S ausserdem involu- 
torisch (eine Spiegelung an einer Ebene), so wird jede der oo? Um- 
wendungen mit der zugehérigen Spiegelung vertauschbar. — 

Endlich kann man unsere allgemeinen Sitze noch nach einer 
anderen Richtung hin specialisiren, indem man verlangt, dass jedes- 
mal der Satz links zusammenfallen soll mit dem Satz rechts, d. h., 
dass die beiden Transformationen, in die wir S zerlegt haben, ver- 
tauschbar werden sollen. 

Gehen wir aus von der Darstellung von S durch eine Drehung 
und eine Spiegelung an einer Ebene, so kommen wir zu dem ersten, 
gehen wir aus von der Darstellung durch eine Drehung und eine 
Spiegelung an einem Punkt, so kommen wir zu dem zweiten der 
Eingangs dieses Paragraphen bereits ausgesprochenen Sitze. Ein 
specielleres Ergebniss erhalten wir wieder, wenn wir an die Darstellung 
von S durch eine Umschraubung und eine Spiegelung an einer Ebene 
ankniipfen : 

»Hine jede nicht-involutorische Umlegung mit unendlich fernem 
Mittelpunkt kann auf oo' Arten dargestellt werden durch eine Spiegelung 
an einer Ebene und eine mit dieser Spiegelung vertauschbare Um- 
schraubung. Die Spiegelungsebene steht senkrecht sowohl auf der 
Mittelebene der gegebenen Umlegung, als auch auf der Richtung des 
unendlich fernen Mittelpunktes; sie durchdringt die Mittelebene in 
der Umschraubungsaxe. Die Héhe der Umschraubung ist identisch 
mit der Grésse der Schiebung, auf die sich die Umlegung fiir die 
Punkte ihrer Mittelebene reducirt.“ 

Wird dagegen die Umlegung imvolutorisch, d. h., geht sie in 
eine Spiegelung an einer Ebene iiber, so gibt es, wie wir bereits 
gesehen haben, co* Darstellungen der im Satze genannten Art. Die 
zugehérigen Umschraubungen reduciren sich auf Umwendungen. 

Durch eine Spiegelung an einem Punkt und eine mit ihr ver- 
tauschbare Umschraubung endlich ist eine Umlegung nur dann dar- 
stellbar, wenn sie selbst eine Spiegelung an einer Ebene ist: 
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»Hine jede Spiegelung an einer Ebene kann auf oo? Arten dar- 
gestellt werden durch eine Spiegelung an einem Punkt und eine mit 
ihr vertauschbare Umwendung; die Umwendungsaxe steht auf der Ebene 
der gegebenen Spiegelung senkrecht, und durchdringt sie in dem zu- 
gehérigen Spiegelungsmittelpunkt.“ 

Auch dieses Ergebniss hat sich uns schon friiher in einem anderen 
Zusammenhange eingestellt. 

Die in gegenwiartigem Paragraphen entwickelten Sitze erméglichen 
es, zwei oder mehr Bewegungen und Umlegungen zusammenzusetzen. 
Wir itiberlassen es dem Leser, sich diese noch in mannigfacher Weise 
ausfiihrbaren Constructionen deutlich zu machen. 


§ 11. 
Fortsetzung. — Zusitze zur Theorie der Bewegungen. 


Ein Theil des Inhaltes der in § 10 entwickelten Sitze lisst sich 
noch in eine andere Form bringen, die fiir manche Zwecke dienlicher 
ist; man gelangt dahin, wenn man die Drehungen und Umschraubungen 
ihrerseits wieder in je zwei Spiegelungen zerfallt. Wir kommen so 
zur Lésung der Aufgabe: 


»»Line gegebene Umlegung auf alle méglichen Arten in drei auf einan- 
der folgende Spiegelungen zu zerlegen.“ 

Zunichst geht aus dem ersten der hervorgehobenen Doppelsiitze 
(S. 491) das folgende Theorem hervor: 


Eine jede Umlegung kann auf oo® Arten, oder, wenn sie eine 
Spiegelung an einer Ebene ist, auf cot Arten zerlegt werden in drei 
auf einander folgende Spiegelungen an Ebenen des Raumes. 

Ist die Umlegung S umgekehrt durch die Aufeinanderfolge von 
drei Spiegelungen an Ebenen gegeben, so ist der Schnittpunkt dieser 
Ebenen der Mittelpunkt der Umlegung. Auch die Mittelebene, die 
Winkel @, & u. s. w. kénnen sofort gefunden werden, durch eine 
Construction, die der in § 3 angegebenen Construction der Aufeinander- 
folge von drei Spiegelungen in der Ebene genau entspricht. 

Schneiden sich die drei Spiegelungsebenen rechtwinklig, so wird 
S eine Spiegelung an einem Punkt; gehéren sie demselben Biischel 
an, so wird S eine Spiegelung an einer Ebene. 

Eine jede Umlegung kann auf oo® Arten, oder, wenn sie eine 
Spiegelung an einem Punkt ist, auf cot Arten in drei Spiegelungen 
zerlegt werden, von denen entweder die erste oder die eweite oder die 
dritte eine Spiegelung an einem Punkt ist, wihrend die beiden anderen 
Spiegelungen an Ebenen sind. 

Nennen wir S,, S,, S, die Spiegelungen an den Punkten z, y, 2 
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und bezeichnen wir ebenso mit S,, S,, S, die Spiegelungen an den 
Ebenen u, v, w, so haben wir drei Darstellungen der Umlegung S 
von folgender Form: 


S=S,8,,8., S=S8,S,8S., S=S8,8,8,. 
Diese Formeln geben uns den Zusammenhang der Doppelsiitze auf 
S. 491 unten und 8. 492 an; vereinigen wir nimlich zwei aufeinander- 
folgende Spiegelungen in dieser Weise: 
S=S,(S8,,S.), S=(S,8,,)8,, 


so kommen wir auf die Darstellung einer Umlegung durch eine 
Spiegelung an einem Punkt und eine Drehung; fassen wir aber zwei 
Spiegelungen einmal nach Angabe der Formeln 


S == (Sz8p,) Sw, S om (S,, SY) Be, 
dann nach Angabe der Formeln 
S = S,.(SySw), Ss = S..(8,,8;) 


zusammen, so kommen wir zur Darstellung von S durch eine Spie- 
gelung an einer Ebene und eine Umschraubung. 

Umgekehrt finden wir leicht den Mittelpunkt, die Mittelebene 
u. s. w. der Umlegung S, wenn S in der angegebenen Weise durch 
die Aufeinanderfolge von drei Spiegelungen definirt ist. 

Seien z. B. u, y und w gegeben, so dass S = S,8,S,,; so nennen 
wir x und gz insbesondere die Fusspunkte der von y auf uw und w 
gefiallten Lothe, v, und v, die zu uw und w 
parallelen Ebenen des Punktes y. Man hat 
dann zugleich 

S = S, S,, S,, S=S,8,,8,. 

Die Ebene x y z ist die Mittelebene der Um- 
legung, der Mittelpunkt o aber wird so 
gefunden: Man verbinde in der Mittelebene 
den Punkt 2 mit der Spur a der Geraden 
(v,, w) und den Punkt z mit der Spur ¢ 
der Geraden (u, v,). Man errichte dann 
auf diesen beiden Verbindungslinien in x 
und z Senkrechte, und lege ausserdem in 
a und ¢ an die Geraden ax und cz den 
Winkel #, bez. — @ der Ebenen wu und w 
an, wie in der nebenstehenden Figur an- 
gegeben ist. Die vier so construirten Ge- 
raden gehen durch den Mittelpunkt o der Umlegung; zugleich ist 
< «oa =< coz der halbe Winkel # der Drehung, die mit der 
Spiegelung an der Ebene xyz zusammen die Umlegung S erzeugt. 
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Sind bei irgend einer der drei Zerlegungen die beiden Spiegelungs- 
ebenen parallel, so ist S eine Spiegelung an einem Punkt; gehen 
beide Ebenen durch den Spiegelungspunkt, und stehen sie ausserdem 
auf einander senkrecht, so ist S eine Spiegeluny an einer Ebene. 

Sitze specielleren Charakters erhilt man wieder, wenn man eine 
Umlegung in drei auf einander folgende Spiegelungen zu zerfillen 
verlangt, von denen mindestens zwei Spiegelungen an Punkten sind: 

»Jede Umlegung mit unendlich fernem Mittelpunkt kann auf oo 
Arten zerlegt werden in drei auf einander folgende Spiegelungen, von 
denen entweder die erste oder die zweite oder die dritte eine Spiegelung 
an einer Ebene ist, wiihrend die beiden anderen Spiegelungen an 
Punkten sind. “ 

Die Spiegelungsebene ist in allen Fillen parallel zur Mittelebene 
der Umlegung S; die Verbindungslinie der Spiegelungspunkte ist auf 
der Mittelebene senkrecht, wenn S eine Spiegelung an dieser Ebene 
ist; statt der beiden Punktspiegelungen kann man auch eine Schiebung 
setzen, U, Ss. W., U. S. W. 

Einen noch specielleren Charakter endlich hat der Satz: 

»Jede Spiegelung an einem Punkt kann auf oo® Arten zerlegt 


werden in drei auf einander folgende Spiegelungen an Punkten des 
Raumes.“ — 


Die im vorigen Paragraphen behandelte Zerlegung einer Umlegung 
in Bewegungen und Umlegungen von besonderer Art ist ein Seitenstiick 
zu der in § 5 entwickelten Theorie der Zerspaltung einer Bewegung in 
zwei besondere Bewegungen. Man kann aber noch eine andere Analogie 
zwischen der Theorie der Bewegungen und der Theorie der Um- 
legungen finden, indem man eine gegebene Bewegung auf alle mog- 
lichen Arten in zwei Umlegungen zerfiallt, und nun diese Umlegungen 
in geeigneter Weise specialisirt. 

Besonders hervorgehoben zu werden verdienen einige Sitze, die 
uns die aus § 5 bekannten Higenschaften der Transformationen {,, T, 
und 7 in einem neuen Lichte zeigen. 





Jede Bewegung S kann auf oo® 


Jede Bewegung S kann auf o0* 


Artenin zwei Umlegungen zerspalten | Artenin zwei Umlegungen zerspalten 


werden, von denen die zweite eine 
Spiegelung an einer Ebene ist. 
Der Spiegelungsebene entspricht 
dabei der Mittelpunkt und die 
Mittelebene der ersten Umlegung in 
den Transformationen T -'undZ,—", 





werden, von denen die erste eine 
Spiegelung an emer Ebene ist. 
Der Spiegelungsebene entspricht 
dabei der Mittelpunkt und die 
Mitielebene der zweiten Umlegung 
in den Transformationen T und &, . 








498 E, Stupy. Von den Bewegungen und Umlegungen. 


Mittelpunkt und Mittelebene der ersten (zweiten) Umlegung sind 
einander also wechselsweise in dem Nullsystem Y zugeordnet, das zu 
dem Mittelcomplex der Bewegung S gehért; die Drehungsaxe aber ist 
ein Strahl des Sehnencomplexe2 von S. 

Die Ebene der Spiegelung kann man unter allen Umstiinden will- 
kiirlich annehmen; dadurch ist dann die Zerlegung der Bewegung S 
vollig bestimmt, 

Ist S eine Umschraubung, aber nicht zugleich eine Drehung, so 
hat die etwa im Satze links genannte Umlegung einen véllig bestimmten 
Mittelpunkt. Sie hat ferner auch eine véllig bestimmte Mittelebene, 
wenn die Ebene der Spiegelung auf der Umschraubungsaxe nicht senk- 
recht steht. Die Mittelebene ist nimlich die zur Spiegelungsebene recht- 
winklige Ebene der Umschraubungsaxe ». Wenn aber die Ebene der 
Spiegelung die Axe » unter einem rechten Winkel trifft, so wird die 
Umlegung eine Spiegelung an einem Punkte der Axe m; sie hat dann 
also eine unbestimmte Mittelebene. 

Ist S eine Drehung, aber nicht zugleich eine Umschraubung, so 
hat die in Rede stehende Umlegung eine bestimmte Mittelebene. Wenn 
die Ebene der Spiegelung die Drehungsaxe » nicht enthilt, so hat 
die Umlegung auch einen bestimmten Mittelpunkt: den Schnittpunkt 
der Spiegelungsebene und der Axe m. Wenn aber die Spiegelungs- 
ebene durch die Axe  hindurchgeht, so wird die Umlegung selbst eine 
Spiegelung an einer Ebene; sie hat also unendlich viele Mittelpunkte. 

Dies Alles gilt insbesondere auch dann, wenn die Axe » unendlich 
fern liegt, wenn also S in eine Schiebung iibergeht. 

Ist S endlich eine Umwendung, also Umschraubung und Drehung 
zugieich, so sind drei Fille zu unterscheiden: Wenn die Ebene der 
Spiegelung weder durch die Umwendungsaxe noch durch die zu ihr 
senkrechte unendlich ferne Gerade geht, so hat die besprochene Um- 
legung einen bestimmten Mittelpunkt — den Schnittpunkt der Um- 
wendungsaxe und der Spiegelungsebene — sie hat ferner eine be- 
stimmte Mittelebene —- die zur Spiegelungsebene senkrechte Ebene 
der Axe n. Wenn die Spiegelungsebene auf der Axe n senkrecht ist, 
so wird die Mittelebene unbestimmt; wenn endlich die Spiegelungsebene 
die Axe n enthalt, so wird der Mittelpunkt der Umlegung unbestimmt. 

Jede Bewegung S kann auf Jede Bewegung S kann auf 


co’ Arten in zwei Umlegungen zer- | co® Arten in zwei Umlegungen zer- 
fallt werden, von denen die eweite | fillt werden, von denen die erste 
eine Spiegelung an einem Punkt ist. | eine Spiegelung an einem Punkt ist. 

Dem Mittelpunkt der ersten Dem Mittelpunkt der zweiten 
Umlegung entspricht dabei der | Umlegung entspricht dabei der 
Spiegelungsmittelpunkt in der affi- | Spiegelungsmittelpunkt in der affi- 
nen Transformation &,. nen Transformation Z,~'. 
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Ferner: entspricht z. B. im Satze links der Mittelebene der ersten 
Umlegung der Spiegelungspunkt in einer dualistischen Transformation, 
aber in einer ausgearteten: Die Mittelebene der Umlegung ist die 
Ebene ihres Mittelpunktes, die auf der Schraubenaxe m der Bewegung 
S senkrecht steht. 

Eine Sonderstellung diesem Satze gegeniiber nimmt nur der Fall 
ein, wo S eine Umschraubung ist. Nimmt man den Spiegelungs- 
mittelpunkt auf der Umschraubungsaxe » an, so wird die andere Um- 
legung eine Spiegelung an einer Ebene senkrecht zur Axe m; sie 
hat also in diesem Falle unendlich viele Mittelpunkte. — 


Die angegebenen Siitze lassen sich mit der in § 5 entwickelten 
Theorie in einen noch engeren Zusammenhang bringen, wenn man 
die Bewegung S auf alle méglichen Arten in vier involutorische Um- 
legungen zerspaltet. 


So ist in dem Satz: 


,Jede Bewegung kann auf oo® Arten durch vier aufeinanderfolgende 
Spiegelungen an Ebenen des Rauwmes ersetet werden“ 


sowohl die Zerlegung von S in zwei Drehungen enthalten, als auch 
die Zerspaltung von S in zwei Umlegungen, deren eine eine Spiegelung 
an einer Ebene ist. Entsprechendes gilt von dem Satz: 


ydede Bewegung kann auf oo® Arten durch vier involutorische 
Umlegungen dargestellt werden, von denen eine eine Spiegelung an 
einem Punkt ist, wihrend die drei anderen Spiegelungen an Ebenen 
sind, “ 

Von hier aus kommt man einmal zur Zerlegung von S in eine 
Umschraubung und eine Drehung, dann zur Zerlegung von S in eine 
Spiegelung an einem Punkt oder an einer Ebene und in eine andere 
Umlegung. Die zweite dieser Zerlegungen und die dritte zum Theil 
kann aber auch dem folgenden Satz angeschlossen werden: 


Jede Bewegung, die keine Schiebung ist, kann auf co® Arten 
und jede Schiebung auf co’ Arten in vier involutorische Umlegungen 
zerspalten werden, von denen zwei Spiegelungen an Punkten und zwei 
Spiegelungen an Ebenen sind.“ 


Zugleich ergibt sich hieraus die von uns nicht besonders hervor- 
gehobene Zerlegung von S in eine Drehung und eine Schiebung, und 
die mit Absicht bei Seite gelassene Zerlegung von S in zwei Um- 
schraubungen. 

Einen specielleren Charakter als die drei genannten aber haben 
zwei weitere Siitze der Art, die der Vollstindigkeit halber ebenfalls 
aufgefiihrt werden sollen: 











500 E. Stupy. Von den Bewegungen und Umlegungen. 


»Jede Umschraubung kann auf oo? Arten in vier involutorische 
Umlegungen zerspalten werden, von denen eine eine Spiegelung an 


einer Ebene ist, wihrend die drei anderen Spiegelungen an Punkten 
sind. “ 


»Jede Schiebung kann auf co’ Arten in vier auf einander folgende 
Spiegelungen an Punkten zerlegt werden.“ 

Alle diese Siitze, die fiir die Einsicht in den inneren Zusammen- 
hang der Theorie von Bedeutung sind, lassen sich leicht an unsere 
bisherigen Entwickelungen ankniipfen; man kann sich leicht Rechen- 
schaft geben von der Lage der Spiegelungsebenen und der Spiegelungs- 
punkte. 

Man kann aber auch den Gedankengang umkehren, indem man 
die involutorischen Transformationen an die Spitze stellt; das sind 
jetzt, wo es sich um eine zusammenhingende Entwickelung der 
Theorie der Bewegungen und Umlegungen handelt, die Umwendungen 
und die Spiegelungen. Wie der Verfasser sich tiberzeugt hat, kommt 
man auch auf diesem Wege ohne grosse Miihe zu den Eigenschaften 
der mit T,, T,, TJ u.s. w. bezeichneten Transformationen. Natiirlich 
erhilt bei einer solchen Verinderung des Standpunktes die ganze 
Theorie einen anderen Charakter. Die Spiegelungen, die von drei 
Constanten abhingen, erscheinen einfacher als die Umwendungen, 
die vier Constante haben, und die Umlegungen, die durch drei 
Spiegelungen darstellbar sind, einfacher als die Bewegungen, zu deren 
Ausdruck man vier Spiegelungen braucht. 

Vielleicht ist es zweckmiissig, an die Spitze der ganzen Theorie 
die Aufgabe zu stellen: ,,Die identische Transformation auf alle még- 
lichen Arten in vier, sechs, ... Spiegelungen zu zerlegen.“ 

Denn an dieses Problem, das nicht so speciell ist, wie es auf 
den ersten Blick wohl scheinen mag, lassen sich sehr leicht zahl- 
reiche weitere Entwickelungen anschliessen. 

Wir diirfen uns um so eher mit diesen Andeutungen begniigen, 
als die ferneren Untersuchungen H. Wiener’s weiteren Aufschluss 
iiber diese Fragen zu geben versprechen. Wir heben nur noch eine 
naheliegende Bemerkung hervor, weil sie uns wieder vor Augen bringt, 
welche ausgezeichnete Stellung die Umschraubungen und die Drehungen 
zusammen in der Theorie der Bewegungen einnehmen: 

Die Umschraubungen und die Drehungen sind die einzigen Be- 
wegungen, die schon durch zwei Spiegelungen darstellbar sind. 

Man iiberzeugt sich sofort davon, dass unter diesen Transfor- 


mationen wiederum die Umwendungen und die Schiebungen ein beson- 
deres Verhalten zeigen. 
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§ 12. 
Die Bewegungen im Strahlenbiindel. 


In mehreren Siitzen der §§ 10 und 11 erkennt man Verall- 
gemeinerungen der in § 3 entwickelten Theorie. Um in dieses fiir 
das Verstiindniss der Lehre von den Bewegungen und Umlegungen 
wichtige Verhiiltniss einen deutlichen Einblick zu gewinnen, betrachten 
wir die Bewegungen und Umlegungen, bei denen ein im Endlichen 
gelegener Pankt o des Raumes in Ruhe bleibt, indem wir diese Trans- 
formationen als Zuordnungen zwischen den Strahlen oder Ebenen des 
Punktes o auffassen. 

Die Umlegungen, die den Punkt o in Ruhe lassen, entstehen aus 
den Drehungen um Axen des Punktes o einfach dadurch, dass man 
vor oder nach einer Drehung die Spiegelung an dem Punkt o aus- 
fiihrt. Diese involutorische Transformation ist also mit allen unseren 
Bewegungen und Umlegungen vertauschbar; sie ist eine ausgezeichnete 
Transformation der betrachteten Gruppe (die einzige neben der iden- 
tischen Transformation), Da bei ihr alle Strahlen und Ebenen des 
Punktes o in Ruhe bleiben, so folgt, dass fiir die Strahlen und Ebenen 
des Biindels o ein Unterschied zwischen Bewegungen uod Umlegungen 
nicht besteht: Fiihrt man die Strahlen oder Ebenen von o als Raum- 
elemente ein, so erhalt man eine irreducibele Schaar, eine continuir- 
liche Gruppe von co* Transformationen. Sie mégen als ,,Bewegungen 
im Strahlenbiindel bezeichnet werden. 

Beim Studium dieser Gruppe haben wir vor Allem darauf zu 
achten, dass ihre Transformationen von der dualistischen Transfor- 
mation $$ des zu dem Biindel 0 gehérigen absoluten Polarsystems in 
Ruhe gelassen werden, Die Beziehung zwischen einem Strahl g und 
der auf ihm senkrechten Ebene y des Punktes 0, also zwischen Pol 
und Polare in Bezug auf den imaginiren sogenannten absoluten Kegel 
des Punktes o ist invariant gegeniiber allen Bewegungen des Biindels 0; 
diese bilden die Gesammtheit aller collinearen Transformationen der 
Strahlen unseres Biindels, die mit der dualistischen Transformation $ 
vertauschbar sind. 


In der Transformation $3 entsprechen einander wechselweise: 


Zwei Strahlen g, g’. — | Ihre Polarebenen y, y’. 
Die beiden Winkelhalbirenden | Die beiden Winkelhalbirenden 
(Strahlen) g und g von g und g’.— | (Ebenen) 7 und 7 von y und y’. — 
Die beiden ,, Normalebenen“ Die beiden ,,Normalstrahlen“ 
y und y des Strahlenpaars g, gy’, | g und g des Ebenenpaars y, y’, 


das sind die Polarebenen von g | das sind die Pole von 7 und 7, also 
s 
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und g, also Ebenen, die bez. durch 
g und g gehen und auf der Ebene | liegen und auf der Schnittlinie von 
von g und g’ senkrecht stehen. y und y’ senkrecht stehen. 
Lassen wir nun g,g’ ein Paar von Strahlen bedeuten, die sich 
in einer Bewegung S des Strahlenbiindels entsprechen, und betrachten 
wir die Bewegung s oder die Umlegung o des Raumes, die die Strahlen 
unseres Biindels in der vorgeschriebenen Weise vertauscht. Dann wird 
im ersten Falle (s) etwa die Winkelhalbirende g der Ort der zu den 
Punkten von g,g’ gehdrigen Sehnenmitien, und die Normalebene y 
(die Polare der anderen Winkelhalbirenden g) wird die gemeinsame 
Normalebene der genannten Sehnen; im Falle der Umlegung (6) aber 
wird g der Ort der Sehnenmitten, und 7 wird die Normalebene aller 


Strahlen, die bez. in y und 7 


zu g,g' gehérigen Sehnen. 


Wir haben also bereits gewonnene Er- 


kenntnisse nur anders anzuordnen, um zu dem Satze zu gelangen: 


Bei einer Bewegung S des Strahlenbiindels zeigen die beiden Winkel- 
halbirenden und Normalen von je zwei entsprechenden Strahlen oder 


Ebenen ein verschiedenes Verhalten. 


Die Winkelhalbirenden erster 
Art g aller Paare g,g' sugeord- 
neter Strahlen erfiillen entweder das 
ganze Strahlenbiindel — oder sie 
vereinigen sich in einem und dem- 
selben Strahl (der Drehungsaxe 
von §). 

Die Winkelhalbirenden zweiter 
Art g liegen dagegen unter allen 
Umstiinden in einer bestimmten 
Ebene, niimlich in der Polarebene 
der Drehungsaxe, der ,, Mittel- 
ebene“ der Bewegung S. 

Die Normalebenen erster Art y 
ferner erfiillen entweder das ganze 
Ebenenbiindel, oder sie vereinigen 
sich in einer einzigen Ebene (der 
Mittelebene), 








Die Winkelhalbirenden erster 
Art y aller Paare y, y' eugeord- 
neter Ebenen erfiillen entweder das 
ganze Ebenenbiindel — oder sie 
vereinigen sich in einer und der- 
selben Ebene (der sogleich zu de- 
finirenden Mittelebene von 8). 

Die Winkelhalbirenden zweiter 
Art y gehen dagegen unter allen 
Umstdnden durch einen bestimmten 
Strahl, ndéimlich durch die Drehungs- 
axe der Bewegung S.*) 


Die Normalstrahlen erster Art g 
ferner erfiillen entweder das ganze 
Strahlenbiindel, oder sie vereinigen 
sich in einem einzigen Strahl (der 
Drehungsaxe). 


*) Man kann die beiden Winkelhalbirenden so unterscheiden: Projicirt man 





entsprechende Strahlenbiischel von y und y’ (orthogonal) auf die Winkelhalbirende 
erster Art y, so entstehen in dieser gleichstimmig-projective Strablenbiischel ; 
projicirt man sie auf die Winkelhalbirende zweiter Art 7, so entstehen Strahlen- 
biischel von entgegengesetztem Drehungssinn. Entsprechende Unterschiede be- 


stehen natiirlich auch bei den anderen im Texte behandelten Gebilden. 
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Dagegen gehen die Normal- Dagegen liegen die Normal- 
ebenen zweiter Art y unter allen | strahlen eweiter Art » unter allen 
Umstiinden durch einen bestimmten | Umstiinden in einer bestimmten 
Strahl, ndimlich durch die Drehungs- | Ebene, niimlich in der Mittelebene 
axe der Bewegung. der Bewegung. 


Die im Satze genannten besonderen Fiille treten dann ein, wenn 
die Bewegung S involutorisch wird; wenn also die mit der Bewegung S 
des Strahlenbiindels verbundene Bewegung s des Raumes in eine Um- 
wendung um eine Axe des Punktes 0, und gleichzeitig die zugehdrige 
Umlegung o in eine Spiegelung an einer Ebene (der Polarebene jener 
Umwendungsaxe) iibergeht. 

An das Gesagte schliessen sich nun naturgemiiss die weiteren 
Siitze an: 

Mit jeder nicht-involutorischen Bewegung S des Strahlenbiindels 
sind zwei vertauschbare collineare Transformationen T,, T, des Biindels 
verkniipf{t, die hinter einander ausgefiihrt die Bewegung erzeugen: 


(1) U,T, —S=—_T,f,. 


Die Transformation ©, ordnet Die Transformation T,— ordnet 
jedem Strahle g des Biindels die | jedem Strahle g' des Biindels die 
Winkelhalbirende g erster Art des | Winkelhalbirende g erster Art des 
Strahlenpaars g,g' 2u. Strahlenpaars g,g' 2u. 

Die Transformation &, ordnet | Die Transformation T,—' ordnet 
jeder Ebene y des Biindels die | jeder Ebene y' des Biindels die 
Winkelhalbirende » erster Art des | Winkelhalbirende y erster Art des 
Ebenenpaars y, y’ 2u. | Ebenenpaars y,y’ 2u. 

In Zeichen: 


(2) ITP GILT Gg, PATH HIT yr’: 

Ferner: 

Mit jeder nicht-involutorischen Bewegung S des Strahlenbiindels 
sind zwei dualistische Transformationen T, T’ des Biindels verkniipft, 
deren jede, zweimal hinter einander ausgefiihrt, die Bewegung S erzeugt: 


(3) S=7, S=—_T"?. 


Die Transformation T ordnet | Die Transformation T” ordnet 
jedem Strahl g die Normalebene 7 | jeder Ebene y den Normalstrahl g 
erster Art des Strahlenpaars g,g', | erster Art des Ebenenpaars y, 7’, 
und dieser Ebene wiederum den | und diesem Strahl wiederum die 
Strahl g’ au. | Ebene y’ zu. 





In Zeichen: 
(4) GT} PLT} 9’, vAT GIT} x’: 
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Zwischen den Transformationen {,,T,, 7’, T’ bestehen folgende 
einfache Beziehungen : 

Die Transformationen T und T’ werden von der dualistischen 
Transformation 38 des absoluten Polarsystems unter einander vertauscht: 
(5) f’=STY, T=—FTIF. 

Die collinearen Transformationen ZT, und T, lassen sich aus den 
dualistischen Transformationen T und 38, und ebenso auch aus T” und ¥ 
zusammenseizen : 
6 X,=—Tf, XT, = PP, 

( ) lelaer, T= Tf. 
T, und T, werden daher durch jede der dualistischen Transfor- 
mationen T, 3, IT” unter einander vertauscht; in Zeichen: 


(7) ig $= P,, UP =Tt,, 
TI,—%,7T, PI,—T,F, TT, —f,7. 

Die Bedeutung der Transformationen {,, T,, 7’, TZ’ wird weiter 

aufgeklirt durch die folgenden Bemerkungen: 


Man kann eine jede Bewegung S | Man kann eine jede Bewegung S 
im Strahlenbiindel auf oo? Arten | im Strahlenbiindel auf oo Arten 
in zwei Bewegungen zerlegen, deren | in zwei Bewegungen zerlegen, deren 
zweite involutorisch ist. erste involutorisch ist. 

Der Drehungsaxe der ersten | Der Drehungsaxe der zweiten 
Bewegung entspricht die Drehungs- | Bewegung entspricht die Drehungs- 
axe und die Mittelebene der zweiten | axe wnd die Mittelebene der ersten 
in den Transformationen Z,undT. | in den Transformationen as 
und T-, 

Der Mittelebene der ersten Be- Der Mittelebene der zweiten Be- 
wegung entspricht die Mittelebene | wegung entspricht die Mittelebene 
und die Drehungsaxe der zweiten | und die Drehungsaxe der ersten 
in den Transformationen T, und T’. | in den Transformationen ,~" 
und T’—, 


Verlangen wir, dass die Zerlegung links iibereinstimmt mit der 
Zerlegung rechts, so kommen wir auf einen in anderem Zusammen- 
hange (S. 493) schon hervorgehobenen Satz, der hier der Deutlichkeit 
halber wiederholt werden mag: 

Jede Bewegung S im Strahlenbiindel kann auf co' Arten in zwei 
involutorische Bewegungen zerlegt werden. 

Die sugehirigen Drehungsaxen | Die zugehirigen Mittelebenen 
liegen in der Mittelebene von S, | gehen durch die Drehungsaxe von S, 


und schliessen den halben Drehwngs- | und schliessen den halben Drehungs- 
winkel ein. winkel ein. 


oo 
Xe 
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Auf diesen Satz griindet sich in bekannter Weise die Zusammen- 
setzung der Bewegungen im Strahlenbiindel. — 

Die untersuchten Transformationen €,, ,, 7’, 7” lassen sich als 
besondere Fille allgemeinerer Transformationen auffassen, die an ge- 
wissen Kigenschaften jener theilnehmen. Die Theorie dieser Trans- 
formationen ist ganz ihnlich der in § 7 enthaltenen Theorie der Trans- 


formationen t,, t,, ¢, die zu einer Bewegung des dreifach ausgedehnten 
Raumes gehéren. 


Durch irgend eine Axe n des Punktes o oder durch deren Polar- 
ebene v ist eine eingliedrige Gruppe T, von Bewegungen des Strahlen- 
biindels bestimmt, die Gruppe aller Drehungen um die Axe n. 

Durch die Axe n ist ferner eine eingliedrige Gruppe G, von per- 
spectiven Transformationen des Strahlenbiindels bestimmt, ndmlich die 
Gruppe aller der perspectiven Transformationen, deren Perspectivititsaxe 
die Gerade n und deren Perspectivititsebene die Ebene v ist. 


Seien g und g* zwei Strahlen des Punktes 0, die mit m in 
einer Ebene liegen, so ist die allgemeine Transformation r von G, 


durch die Zuordnung g{r}g* bestimmt, sofern man festsetzt, dass 
das Verhiiltuiss tg(g, m) : tg(g*, m) einen von der Lage des Strahles g 
unabhingigen Werth 2 haben soll. Fiir 4——1 ergibt sich der 
erste Theil des Satzes: 


Die Gruppen G, und T, durchdringen sich, ausser in der iden- 
tischen Transformation, in der durch die Axe n bestimmten involu- 
torischen Bewegung. 

Durch Zusammensetzung der Transformationen von G, und [, 
entsteht eine zweigliedrige continuirliche Gruppe G, vertauschbarer Trans- 
formationen — die Gruppe aller der linearen Transformationen t des 
Biindels, die die Ebenen der Axe n und die Strahlen der Ebene v 
ebenso unter einander vertauschen, wie die Bewegungen der Gruppe I. 


Bezeichnen wir mit y und y* die Polarebenen der besprochenen 
Strahlen g und g*, und mit g, und g,* die Spuren dieser Ebenen in 
der Ebene durch g und , so haben wir ctg(y, ) : ctg(y*, m) = 4, 
oder tg(g,, ): tg(g,*, m) = 1:4; daraus folgt aber, dass die Trans- 
formation r von G, durch die dualistische Transformation } des abso- 
luten Polarsystems mit ihrer entgegengesetzten Transformation ver- 
tauscht wird: 

(8) Prep, rP=— Pre 
Hieraus ziehen wir den Schluss: 

Setzt man alle Transformationen von G, mit der dualistischen Trans- 
formation JS des absoluten Polarsystems zusammen, so entsteht eine 
continuirliche Schaar H, von oo' Polarsystemen — die Gesammtheit 

Mathematische Annalen, XXXIX, 34 
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aller Polarsysteme », die zu den Umdrehungskegeln mit der Axe n 
gehoren. 

Die Schaar H, der Transformationen » bildet mit den Transfor- 
mationen von G, zusammen eine Gruppe. 


Die Ordnungsfliche des Polarsystems 
p=Pr—rp 
hat imaginire oder reelle Erzeugende, je nachdem der 2u r gehdrige 
Werth von 4 positiv oder negativ ist. 

Setzt man alle Transformationen von [, mit irgend einer der 
dualistischen Transformationen » von H, zusammen, so entsteht eine 
Schaar H, von co' dualistischen Transformationen, deren jede den zu» 
gehorigen Umdrehungskegel in sich selbst diberfiihrt. 

Die Gruppe [, und die Schaar H, bilden zusammen eine Gruppe 
von vertauschbaren Transformationen. 

Solcher Schaaren H, und Gruppen [,, H, gibt es co', darunter 
eine, die aus dem absoluten Polarsystem J hervorgegangen ist, und die 
daher den absoluten Kegel des Punktes 0 in Ruhe liisst. 

In der That, nennen wir S und B Transformationen von [,, so 
haben wir in S, B, und » = fr vertauschbare Transformationen vor 
uns; hieraus ergibt sich sofort der Satz. Geht r in die identische 
Transformation iiber, so entsteht die zu dem absoluten Polarsystem 
gehérige, die Transformation $$ enthaltende Schaar H,. Die Um- 
drehungskegel mit der Axe m werden von den Transformationen dieser 
Schaar (wie von denen aller iibrigen Schaaren H,) paarweise vertauscht. 

Setzt man alle Transformationen der Gruppe G, mit irgend einer 
der Transformationen von H,, oder alle Transformationen der Gruppe 
G, mit sdéimmtlichen Transformationen irgend einer der Schaaren H,, 
oder endlich alle Transformationen von T, mit allen Transformationen 
von H, zusammen, so enisteht eine continuirliche Schaar H, von oo* 
dualistischen Transformationen, deren jede den Inbegriff der Um- 
drehungskegel mit der Axe n in sich selbst iiberfiihrt. 

Die Schaar H, bildet zusammen mit der Gruppe G, wieder eine 
Gruppe (von nicht vertauschbaren Transformationen). 

Die allgemeine Transformation von H, lautet: 

(9) t= SPr — Srp. 
Man beweist leicht, dass zwei solche Transformationen nur dann ver- 
tauschbar sind, wenn sie derselben Schaar H, angehdren. 

Ueber die gegenseitige Beziehung der sechs Gruppen 

Gis Ti; G.3 —G,, Hy; 0,,H,; @, A, 
gibt der folgende Satz Auskunft: 
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Die Gruppen G,; G,, H, und natiirlich auch G, sind invariante 
Untergruppen der Gruppe G,, H,, die Gruppe T, aber ist tiberdies 
eine ausgezeichnete Untergruppe. Die co! Untergruppen T,, H, sind 
unter einander gleichberechtigt. 


Dies wird zum Theil niher erliutert durch die folgenden Be- 
merkungen: 


Die Transformationen der Gruppe G, lassen sich in bestimmter 
Weise zu Paaren t,, t, ordnen. 


Je zwei-zusammengehirige werden durch siimmtliche Transforma- 
tionen der Schaar H, unter einander vertauscht 
(10) t,t = tt,, tt, = t,t. 


Ferner sind t,;—'t, und t,t.-! (entgegengesetzte) Transformationen 
der Gruppe G,; endlich ergeben t, und t, hinter einander ausgefiihrt 
eine Transformation von T,, eine Bewegung. 

Umgekehrit kann jede Drehung um die Axe n auf oo! Arten in 
zwei zusammengehirige Transformationen von G, zerlegt werden. 

1 


Sei S® eine der beiden Drehungen, die zweimal hinter einander 
angewenget die Drehung S erzeugen, so wird 
1 1 
(11) t= S*r, tS? ro 
der allgemeine Ausdruck eines Paars zusammengehdriger Transfor- 
mationen von G,. 
Seien g, g*, g’ drei Strahlen von 0, die der Bedingung 


git} g* {t,} g 


geniigen, und seien y, y*, y’ ihre Polarebenen, so hat man gleich- 


zeitig 
rite} v*{t} 2’; 


g* ist ein Strahl der Normalebene zweiter Art y von g und g’, und 
y* ist eine Ebene des Normalstrahls zweiter Art g von y und y’. 

Je zwei entgegengesetete Transformationen der Gruppe G, bilden 
ein Paar zusammengehiriger Transformationen der Gruppe G,; jede 
Transformation der Gruppe T, aber ist sich selbst zugeordnet. 

Der Formel (9) kénnen wir den Satz entnehmen: 

Jede Transformation t der Schaar H, erzeugt, eweimal hinter- 
einander ausgefiihrt, eine Transformation von T,, eine Bewegung: 
(12) S—t?, 

Umgekehrt kann jede Drehung um die Axe n auf cot Arten durch 
Wiederholung einer Transformation der Schaar H, erzceugt werden. 

34* 
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Jede dieser Transformationen ¢ ordnet irgend einem Strahl g eine 
Ebene zu, die durch die Winkelhalbirende g zweiter Art des Strahlen- 
paars g, g’ hindurchgeht, und dieser Ebene ordnet sie wiederum dem 
Strah!] g’ zu. Sie ordnet ferner irgend einer Ebene y einen Strahl 
zu, der in der Winkelhalbirenden zweiter Art y des Ebenenpaars y, 7’ 
liegt, und diesem Strahl ordnet sie wiederum die Ebene y’ zu. 

Man wird bemerken, dass in der Theorie der Gruppe G,, H, die 
simmtlichen Polarsysteme », oder die zugehdrigen concentrischen 
Umdrehungskegel unter einander gleichberechtigt sind. Wir kehren 
jetzt zu unserem friiheren Gedankengang zuriick, indem wir das 
absolute Polarsystem $$ auszeichnen. 

Durch das absolute Polarsystem 8 werden jeder Zerlegung der 
Drehung S in zusammengehirige Transformationen von G, 


Ss = t, ty os t,t, 


zwei bestimmte Darstellungsweisen derselben Bewegung durch Trans- 
formationen von H, zugeordnet, 


S=t? und S—t’?. 


Die Beziehung von ¢ und t’ zu t, und t, wird ausgedriickt durch 
die Formeln 


t=—t$— Pt 
™) (= oh = 8 
1 2b- 
Brauchen wir die Zeichen g, g*, g’, y, y*, y' in der namlichen 
Bedeutung, wie soeben (S. 505), so kénnen wir die gegenseitige Be- 


ziehung der Transformationen $f, t,, t,, ¢, ¢’ und S vielleicht am 
Besten durch eine schematische Figur deutlich machen: 


f, 
t 


a 


CDi 


o> 





Ss 





~ <—2-— & 
~ <—#— 
% <—8— © 


Dabei liegt g*, wie gesagt, in der Ebene . und y* geht durch den 
Strahl g. 

Die dargestellte Beziehung der Transformationen t,, t,, ¢ und ?’ 
stimmt tiberein mit dem in den Formeln (2) und (4) ausgedriickten Zu- 


sammenhang der Transformationen {$,, ¢,, 7, 7’. Es gilt denn 
auch der Satz: 
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Die Transformationen &,, ZT, T, T’ bilden ein Quadrupel zu- 
sammengehoriger Transformationen t,, t,, t, t’ der Gruppe G,, H,. 
Man kann nimlich setzen 


1 1 1 1 
T= SR, L=—S*R' TH=SRP, T—S* Kg, 
sofern % eine Transformation der Gruppe G, bedeutet, deren Para- 
1 


meter 4, je nach der Wahl von s*, den Werth oder den 





1 
cos 
Werth — es hat. 2 ist, wie immer, der Winkel der Drehung S. 
g* und y* gehen jetzt, fiir alle Lagen des Strahles g, tiber in 9 und y. 


§ 13. 


Fortsetzung. — 
Nochmals die Bewegungen und Umlegungen in der Ebene. 


Die bis auf den Wortlaut der meisten Siitze sich erstreckende 
Uebereinstimmung unserer letzten Betrachtungen mit denen des § 7 
ist einer genaueren Erklirung bediirftig. Diese kann in den folgenden 
Ueberlegungen gefunden werden: 


Die in §7 definirte Gruppe G,, H, enthilt eine invariante Unter- 
gruppe G,', H,', die holoédrisch isomorph ist mit der in § 12 behandelten 
Gruppe G,, H,. 

Man sieht dies leicht, wenn man die in §7 dargestellte Theorie 
etwas anders aufbaut, als es dort geschehen ist. Verbindet man die 
Transformationen der Gruppe G, (§ 7) nicht mit der Gruppe G, aller 
Schraubungen um die Axe m, sondern nur mit der Gruppe G,’ der 
Drehungen um diese Axe, so entsteht eine Gruppe G,’ von affinen 
‘Transformationen des Raumes, die die Strahlen irgend eines auf n 
angenommenen Punktes 0 genau ebenso vertauschen, wie die Trans- 
formationen der Gruppe G, des § 12. Fiigt man nun zu den Trans- 
formationen von G,’ das Nullsystem YS, und zu den Transformationen 
von G, das Polarsystem $$, so entsteht im zweiten Falle die Gruppe 
G,, H, des § 12, im ersten eine gewisse Gruppe G,’, H,’. Beide 
Gruppen sind holoédrisch-isomorph in dem engeren Sinne, in dem 
das Wort in der Galois’schen Theorie gebraucht wird; ihre Transfor- 
mationen werden einander eindewtig- umkehrbar zugeordnet, wenn man 
die Transformationen von G, und G,’ in der angegebenen Weise auf 
einander bezogen hat, und wenn man dann auch noch die dualistischen 
Transformationen 28 und $8 einander zuordnet, 

Die Schiebungen in der Richtung der Axe von m sind mit den 
Transformationen von G,', H,’ vertauschbar; fiigt man sie zu den 
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Transformationen von G,', H,’ hinzu, so entsteht wieder die Gruppe 
G,, H;. Wir kénnen also auch sagen: 


Man kann die Gruppe G,, H, des § 7 auf die Gruppe G,, H, 
des §12 in der Weise isomorph beziehen, dass man die Schiebungen 
parallel zur Axe n der identischen Transformation zuordnet. 


In ganz ahnlicher Art kann man iibrigens, wie nachtraglich her- 
vorgehoben werden mag, auch die den Entwickelungen des § 12 selbst 
zu Grunde liegende Anschauung ausdriicken; es gelten nimlich offenbar 
die folgenden beiden, wohl auseinanderzuhaltenden Sitze: 


Man kann die Gruppe aller Bewegungen und Umlegungen im 
Raume auf die Gruppe aller Drehungen und Umlegungen um einen 
festen Punkt in der Weise isomorph beziehen, dass man die Schiebungen 
der identischen Transformation zuordnet. 


Man kann die Gruppe der Bewegungen und Umlegungen im Raume 
auf die Gruppe der Bewegungen im Strahlenbiindel in der Weise iso- 
morph beziehen, dass man die Schiebungen und die Spiegelungen an 
Punkten der identischen Transformation zuordnet. 


Es ist das eine unmittelbare Folge der Thatsache, dass die Punkte 
der unendlich fernen Ebene von den allgemeinsten Bewegungen und 
Umlegungen ganz ebenso unter einander vertauscht werden, wie von 
den Drehungen um einen festen Punkt. — 


Nicht minder wichtig, als die Beziehung der Bewegungen im 
Strahlenbiindel zu den Bewegungen und Umlegungen im Raume ist 
ihre allerdings ganz anders geartete Beziehung zu den Bewegungen 
und Umlegungen in der Ebene. 

Man kann die Geometrie im Strahlenbiindel 0 zur ebenen Geometrie 
durch eine dualistische Transformation des Raumes oder durch Central- 
projection in Beziehung setzen. Wir wihlen das zweite, der An- 
schauung zugianglichere Verfahren. Wir nehmen demnach jetzt 
irgend eine den Punkt o nicht enthaltende Ebene a fest an, und er- 
setzen jeden Strahl g des Punktes 0 durch seine Spur z in der Ebene z, 
und jede Ebene y von o durch ihre Spurlinie vu. Wir kénnen dann 
die in § 12 entwickelte Theorie ohne Weiteres auf die Ebene z iiber- 
tragen. So entsteht cine geometrische Theorie der collinearen und 
dualistischen Transformationen eines Kegelschnittes in der Ebene (zu- 
nichst eines imaginiren Kreises), die natiirlich auch unmittelbar be- 
griindet werden kann. Wir werden auf diesen Gegenstand bei spiiteren 
Gelegenheiten noch wiederholt zuriickkommen miissen; fiir jetzt be- 














I. Geometrisches. § 13. 511 


schranken wir uns auf die Betrachtung eines Grenzfalles, der uns zu 
den Untersuchungen des § 2 und des § 3 zuriickfihrt. 


Wenn der Punkt o in bestimmter Richtung ins Unendliche riickt, 
so zerfallt die continuirliche Schaar der Bewegungen im Strahlenbiindel o 
in zwei getrennte Schaaren. Diese gehen, wenn man die Strahlen und 
Ebenen des Punktes 0 durch ihre Spuren in einer zur Richtung von o 
senkrechten Ebene x ersetet, in die Bewegungen und Umlegungen der 
Ebene x iiber. 


Die Theorie der Bewegungen und Umlegungen in der Euclidischen 
Ebene kann mithin als ein Grenzfall der Theorie der Bewegungen im 
Strahlenbiindel angesehen werden. *) 

Man kann sich dies leicht in den Kinzelheiten deutlich machen. 

Wir bezeichnen, vor Ausfiihrung unseres Grenziibergangs, mit 
x, &, x’, & die Spuren der Strahlen g, 9, g’, g in der Ebene z, und 
mit w, wu, u’, w die Spuren der Polarebenen y, 7, y’, 7 jener Strahlen. 
(8. § 12, 8.501.) Dabei mégen etwa die Punkte x und 2’, die ein- 
ander durch die Bewegung S des Strahlenbiindels zugeordnet werden, 
im Endlichen liegen; sie sollen, wiihrend o in einer zu a senkrechten 
Richtung ins Unendliche riickt, festgehalten werden. 


Nun muss im Grenzfalle offenbar eine der Geraden @, uw in die 
unendlich ferne Gerade der Ebene  iibergehen. 

Nehmen wir zuerst an, dass die Gerade @ in’s Unendliche riickt: 
Dann erhalten wir, als Grenzfall der Bewegung S des Strahlenbiindels, 
eine Bewegung der Ebene x. Der Mittelpunkt der Bewegung ist die 
Grenzlage des Schnittpunktes der Drehungsaxe m mit der Ebene z; 
die Mittelebene v aber trifft x in der unendlich fernen Geraden. % wird 


die Mitte der Sehne xx’, Z ihr unendlich ferner Punkt; % wird die 
Normale der Sehne zx’, wihrend uw und uw’ wiederum in die unendlich 
ferne Gerade iibergehen. 


Mége zweitens die Gerade & in’s Unendliche ricken: Dann ent- 
steht eine Umlegung der Ebene x. Die Mittelgerade der Umlegung 
ist die Schnittlinie von x mit der Grenzlage der Mittelebene v der 


*) F. Klein, Ueber die sogenannte Nicht-Euclidische Geometrie. (Math. 
Ann, Bd. 4). 

Der dort auf S. 602 hervorgehobene Satz, dass die reellen linearen Trans- 
formationen eines (allgemeinen, zu einem reellen Polarsystem gehdrigen) Kegei- 
schnittes in zwei getrennte Schaaren zerfallen, ist nur richtig fiir Kegelschnitte 
mit reellen Punkten. — Vodllig unverstindlich ist mir die Unterscheidung der 
linearen Transformationen eines Kegelschnittes in ,,eigentliche‘‘ und ,,uneigent- 
liche, die Herr Lindemann in seinem kiirzlich erschienenen, in vieler Hinsicht 
ausgezeichneten Werke vorgenommen hat. (Vorlesungen iiber Geometrie, IL. Bd., 
Leipzig 1891, 8S. 382 — 385). 
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Bewegung des Strahlenbiindels; die Grenzlage der Spur der Drehungs- 
axe aber wird der zur Mittelgeraden senkrechte unendlich ferne Punkt. 
Z wird die Mitte der Sehne zz’, Z ihr unendlich ferner Punkt. & wird 
die Normale der Sehne xz’, wihrend u und «’, wie vorhin, mit der 
unendlich fernen Geraden zusammenfallen. 

Wir haben hier den Grenziibergang in der Weise ausgefiihrt, dass 
wir zwei in der Ebene 2 gelegene Punkte x, x’ festgehalten haben. 
Man kann aber ebensogut auch zwei zugeordnete Gerade wu, u’ fest- 
halten. Die Punkte x, %, x’, fallen dann simmtlich in’s Unendliche. 
Gehen wir zu einer Bewegung tiber, so wird « die Winkelhalbirende 
von wund u’, die den Drehungsmittelpunkt enthalt; @ wird die andere 
Winkelhalbirende. Gehen wir zu einer Umlegung iiber, so wird « 
zur Mittelgeraden der Umlegung parallel und w wird zu ihr senkrecht. 


Alle diese Thatsachen kénnen wir in einfacher Weise zusammen- 
fassen: 


Geht man von einer Bewegung des Strahlenbiindels zu einer Be- 
wegung der Ebene itiber, so gehen die collinearen Transformationen TZ, 
und &, des Biindels in die ebenso bezeichneten affinen Transformationen 
der Ebene iiber; die dualistischen Transformationen T und T’ hingegen 
arten aus. 

Geht man aber von einer Bewegung des Strahlenbiindels zu einer 
Umlegung der Ebene iiber, so bleibt nur die mit T bezeichnete dualistische 


Transformation erhalten; die Transformationen T,, T, wnd T’ dagegen 
arten aus. 


Ein Theil der Eigenschaften einer Bewegung im Strahlenbiindel 
findet sich also noch bei den Bewegungen der Ebene, ein anderer bei 
den Umlegungen; wieder andere Eigenschaften aber gehen im Grenz- 
fall verloren. — In fhnlicher Weise kann man uatiirlich auch alle 
anderen Sitze des § 12 bis zur Grenze verfolgen. Die Durchfiihrung 
dieses Gedankens mag dem Leser itiberlassen bleiben. 

Um spiter hier ankniipfen zu kénnen, miissen wir wenigstens er- 
wihnen, dass wir den Uebergang von den Bewegungen und Um- 
legungen um einen festen Punkt 0 des Raumes zu den Bewegungen 
und Umlegungen einer Ebene noch in anderer Weise vollziehen kénnen. 
Umschliessen wir niimlich den Punkt o mit einer Kugel, und betrachten 
wir dann deren Punkte als Raumelemente, so haben wir (bekanntlich) 
in den Bewegungen und Umlegungen dieser Flache wieder eine drei- 
gliedrige Gruppe, die im Grenzfall in die Gruppe der Bewegungen 
und Umlegungen einer Ebene iibergeht. Wie man sieht, besteht 
zwischen beiden Arten der Verallgemeinerung der elementaren Geo- 
metrie ein wesentlicher Unterschied. In der Geometrie des Strahlen- 
biinde)s tritt an Stelle der Bewegungen und Umlegungen der Ebene 
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eine continuirliche Gruppe, in der Geometrie der Kugelfliche aber 
haben wir nach wie vor eine Gruppe, die aus zwei getrennten Schaaren 
von Transformationen besteht. Diese Schaaren zerfallen beim Ueber- 
gang zur Ebene nicht, wie es die Bewegungen des Strahlenbiischels 
thun: Vielmehr gehen die Bewegungen der Kugel tiber in die Be- 
wegungen der Ebene, und die Umlegungen der Kugel in die Um- 
legungen der Ebene. 

Die Beziehung zwischen der continuirlichen Gruppe der Drehungen 
im Strablenbiindel und der aus zwei Schaaren bestehenden Gruppe der 
Drehungen und Umlegungen der Kugelfliiche wird vermittelt durch die 
Spiegelung an dem Mittelpunkt der Kugel. Diese involutorische Trans- 
formation fehlt in der ersten Gruppe, in der zweiten aber ist sie aus- 
gezeichnet enthalten. Sie eben wird bei der isomorphen Beziehung 
beider Gruppen der identischen Transformation zugeordnet. Beim Grenz- 
iibergang verschwindet sie: Hierdurch wird es erméglicht, dass beide 
Gruppen, die continuirliche und die zerfallende, als Grenzlagen eine 
und dieselbe zerfallende Gruppe haben. 

Wir haben es fiir niitzlich gehalten, diese einfachen Verhiiltnisse 
so ausfiihrlich zu besprechen, weil man sie sich in der That bisher 
nicht immer geniigend klar gemacht zu haben scheint; bei spiiteren 
Gelegenheiten werden wir uns dafiir desto kiirzer fassen kénnen. 

Die Theorie der Bewegungen und die der Umlegungen in der 
Ebene werden nach dem Gesagten in der Theorie der Bewegungen des 
Strahlenbiindels gewissermassen zu einer hdheren Kinheit verschmolzen ; 
ein Gleiches ist aber nicht der Fall, wenn man die andere Art der 
Veraligemeinerung wahlt. 

Kann man nun auch die Bewegungen und Umlegungen im drei- 
fach ausgedehnten Raume als Grenzfall einer sechsgliedrigen continuir- 
lichen Gruppe auffassen? Die Antwort fallt bekanntlich verneinend 
aus: Wie man auch die Verallgemeinerung vollziehen mége, immer 
erhilt man zwei getrennte Schaaren von Transformationen. Es be- 
steht eben zwischen der metrischen Geometrie der Ebene und der des 
Raumes keine durchgreifende Analogie: Vielmehr kann man nur die 
Mannigfaltigkeiten gerader und die Mannigfaltigkeiten ungerader Di- 
mension in je eine Reihe stellen, deren Glieder unter sich engere 
Analogien darbieten — eine in der Theorie der quadratischen Formen 
lingst bemerkte und mehrfach hervorgehobene Thatsache. 

Doch mit solchen Betrachtungen iiberschreiten wir schon die dieser 
Arbeit gezogenen Grenzen, 


a a aes — 
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Il. 


Von der Parameterdarstellung der Bewegungen 
und Umlegungen. 


In gegenwiartigem Aufsatz handelt es sich zuniichst um die Frage 
nach einer méglichst einfachen analytischen Darstellung der Bewegungen 
im dreifach ausgedehnten Raume. Es soll gezeigt werden, dass man 
diesen Transformationen acht homogene, durch eine quadratische Re- 
lation verbundene Parameter eindeutig-umkehrbar zuordnen kann, 
die ganz ihnliche Eigenschaften haben, wie Eulers Parameter 
der Drehungen um einen festen Punkt. Die gefundene Parameter- 
darstellung wird sodann auf die Umlegungen ausgedehnt; auch wird 
gezeigt, wie man aus den Formeln Eulers entsprechende Formeln 
fiir die Bewegungen und Umlegungen in der Ebene herleiten kann. 

Vorbereitet sind diese Betrachtungen einmal durch gewisse Ge- 
danken Cayleys und Cliffords iiber den Quaternionencalcul, und 
durch neuere Untersuchungen itiber Systeme von complexen Zahlen 
tiberhaupt, sodann in anderer Richtung durch die bekannten Arbeiten 
von Hermite, Cayley, Frobenius und Anderen iiber die Parameter- 
darstellung der linearen Transformationen einer quadratischen Form. 
Fiir den Verfasser lag der Ausgangspuokt in der Theorie der com- 
plexen Zahlen; sie ist auch die Grundlage der folgenden Darstellung. 
Die — iibrigens in der Hauptsache leicht hindurchzusehenden — Be- 
ziehungen zu den anderen genannten Arbeiten werden wir ausfiihrlich 
erst in einem spiteren Abschnitt darlegen kénnen, der von der An- 
wendung der Methoden der Invariantentheorie auf unseren Gegenstand 
handeln soll. 

Die folgenden analytischen Entwickelungen sind, ihrer ganzen An- 
lage nach, von der im ersten Abschnitte vorgetragenen geometrischen 
Theorie unabhingig. Nur um der Kiirze willen haben wir eine An- 
zahl von Sitzen einfach aus dem ersten Abschnitt heriibergenommen, 
ohne sie mit den Hiilfsmitteln der Analysis von Neuem _herzu- 
leiten. 

Beide Abschnitte ergiinzen sich wechselweise. Sie bilden in 
doppelter Hinsicht ein zusammenhiangendes Ganzes. LErstens in 
methodischer Beziehung, insofern auch hier — durch ausschliess- 
liche Anwendung rechtwinkliger Parallelcoordinaten — eine midg- 
lichst elementare Darstellung angestrebt worden ist. Zweitens sachlich, 
da hier wie dort die mit T,, T,, Z u.s. w. bezeichneten linearen 
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und dualistischen Transformationen das Interesse vorzugsweise in 
Anspruch nehmen. Es zeigt sich jetzt eine weitere wichtige Kigen- 
schaft dieser Transformationen: Ihre Coefficienten werden, bei ge- 
eigneter Schreibart, héchst einfache lineare Functionen von 7 un- 
abhingigen Verhiltnissgréssen, Hiervon handeln drei in § 7 zu- 
sammengestellte Saitze. Kiner von diesen ist schon vor fiinfzig Jahren 
von Rodrigues erkannt und in seiner Bedeutung vollstindig ge- 
wiirdigt worden. Diese Entdeckung, die die Grundlage seiner origi- 
nellen Theorie der Bewegungen bildet, ist indessen unbeachtet ge- 
blieben, — 

Wegen der von der angewendeten Methode unzertrennlichen 
Schwerfalligkeit haben wir uns in der Auswahl der zu behandelnden 
Stoffe verschiedene Beschrinkungen auferlegt. Wirkliche Schwierig- 
keiten stehen aber einer genaueren analytischen Darstellung der im 
ersten Abschnitt vorgetragenen Theorie auch bei Gebrauch der Coordi- 
natenmethode natiirlich nicht entgegen. 

Um Wiederholungen einer und derselben Schlussweise zu ver- 
meiden, werden wir jetzt einen anderen Gedankengang innehalten, 
als im ersten Abschnitt. Wir beginnen sogleich mit den Bewegungen 
im dreifach-ausgedehnten Raume, und lassen hierauf die zugehérigen 
Umlegungen folgen, um dann erst zu den Bewegungen und Um- 
legungen der Ebene herabzusteigen. 


§ 1. 
Die Transformationscoefficienten. 


Wir bedienen uns in der gegenwartigen Arbeit, wie gesagt, recht- 
winkliger Cartesischer Coordinaten. Wir driicken also eine Bewegung 
aus durch ein Gleichungssystem von der Form 


Ay = Ayy HF Ay, By Myy%y H A325, 
(1) Ay Zo == Agg + Ay By + Ay9%q + My325, 
Ay 3 = Agg + Ag 2,  ga%q + A345. 


Sollen diese Formeln wirklich eine Bewegung bedeuten, so miissen 
zwischen den Coefficienten a;, die bekannten Bedinguugsgleichungen 
bestehen. Wir stellen diese Relationen kurz zusammen, um uns nach- 
her darauf beziehen zu kénnen. Wir werden dabei, um einer spiter 
anzustellenden Betrachtung willen, fiir die linken Seiten mehrerer von 
ihnen kurze Bezeichnungen einfiihren. Der Einfachheit halber wird 
von je drei Formeln, die durch cyklische Vertauschung der Indices 
1, 2, 3 aus einander hervorgehen, immer nur eine aufgefiihrt. Die 
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in eckiger Klammer hinzugefiigte Ziffer gibt die Anzahl der unter ein- 
ander gleichwerthigen Relationen an. 

An die Spitze stellen wir den Ausdruck fiir die Determinante 
unserer Transformation, eine Relation dritten Grades in den Coeffi- 
cienten @jx: 

(2) A = | G4; 442433 | = doo. 


Andere Relationen dritten oder héheren Grades werden wir nicht 
benutzen; wohl aber ist es uns von Wichtigkeit, die Relationen vom 
zweiten Grade in den Coefficienten a;, méglichst genau zu kennen. 

Es sind die folgenden: 








(3) Ris = dg 4ix — Fa =0 [9], 
oder ausfiihrlicher: : 
Ry = 9444 — Aq2Mg3 + Ay3 3. = 0, [3], 
(3b) Ry3 = Ay G3 — Ay 4g, + 44,439 = 0, [3], 
Ryy = Goo G32 — 41443 + 44,3 = O, (3); 
ferner 
. P, = a2, — ai, — a3, — ai, = 0, [3], 
(4) et a ee et [3]; 
(5) {o = Fy Ag, + Gq9Agq + Ay3.433 = 0, [3], 
Qy' = G42. Q43 $F A223 + Gy9433 = 0. [3]. 


Die sechs Gleichungen P; = 0, Q; = 0 sind bekanntlich von ein- 
ander unabhiangig; aus ihnen folgt 


A=-+ av. 

Entscheidet man sich fiir das obere Vorzeichen, so ergeben sich 
die iibrigen Relationen. Es bleiben also, wie es sein muss, drei von 
den neun Coefficientenverhiltnissen a@,, : Gog, - - -» @33 ? Go Willkiirlich. 

Die angeschriebenen Relationen zweiten Grades (3)...(5), im 
Ganzen 21, sind offenbar nicht linear-unabhingig; man hat nimlich 


auch dann, wenn die Gréssen a;, ganz beliebige Werthe haben, die 
Identitat 


(6) Pi+ P,+ P;=D=P, + Py + Py. 

Demnach ist von den sechs Gleichungen (4) irgend eine iiber- 
fliissig; sie kénnte fortgelassen werden, wenn dadurch nicht die Sym- 
metrie gestért wiirde. 

Die iibrigen 20 Relationen sind linear - unabhingig. Sie stellen das 


volistiindige System aller Relationen zweiten Grades vor, die zwischen 
den Coefficienten a;, bestehen. 
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Das heisst, hat man irgend einen Ausdruck zweiten Grades Q(a;x), 
der fiir die Coefficienten a;, einer orthogonalen Substitution ver- 
schwindet, so lisst sich Q linear mit constanten Coefficienten dar- 
stellen durch die Ausdriicke R;,, Q;, Q; und durch fiinf von den 
Ausdriicken P;, P,’. 

Den Beweis fiir diesen bisher — wie es scheint — unbemerkt 
gebliebenen Satz werden wir spiiter (in § 5) in sehr einfacher Weise 
fiihren, indem wir das System der Gleichungen (3)... (6) in eine 
andere Form bringen. 

In den Gleichungen (1), deren Coefficienten durch die Bedingungen 
(2)... (5) an einander gebunden sind, sind sechs linear-unabhingige 
infinitesimale Transformationen enthalten, unendlich kleine Bewegungen, 
deren Ausdriicke schon von Euler angegeben worden sind. Wir 


schreiben sie, mit Anwendung der von Herrn §. Lie eingefiihrten 
Symbolik, in dieser Weise: 


X,f—2(e, £2, #£), yr——23f 


0%/? eu, ? 
0 7) a 

(7) X,f= 2(«, #f a $e » Lf=- 220, 
d 9 @ 

parla ten $, mye —2¥h 


X,f... X,f stellen, wie man leicht sieht, unendlich kleine 
Drehungen um die Coordinatenaxen vor, Y,f... Y;/ sind Schiebungen 
lings dieser Axen. 


Die Zusammensetzung der Gruppe der Bewegungen wird, bei der 
von uns getroffenen Auswahl der infinitesimalen Transformationen, 
gegeben durch die Formeln 


((X, X;) = 2X,, (X, X,) = 2X,, (X, X,) = 2X;, 
(X, ¥;) = 2Y, =(Y,X;), 

(X, ¥,) = 2Y, = (¥,X,), 

(X, ¥,) = 2Y, =(Y,X,), 

(Y;Y;) =0, (XY) =0 

\ (i,x== 1,2, 3). — 


(8) 








Um einer spiteren Anwendung willen bestimmen wir im Anschluss 
hieran die infinitesimalen Transformationen der Gruppe von Bewegungen, 
die einen gegebenen Punkt 2,°, z,°, z,° in Ruhe lassen. Diese Gruppe 
enthalt drei unabhingige infinitesimale Transformationen, Drehungen 
um Axen, die den Coordinatenaxen parallel laufen: 
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(Zi f = 2(e, — 298) SL — 2(c, — ,°) $f 
= X,f— 2,°¥,f+ 4,°¥,/, 


c ¢ a 
(9) 4 re $f — 2(2, — 2,°) a 
= X,f— 4,°Y,f+ 4,°¥;3f, 
0 2 
Z3f = 2 (2. — 2,°) of — 2(2, — 2,°) a 








= X;f— 2, Y,f+ 2, Y,f. — 


In unseren ferneren Betrachtungen soll es sich nun darum handeln, 
die Transformationscoefficienten a;, in mdglichst einfacher Weise durch 
eine geringere Zahl von Gréssen auszudriicken. 

Denken wir uns die Transformationen S,, S,,... einer r- gliedrigen 
continuirlichen Gruppe dargestellt durch » + s-+ 1 homogene Para- 
meter, zwischen denen s von einander unabhiingige Relationen statt- 
finden; so wollen wir sagen, dass fiir diese Parameter bilineare Zu- 
sammensetzung besteht, wenn die Parameter der zusammengesetzten 
Transformation S,S, homogene lineare Functionen sind sowohl der 
Parameter von S, als auch der Parameter von S,. Diese durch ihre 
besondere Einfachheit ausgezeichnete Art der Zusammensetzung der 
Parameter liegt zum Beispiel bei der allgemeinen projectiven Gruppe 

Li = Cin %y + CX, + Ci2%, + C32, (i = 0,1, 2, 3) 
vor, wenn man als Parameter die 16 Coefficienten ¢;, selbst nimmt; 
und ebenso findet bilineare Zusammensetzung fiir unsere Gruppe (1) 
der Bewegungen statt, wenn man die 13 Coefficienten a;, als die 
Parameter ansieht. Zwischen beiden Fallen besteht aber ein wesent- 
licher Unterschied: Wihrend bei der allgemeinen projectiven Gruppe 
die Zahl der Parameter c;, den kleinsten iiberhaupt denkbaren Werth 
16 hat, haben wir bei der nur sechsgliedrigen Gruppe der Bewegungen 
noch 13 homogene Parameter, also nicht weniger als sechs Parameter 
mehr, als zur Darstellung der Bewegungen durch homogene Parameter 
iiberhaupt erforderlich sind. Bemerkt man, dass die Leichtigkeit der 
analytischen wie der geometrischen Behandlung einer Gruppe genau 
abhingig ist von der Leichtigkeit, mehrere Transformationen der Gruppe 
hinter einander auszufiihren', so erhebt sich von selbst die Frage: 
Ob man nicht, unter Beibehaltung der Forderung der bilinearen Zu- 
sammensetzung, die Bewegungen schon durch weniger als 13 homogene 
Parameter ausdriicken kann? Wir stellen also die Aufgabe: 


Man soll die Bewegungen des Rawmes durch eine miglichst geringe 


Zahl von homogenen Parametern mit bilinearer Zusammensetzung dar- 
stellen. 
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Die Lésung dieses Problems kann nicht vollig bestimmt sein; sie 
enthalt noch willkiirliche Elemente. Denn hat man ein System von 
Parametern der genannten Eigenschaft gefunden, so erhalt man durch 
eine lineare Transformation sofort unendlich viele Parameterdarstel- 
lungen derselben Art. Ferner wird der Ausdruck der Coefficienten a;; 
durch die fraglichen Parameter nothwendig unbestimmt, wenn sich 
zeigen sollte, dass die kleinste Zahl von Parametern mit bilinearer 
Zusammensetzung grésser ist, als 7: in diesem Fall kann man mit 
Hiilfe der alsdann zwischen ihnen stattfindenden Relationen die Form 
der Coefficienten a,;, noch in mannigfacher Weise abiindern. Sieht 
man aber auch alle solchen Parametersysteme, die sich aus einem ein- 
zigen ableiten lassen, als identisch an, so ist noch nicht von vorn 
herein klar, dass nicht noch andere mdglich sind, zu denen man auf 
diese Weise nicht kommt. 

Eine ahnliche Aufgabe, wie die soeben formulirte, kann man bei 
ganz beliebigen continuirlichen Gruppen stellen; denn nach den Unter- 
suchungen des Herrn S. Lie gibt es projective Gruppen von jeder 
beliebigen Zusammensetzung. Schon bei den eingliedrigen Gruppen 
sind indessen zwei wesentlich verschiedene Parameterdarstellungen mit 
bilinearer Zusammensetzung vorhanden, von denen die eine ein Grenz- 
fall der anderen ist, und bei dreigliedrigen Gruppen bereits kommt 
auch der Fall vor, dass mehrere wesentlich verschiedene Parameter- 
darstellungen von gleicher Allgemeinheit méglich sind. 

Dass die Gruppe der Bewegungen ein anderes und zwar einfacheres 
Verhalten zeigt, werden wir im nachsten Paragraphen sehen. 


§ 2. 
Die Biquaternionen. 


Die in § 1 formulirte Aufgabe liasst sich, nach den Darlegungen, 
die der Verfasser bei einer anderen Gelegenheit gegeben hat, auf die 
folgende zuriickfiihren: 

»Man soll, fiir einen mdglichst kleinen Werth der Zahl s, alle 
Typen von Systemen complexer Zahlen mit 7-+ s Haupteinheiten 
finden, von der Eigenschaft, dass die zugehdrige (7 + s — 1) gliedrige 
einfach -transitive Gruppe G™ eine Untergruppe enthilt, die mit der 
Gruppe der Bewegungen gleichzusammengesetzt ist‘‘*). 

Nun geht aus Untersuchungen des Herrn Scheffers**) hervor, 





*) S. die Abhandlung: Ueber Systeme complexer Zahlen und ihre Anwendung 
in der Theorie der Transformationsgruppen. Wiener Monatshefte 1890 (I. Jahrg.), 
8—10, Heft. Statt der Bezeichnung G“) des Textes ist dort G, geschrieben. 

**) G. Scheffers, Zuriickfiihrung complexer Zahlensysteme auf typische 
Formen. Math, Ann. Bd, 39 (1891), S. 293, § 10 u. ff. 
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dass der kleinste mégliche Werth der Zahl s der Werth s = 1 ist, und 
dass zu diesem Werth nur ein System von complexen Zahlen gehdrt, 
dessen Gruppe G) eine (und nur eine) Untergruppe von der ver- 
langten Zusammensetzung enthilt. Daraus lisst sich schliessen: 


Eine Darstellung der Bewegungen durch sieben homogene Parameter 
mit bilinearer Zusammensetzung ist unmoglich. 


Dagegen gibt es eine, und zwar im Wesentlichen nur eine solche 
Darstellung durch acht homogene Parameter, zwischen denen eine Re- 
lation besteht.*) 


Im Wesentlichen, das heisst: abgesehen von linearen Transforma- 
tionen der Parameter, und abgesehen natiirlich von Umgestaltungen 
vermége der Identitiit, die zwischen den Parametern angenommen 
werden soll. 

Das fragliche System complexer Zahlen ist eines der von Clifford 
aufgefundenen und als Biquaternionen bezeichneten Zahlensysteme. 
Seine Maultiplicationstafel sieht, wenn man die acht Haupteinheiten 
in zwei Gruppen von je vieren, €)...€3, &-+ + & Spaltet, so aus: 





(1) Ee Seas OR ee 


0 
& || & —& & —& 0 

&  & —&—& & 9 O0 DO O 
0 


& & & —& & ee es 


*) Es diirfte vielleicht im Interesse einiger Leser liegen, wenn wir ausdriick- 
lich darauf hinweisen, dass der Satz des Textes nur soweit auf der Theorie des 
Herrn Scheffers beruht, als er das Nicht-Vorhandensein einer zweiten, ein- 
facheren oder auch nur eben so einfachen Parameterdarstellung der Bewegungen 
aussagt, Im Uebrigen werden wir von jenen (nach der Natur des Gegenstandes) 
nicht ganz einfachen Betrachtungen, und insbesondere auch von der soeben 
gezogenen wichtigen Folgerung keinen Gebrauch zu machen haben, 

**) Der zu friih verstorbene Clifford hat in mehreren theilweise unvollendet 
gebliebenen Abhandlungen, die man in seinen ,,Mathematical Papers‘‘ (London 
1882) abgedruckt findet, drei Arten von ,,Biquaternionen“ betrachtet und zur 
sogenannten elliptischen, parabolischen (Euclidischen) und hyperbolischen Geo- 





| 
| 
| 
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Schreiben wir zur Abkiirzung (e;e,) fiir e,e, — e,¢;, so haben wir 
nach dieser Tafel die Relationen 


(€,€;) = 2e,, (€,€;) = 2, (€,€) = 2e,, 
(€2 &) = 28, = (€ 6), 
(2) (€5 &) = 2 & = (&¢), 
(¢ &) == 2&8, = (& &), 
(¢.&) =O @=—1, 2,3), (ae) —O0 (i,k =1,2, 3), 


(3) (C:&) = 0, (&&) =O 
(i—1, 2,3). 


Fiihren wir ferner noch die Abkiirzungen ein 
3 8 
a= > (we ot. B:&), a => (ai Qi + B; &) u. 8. f. 
0 0 


3 3 
a= > (bi G+ mes), « => (bie + n/&) us. w., 


so kénnen wir die mit den Biquaternionen (1) verkniipfte siebengliedrige 
Gruppe G® oder G, kurz so schreiben: 


(4) a= 20. 


Aus den Formeln (8) des §1, und den Formeln (2), (3) des 
gegenwartigen Paragraphen ergibt sich sodann (vgl. Wiener Ber. 
a.a.QO., § 9), dass die Gruppe G, in der That eine einzige, und zwar 
eine invariante Untergruppe G, enthilt, die gleichzusammengesetzt ist 


metrie in Beziehung gesetzt. Er gelangte zu ihnen durch die von Herrn Scheffers 
Multiplication“ genannte Operation, indem er Hamiltons Quaternionen mit 
den drei biniiren Zahlensystemen (t)—1, ¢,2==%)), (ig ==1, 420), (tg = 1, 12 ==— 1%) 
verband, Er operirte mit ihnen ungefiihr in derselben Weise, wie Hamilton 
und seine Nachfolger mit den gewdhnlichen Quaternionen. Zu einer Parameter- 
darstellung und Zusammensetzung der Bewegungen scheint Clifford eben so 
wenig gelangt zu sein, wie Buchheim, der eine zusammenfassende Darstellung 
und Weiterbildung der Clifford’schen Gedanken versucht hat. (A memoir on 
Biquaternions. Am. J, v. VIII [1885].) 

Nach der Terminologie des Verfassers sind die zur elliptischen und hyper- 
bolischen Geometrie gehtrigen Biquaternionen verschiedene Gestalten desselben 
Typus, die zur parabolischen Geometrie gehérigen aber entsprechen einem neuen 
Typus, der eine Ausartung des ersten ist. Von diesen und noch zwei weiteren, 
ihnlich gebauten Zahlensystemen werden wir in den folgenden Abschnitten dieser 
Untersuchung noch mehr zu reden haben. 

Bei Scheffers findet sich das hier benutzte System auf 8, 380, Es ist 
dort mit Q, bezeichnct. 


Mathematische Annalen, XXXIX. 35 
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mit der Gruppe der Bewegungen, eine Gruppe, deren allgemeine in- 
finitesimale Transformation lautet: 


(5) a! = X[ ly fH (04, +, Cy Ay C3 +, & +b, 8) +b, &5) IE]. 


Ferner ergibt sich, dass eine (einzige) ausgezeichnete Untergruppe G, 
vorhanden ist mit der infinitesimalen Transformation 


(6) xv = axle, + 02]. 


Die Gruppe G, ist isomorph auf die Gruppe der Bewegungen des 
Raumes bezogen, wenn man die allgemeine infinitesimale Bewegung 
in der Form 


(7) ay Xf + a, Xf + a, Xf + 6, Yi f+ b, ¥,f + b, Y5f 


schreibt, und den Constanten a;, 6; dieselben Werthe beilegt, wie denen 
der Formel (5). — 

Es wird sich nun weiterhin vor Allem darum handeln, die end- 
lichen Gleichungen der von den infinitesimalen Transformationen (5) 
erzeugten Gruppe G, aufzustellen, d.h., die Bedingung zu finden, der 
die acht Parameter «;, 6; geniigen miissen, wenn die Transformation 
(4) von G, der Untergruppe G, angehéren soll. Bevor wir aber noch 
dies ausgefiihrt haben, kénnen wir aus den bereits abgeleiteten Sitzen 
schon einige wichtige Folgerungen ziehen. Wir kénnen nimlich jetzt 
schon die Formeln fiir die Zusammensetzung der Parameter (a, B) 
angeben. 

Seien S, S’ irgend zwei Bewegungen, und 8” ihr Product, 
= SS’, seien ferner 2 =—2a, « —wxa’, x’ =«xa” drei Transforma- 
tionen von G,, die den Bewegungen S, S’, S” entsprechen, so hat 
man a” =aa; d. h. die Formeln fiir die Zusammensetzung der 
Parameter (a, 8) werden geliefert durch das sogenannte Multiplications- 
theorem unseres Zahlensystems (1). 


Verlassen wir den Algorithmus der complexen Zahlen, so kénnen 
wir nunmehr den Satz formuliren: 


Hat man die Bewegungen des Raumes durch irgend ein System 
von acht homogenen Parametern mit bilinearer Zusammensetzung aus- 
gedriickt , so kann den Formeln fiir die Zusammensetzung der Parameter 


durch eine lineare Transformation der Parameter immer die folgende 
Gestalt ertheilt werden : 


Gy” = Og M%y — Oy Oy” — Hy lly — Oty’, 
(8) at -— Mott + a, ty + a, “: on a 
Oy” = Oy Oy Wy My + Hy, — Or, ', 
Oy” —= Oy Oy’ Oy tty - Hy ey — Hy %,’, 
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By” = By — @, B,’ — a, 8,’ — a8,’ 
+ Byes — B, a,’ — By a,’ — Bya;’, 
By” = a8, + «By + «8, — a8,’ 
(8) + Boe,’ + By a + Boas’ — B,a,, 
B,” = a By’ + a By + a8," — a, B,’ 

+ Bye.’ + Bay + Bsa,’ — B,a,,, 
Bs” = @ By + a3 By + a By’ — a8,’ 
+ Byes + Bsa’ + Ba,’ — B,a,’. 

Die ersten vier von diesen Gleichungen stellen ein wohlbekanntes 
Formelsystem dar, das Multiplicationstheorem der Quaternionen, durch 
deren Erweiterung eben das Zahlensystem (1) entstanden ist, 

Betrachten wir die Determinante des Gleichungssystems (8), nach- 

dem wir es in Bezug auf die Gréssen «;, 8; geordnet haben, so ergibt 
sich der Ausdruck N‘(a, 8), wenn zur Abkiirzung gesetzt wird 
(9) N(a, B) = a? + a? + a,? + a’. 
Ordnen wir sodann nach den Gréssen a;, 8;, und bilden wir wieder 
die Determinante, so ergibt sich der Werth N‘(a’, 6’). Der Aus- 
druck N, der von den Grissen 8; ganz unabhiingig ist, spielt also die 
Rolle der Discriminante fiir unser Gleichungssystem; die Werthe der 
Gréssen (a, 6), fiir die N verschwindet, definiren die ausgearteten Trans- 
formationen der Gruppe G,;. Wir werden immer nur nicht-ausgeartete 
Transformationen zu betrachten haben; wir diirfen daher aus jeder 
Gleichung mit dem Factor N diesen Factor weglassen. 


Aus den ersten vier Gleichungen (8) folgt die ebenfalls aus der 
Quaternionentheorie bekannte Formel 


(10) N(a). N(a’) = N(a”). 
Zu diesen Siitzen sind wir gelangt, ohne noch die Bedingungs- 
gleichung zwischen den Parametern «@;, 6; zu kennen. Wir werden 


spiiter sehen, dass auch der Ausdruck der Bewegungen selbst in ge- 
wissem Umfang von jener Relation unabhingig ist. (Vgl. § 6). 





§ 3. 
Die Gruppe G, und ihre adjungirte Gruppe. 

Wir setzen jetzt, wie im vorigen Paragraphen, x = 2§,¢;-+ m¢; , 
a= Daje;+ Bie, und deuten die Gréssen §&: &, yi: & etwa als 
Cartesische Coordinaten in einem Raum R, von 7 Dimensionen. Da 
die Gruppe z’ = xa, unsere Gruppe G,, einfach-transitiv ist, so wird 
der Raum R, durch die Transformationen von G, zerlegt in eine Schaar 
von oo! secisfach ausgedehnten Riiumen, von denen jeder einzelne 


35* 
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noch transitiv transformirt wird. Diese Schaar von Mannigfaltigkeiten 
nun lasst sich leicht angeben: Sie wird dargestellt durch die Gleichung 
(1) f= Ab? +67? +8? + §5”) 
+ (Eom + £m + bom. + &3%3) = 9, 

wenn man dem Parameter 4: wu alle méglichen Werthe beilegt. In 
der That iiberzeugt man sich leicht, dass der Zuwuchs der Function 
f bei jeder infinitesimalen Transformation der Gruppe G, verschwindet. 
(Vgl. Formel (5), § 2).*) 

Die fiir die Transformationen von G, charakteristische Bedingungs- 
gleichung zwischen den Parametern e@;, 6; muss nun unter der Form 


f = Aa? @,? + @,? + 57) + we) By +, B, + 8, + a By) = 0 
enthalten sein. Seien namlich 2 —wa und 2’ —az'a@’ irgend zwei 
Transformationen von G,, und sei 2’ = wa” die aus beiden zusam- 
mengesetzte Transformation, so hat man a” —aa’; diese Gleichung 
aber hat wieder die Form « = za. Da nun zwischen den Parametern 
a;", B; dieselbe Relation bestehen muss, wie zwischen den Parametern 
a;, B; und a@;, Bj, so folgt, dass die gesuchte Relation aus einer der 
Gleichungen (1) dadurch hervorgeht, dass man @; fiir &; und £; fiir 
y; schreibt. Wir haben also nur noch den Parameter-A : uw in geeigneter 
Weise zu specialisiren. Da die infinitesimalen Transformationen von 
G, bereits bekannt sind, so findet man ohne Weiteres 4 =O. Wir 
haben also den Satz: 

Bei der von uns getroffenen Wahl der acht homogenen Parameter 
einer Bewegung lautet die zwischen ihnen stattfindende Relation: 


(2) L(a, B) = % By + «8, + %B, + a8, = 0. 

Die Gleichung (2) ist linear in jedem der acht Parameter «,, p; 
Sie stellt, im Raume von 7 Dimensionen gedeutet, eine allgemeine 
quadratische Mannigfaltigkeit vor, die von zwei reellen Schaaren linearer 
dreifach ausgedehnter Riiume beschrieben werden kann. 

Man kann es durch eine allerdings umstiindliche Rechnung be- 
stitigen, dass die Gleichung L(a, 6) = 0 wirklich die Transformationen 
einer Untergruppe von G, bestimmt. Es besteht niimlich vermége der 
Gleichungen (8), §2, die Identitiit 


*) Bei der infinitesimalen Transformation von G, (S. Nr. (6), § 2) erhilt der 
Zuwuchs von f den Werth 


&(Eo” + &s° + &e* + &5*) dt, 
was wieder ein Ausdruck von der Form f ist. Die Mannigfaltigkeiten f=0 
werden also durch die Gruppe G, unter einander vertauscht. Da dieser Umstand 
schon aus den Gleichungen (2) und (3) des § 2 ersichtlich ist, so kann man nach 
einem Satze des Herrn S. Lie die Invariante 4:4 der Gruppe G, unmittelbar 
finden. Indessen erfordert die Anwendung der allgemeinen Integrationstheorie 
umstiindliche Rechnungen; es mag daher die angedeutete Verification geniigen, 
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(3) L(«", B") = N(@’, 8’). L(a@, 8) + N(a@, 8). L(@’, B), 
woraus der Satz folgt.*) 

Von der Relation L(@, 8) = 0 kénnen wir 'sogleich eine wichtige 
Anwendung machen. Berechnen wir nimlich, mit Hiilfe der Formeln 
(8), $2, die Entgegengesetzte 2 = xa- einer Transformation 2’ = xa 
von G,, so finden wir fiir deren Parameter im Allgemeinen Aus- 
driicke dritten Grades in «@;, B;. Haben wir aber insbesondere eine 
Transformation von G, vor uns, so kénnen wir die Parameter ihrer 
entgegengesetzten Transformation schon durch Ausdriicke ersten Grades 
in «;, B; darstellen. In der That, setzen wir zur Abkiirzung 


(4) G= Gey — He, — Gy, — Mes + By & — By & — Br& — By és, 
so haben wir die Identitit 
(5) a{N.a—2L. (ay& — a, &, —a, &—a &)\ = N?. &, 
aus der man den Werth von a! entnehmen kann, sowie die daraus 
folgende Identitiit zweiten Grades: 
(6) aad = a4a= Nia, B).e + 2D (a, B). &. 
Setzt man Z gleich Null, so ergibt sich der Satz: 
Sind die Parameter einer Bewegung S 
Cyt yt yt yt Byt Bit Bat By, 
so sind @:— @,:—a@,:—a,:B,: — B,: — B,: — B, 
die Parameter der entgegengesetzten Bewegung S~'. 

Auf Grund dieser Bemerkung gelingt es, die endlichen Gleichungen 
der Adjungirten der Gruppe G, (oder was dasselbe ist, der Gruppe der 
Bewegungen) in einer besonders einfachen Weise durch die Parameter 
(a, 6) auszudriicken: Die adjungirte Gruppe wird einfach dargestellt 
durch die Gleichung 
(7) “=axra, 
sofern man den Coefficienten §;, 9; die Werthe 

—, = 1, NM = 9, Es = ai, ni = di (i=1, 2, 3) 
und den Coefficienten &;, y,; die entsprechenden Werthe beilegt.**) 
Wir schreiben auch diese Gleichungen in ausgerechneter Form 
hin, da wir sie weiterhin zu verwenden haben werden. Sie lauten: 
Nai = ai ay +- Ai2 Xo + Qi3 gy 
(8) Nb; =e Dir My +. Die (ly -{- bis as (¢==1, 2, 3) 
+ arb, + aizb, + ais Bs, 


worin wir zur Abkiirzung gesetzt haben 
*) Eine kurze Herleitung der Formel (3) findet man in § 6 (5. 538). 
**) Wiener Ber. a, a, O., §7 und § 10. 
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Ay, = 2 (a0, + Mey), Az, = 2 (yO; — Oy), 
a, = a,” + a,” — a,’ — a,?, 
(9) Di, = 2 (a) By + a, B, — a, 8B, — a3 Bs), 


bos = 2 (a, B; + a8, + @ 8, + % Bo), 
bsp = 2(a, Bs + a8, — %)B, — % By), U. 8. Ww. 


Es wird wohl keine Verwirrung daraus entstehen, dass wir die 
Bezeichnungen a;, im §1 schon in einem anderen Sinne verwendet 
haben: die Ausdriicke der Coefficienten a;, durch die Parameter (a, B) 
sind, wie wir sogleich sehen werden, beidemal die nimlichen, 


§ 4. 
Die Parameterdarstellung der Bewegungen. 


Von dem im vorigen Paragraphen gefundenen Ausdruck der ad- 
jungirten Gruppe der Bewegungen gelangen wir leicht zur Parameter- 
darstellung der Bewegungen selbst. 

Die Gleichungen (8) und (9) des § 3 geben an, wie die infinitesi- 
malen Transformationen der Gruppe G, durch die endlichen Trans- 
formationen von G, unter einander vertauscht werden. Da aber die 
Gruppe G, durch die Formeln (5) und (7) des § 2 isomorph auf die 
Gruppe der Bewegungen des Raumes bezogen ist, so wissen wir damit 
auch, wie die infinitesimalen Bewegungen durch die in den Parametern 
(«@, B) ausgedriickten endlichen Bewegungen unter einander vertauscht 
werden, Wir werden also zum Beispiel im Stande sein, die infinitesimalen 
Transformationen der dreigliedrigen Gruppe G,’ zu berechnen, die aus 
der Gruppe G, aller Drehungen um den festen Punkt z,°, ¢,°, 2,° durch 
die Bewegung S(e, 8) hervorgeht. Bestimmen wir dann den Mittel- 
punkt 2,’, 2,', 2, der neuen Gruppe G,, so haben wir damit bereits 
den gesuchten Ausdruck der Bewegungen. Die Coordinaten 2; werden 
offenbar lineare Functionen der Coordinaten 2;° und rationale Func- 
tionen der Parameter «;, £;. 

Die infinitesimalen Transformationen der Gruppe G, haben wir 
(in § 1, Nr. (9)) bereits angegeben. Fiir Z,f z. B. haben wir a, — 1, 
a = 0, ag =—0, 6b, = 0, b,—-2,", b, = —z,". Daraus folgt dann mit 
Hilfe der Formeln (8) und (9), §3, der Ausdruck der transformirten 
infinitesimalen Transformation Z,'/: 


N 2 f = ay Xi f + ay Xof + a5, X5f 
+ (bi; + 44245" — 443 2,°). Xf 
+ (bo + Gg243” — Gy54,°) . Y2f 
+ (by, + 45223° — 5322") . YF; 
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entsprechende Ausdriicke fiir Z,’/f und Z,'f entstehen durch cyklische 
Vertauschung der Indices 1, 2, 3. 

Um den Punkt 2,’, 2,’, 2, zu finden, der bei den Transformationen 
Z,f, Z.'f, Z;f in Ruhe bleibt, fiihren wir am Besten statt der Trans- 
formationen Z,’f, Z,'f, Z,f drei neue Z;f, Z2f, Zsf ein, die wieder die 
Form von Z,f, Z,f, Z,f haben. Wir erhalten dann den Ausdruck 
einer jeden Coordinate z,’, 2,, 2, zweimal, und haben damit zugleich 
eine Controlle fiir die Richtigkeit der Rechnung. Man findet ohne Miihe 

“Af = X,f — 2, Y;f + 4; Y.f 
HN. (A ZF + a2 Z.f+ a34;)f) us. w. 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung fallen nicht allein X,f 
und X,f heraus, sondern auch Y,/, in Folge des Bestehens der Relation 
L(a,B)=0; die Vergleichung der Coefficienten von X,f, Y;f und 
Y,f gibt dann die gesuchten Transformationsformeln, die Ausdriicke 
der Coefficienten a;, des § 1 durch die Parameter (@, 8), sobald wir 
an Stelle von 2,°, 2,°, 2,° wieder 2,, 2, 2, schreiben. 

Bei der endgiiltigen Formulirung unseres Ergebnisses wollen wir 
uns tibrigens nicht, wie bisher, der gewéhnlichen rechtwinkligen 
Coordinaten 2,, 4, 2, sondern homogener Coordinaten x) : x, : % : X5 
bedienen, die mit jenen durch die Gleichungen 


s on & on. 3 
#1 a? a fy? “3 X 
verbunden sind. wt): %, : %,: Ws; nennen wir die zugehérigen Kbenen- 
coordinaten, p;, = —px; die zugehérigen Complex- oder Liniencoordi- 
naten; so dass beispielsweise die Verbindungslinie der Punkte x und y 
die Coordinaten erbilt: 


Por = XY — %Yo, Pox = LoY3 — VY) 
Por = X%Y2 — X2Yo> Psi = XY, — LZYs3) 
Pos = MY3 — X%Yo> Pio = Ly Yo — LoY;- 


Hiernach kénnen wir nun die Bewegungen im Raume in Punkt-, 
Linien- und Ebenencoordinaten ausdriicken: 


Ly = AyyXy : ’ oaen 
(1) Hy" = Ay %y$ Ay, 2, $F yy Ly + 43 %s, 
My = yy Ly yy Ly Aqy Hy + yg Xs, 
Ly = Ay Ly + Ay, Hy A Ag %y + AygXs3 
Por= 41, Po1 + G2Po2 + A3Pos [3], 
(2) P23 = by, Poy + Oyo Dor + O13 Pos 
+ My: Po3 + y2Ps1 + UsPr2 [3]; 
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Ug = Ayo tg Ay, Uy + Aya My Hf Ayg Uy, 


‘ 


(3) Uy yy ty HP yy ly F Ay tly, 
Uy =H gy Hy yy My TF yg My, 
Us = +H Agy tty F Ago tly F Aggy. 


Diese Formeln stellen die allgemeine Bewegung im Raume dar, 


sofern man die Coefficienten a;x, bi, durch die Parameter (a, B) aus- 
driickt , wie folgt: 


f yg = &? + a? + a@,* + a’, 
Ay, = M%? + a? — a? — a’, 
Ayg = tty? + a,” — a? — a’, 
(4) ; sg = Gy? + a? — a? — a,’ 
Ay, = 2 (Cy Gy + yey), gy = 2(@_@, — MyM), 
yy = 2(GgG, + Hyp), Myg = 2 (Gy, — Hyp), 


Ayy = 2 (Oy Hy + Oy hly), Ay, = 2 (A, a, — Hy as), 








Ayy = 2 (a, 8B, — a8, — ay B, + a, Bo), 
og = 2 (a, 8, — a, B, — & B, + @, By), 
(6) Ayy = 2(a,B, — a, 8B, — «8; + @3 fy), 
My, = 2(«, 8, — a, 8, + a8, — a, By), 
Ayn = 2 (038, — a, B; + a B, — a, By), 
Laos = 2(a,B, — & B, + a Bs — & By), 





endlich 
Diy = 2 (By + &, 8B, — & 8, — a 85) [3], 
(6) 23 = 2 (a8; + &3 8, + a B, + a, By) [3], 
lo, = 2(a,B, + a8, — a8, — @,By) [3]. — 


Der Zusammenhang der Gréssen 0, mit den Gréssen aj;, wird 
angegeben durch die Formeln: 


Aggy, — Az M%q1 = Ayn), [3], 
(7) gh — Ay M33 = Ayo bo, [3], 
G49 My — Boy Ayn = Agobs, [3], 


Gleichungen, die man in mannigfaltiger Weise nach den Gréssen 
G19 G9, Azo auflésen kann (8. § 5, 8.536, Nr. 14). Der Zusammenhang 


der Gréssen ajo mit den Gréssen ao; endlich wird dargestellt durch 
die Formeln 


(8) om Ht Gyo G14 HF Ay942i + Ay943i =O (¢=—=1, 2, 3), 
Ay Vio + Aq, Gir + AyQ4i2 + Aygais = 9 (i=—1, 2, 3). 
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Beachten wir, dass die Formeln (2) genau iibereinstimmen mit den 
Formeln (8) des vorigen Paragraphen, sobald man ihren linken Seiten 
noch den Factor a)) = N hinzufiigt, so kénnen wir schliessen: 


Die Adjungirte der Gruppe der Bewegungen wird erhalten, wenn 
man die Coordinaten p;, der den Bewegungen unterworfenen linearen 


Complexe als Cartesische Coordinaten in einem sechsfach ausgedehnten 
Raume deutet. 


Dies kann nicht iiberraschen: Der Satz ist nur der analytische 
Ausdruck der uns bereits geliiufigen Thatsache, dass mit jedem linearen 
Complex eine infinitesimale Bewegung verkniipft ist, und umgekehrt. 


Setzt man die Gréssen #; siimmtlich gleich Null, so gehen die 
Formeln (1) und (4) iiber in die bekannten Formeln Eulers fiir 


die Drehungen um einen festen Punkt, den Anfangspunkt der Coordi- 
naten 2, 2, 43. 


Wir haben schon hervorgehoben, dass man den Ausdruck der 
Coefficienten a;, durch die Parameter (@, 6) noch mannigiach abindern 
kann. Man wird es vielleicht als einen Uebelstand empfinden, dass 
fiir den Fall a,=—1, «=O, B,—O bei positiven Werthen der 
Gréssen 6,, B,, B, sich negative Werthe der Gréssen a4), do9, Gy9 aus 
unseren Formeln ergeben, also Schiebungen, die den positiven Richtungen 
der Coordinatenaxen entgegengesetzt sind. Dem wird leicht abge- 
holfen durch Rinfiihrung der neuen Parameter —B, = — Bj, oder der 
ae &%—=a, &—=—a, B=, B= — B; statt der Pa- 
rameter (@, 6). Die erste Aenderung empfiehlt sich nicht, wegen 
der aledanie im § 7 vorzunehmenden Abinderungen. Bei der zweiten 
aber, gegen die an sich Nichts zu erinnern ist, wird die Beziehung 
unserer Parameterdarstellung zu Eulers Formeln und zur Quaternionen- 
theorie, wie sie einmal vorliegt, nicht mehr ganz so unmittelbar; an 
Stelle der Multiplicationstafel der Biquaternionen tritt niamlich die 
sogenannte reciproke Tafel, die aus jener durch Vertauschung der 
Horizontalreihen mit den Verticalreihen hervorgeht. Wir haben es 
daher vorgezogen, die Ausdriicke der Coefficienten ajo in der Gestalt (5) 
beizubehalten, und den genannten kleinen Uebelstand mit in Kauf zu 
nehmen. 


§ 5. 
Die Transformationscoefficienten und die Parameter (a, B). 
Mehrere wichtige Folgerungen kniipfen sich an die Bemerkung, 


dass man Eulers Gleichungen (4), § 4, nach den Quadraten und Pro- 
ducten der Parameter a; auflésen kann. Man findet unmittelbar: 
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, yy + Ay, + yy + Gy, = 40,?, 

yy + Gy, — Aq2 — Gy, = 40z,?, 

yy + Ay. — A33 — Ay, = 40z,”, 





(1) ‘ yy + G33 — Ay, — Aye = 4a,”, 
x3 — Ay, = 400, Ay, + Az. = 40,05, 
3, — A, = 4a, a,, Qs, + a3 = 4e,0,, 
L@y9 — Any = 40a, Ay, + ay, = 40, a. 


Hieraus ergibt sich zuniichst der Beweis des in § 1 ausgesprochenen 
Satzes, dass die dort aufgestellten Relationen P; —0, P/ =0, Q; =0, 
Qi =0, Ry =O das vollstiindige System aller linear-unabhingigen 
Identititen zweiten Grades zwischen den Coefficienten einer ortho- 
gonalen Substitution enthalten. Denn die Ideutitiiten zwischen den 
Quadraten und Producten von vier unabhingigen Gréssen kann man 
sofort hinschreiben; es sind sechs vom Typus @;* . aj? — ao . aa, = 0, 
zwolf vom Typus «;* . aa; — aja, . «;0,—O0 und zwei unabhingige 
vom Typus 0, + 0; &, — 0; %,.&,G%, =O, also im Ganzen zwanzig. 
Wir haben daher in den nachfolgenden Formeln (2) ein vollstédndiges 
System von Relationen zweiten Grades zwischen den Coefficienten a;,: 











Agy = (Ayo + G41)? — (Gg2+ G53)? — (23 — ag2)? = [3], 
Ag, = (a9 — 4)? — (G2 — gg)” — (23 + 2)? = 0 [3], 
Boy = (G9 +441 + G22 + 53) (Go3-+ 50) 
— (43; — G3) (@y2—Gq1) = 0 (3), 
By = (G9 +441 — A992 — Gg3) (3+ Ay2) 
— (Gy. 91) (Ag, + 43) = 9 [3], 
(2) { Bos = (qq — 444 + Gq — gg) (G23 —- Ay2) 
— (3, — 443) (42+ a1) = 0 [3], 
Byy = (Gq — 441 + 433 — Ag2) (23 — 452) 
— (a3, + 443) (442 — 41) = 0 [3], 
Cy = (G3, — 443) (434 + 443) — (G42 — Ay) (G12 m1) = 9, 
= (yy — Mp1) (Aya 1) — (G3 — 2) (Ao3-+ G32) = 9, 


Cy = (a3 — Ggq) (G23 G32) — (G3, — G3) (3, + 443) = 0. 


Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die drei letzten Relationen nicht 
linear-unabhingig sind; es ist nimlich identisch 


(3) CO, + 6, +O, =0, 


so dass man sie ktirzer so schreiben kann: 


= ee —_ 
(4) Gy, — Asy = G3, — Ayy = Ag — Fy 
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Die linken Seiten der Relationen (2) einerseits und die linken 


Seiten der Relationen (3)...(5) des § 1 andrerseits lassen sich nun 
wechselweise durch einander ausdriicken, wie folgt: 


4P, = Ay, + Ay, + Aj, + Ais + 2C,, 
4P,’ _ Ay» + Ags + A,, + A,; oe 2C,, 
4R,, — Ay, re A,;, 

(5) 7 4Q, _ By, = B,, saeny B,; + By, 

4Q,’ — By, = By + B,, i By, 

4R,, ate By, + By + B,; + B;,, 

4R;, — By + By = B,, atin By, 


C, — P, — Py; 

Ay = — P,— Pi +D+2R,, 

A,,= —P,—P/+D—2R,, 
(6) By = Ry; + Ryo + Q, + Q's 


By, _ Ry, + Ry» ae Q, ee Q; 
By; = Ry, : Rs. — Q, + Qy, 
Bsy — Ry; _ Rs» + Q, ics Q,'. 


Jede dieser Identititen vertritt dre¢ unter einander gleichwerthige 
Formeln. 

Hiermit haben wir den fraglichen Satz bewiesen; zugleich haben 
wir, unabhaingig von der Theorie der Parameter (a, 6), das System 
der Relationen zwischen den Coefficienten a;, in eine andere Form, 
in die Form (2) gebracht, die der gewéhnlichen Gestalt dieser Rela- 
tionen in einigen Fiillen vorzuziehen ist. 


Um ein Beispiel zu geben, betrachten wir das System der Rela- 
tionen 








ee Pe Eee 
Qi, — Ugg = Agg — Ag, = Agq — Ags 


si _ 2 wot —_ 2 af! — oa 
ay As, = Te Ais = As5 G49 

die (wie beiliufig bemerkt werden mag) mit dem sogenannten Sinus- 
satg der sphirischen Trigonometrie in einem einfachen Zusammenhang 
stehen, Man findet auf dem angegebenen Wege z B.: 


(432 — 431) — (433 — %s) 
=F {Ay — Ags + As, — Ay, — 2C,} 
= {-P +P) —-P— P+ P+ y= P—Py. 


Man kann die soeben angestellte Betrachtung leicht auf! Rela- 
tionen beliebig hohen Grades zwischen den Coefficienten a;, ausdehnen: 
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Zwischen den Coefficienten doy, a, . . + Gy, einer orthogonalen Sub- 
stitution in drei Verdnderlichen bestehen 


*$°)-C*F’) 


linear-unabhiingige Relationen n. Grades (n > 2). Diese lassen sich 


alle in der Form 
20 
>" F; ; = 0 
1 


schreiben, sofern I’; homogene Functionen n —2. Grades der Coefficienten 
Gog, 44 +++ Azz, und ; die linken Seiten der 20 zwischen diesen statt- 
findenden Relationen zweiten Grades bedeuten.*) 

Jeder Ausdruck F vom n. Grade in den Gréssen a;, lisst sich 
nimlich als Ausdruck 2”. Grades in den Parametern a, ...«, schreiben, 
“os linear-unabhiingige ; 
die tibrigen Ausdriicke F’ miissen also identisch gleich Null sein. 
Wenn Jf’ identisch verschwindet, so miissen, nachdem man die Coef- 
ficienten a;, durch die Parameter a... a, ausgedriickt hat, die ver- 
schiedenen Glieder von der Form 

Aye actasas  (ky+ k, +k, +hk,=2n) 

einander gegenseitig zerstéren. Diese einzelnen Glieder unterscheiden 
sich aber nur durch die Zahlenwerthe der Coefficienten A, (deren Summe 
Null ist), und durch die Art, wie in ihnen die Parameter a;, a, paar- 
weise zu Producten @;a, vereinigt sind. Bezeichnet man daher mit > 
irgend einen Ausdruck der Form aja, . aja, — ajay . @ja,, SO kann man 
F’, ohne die Producte «; a, in ihre Factoren zu zerspalten, auf die 
Form 2 F;%; bringen, wie es der Satz behauptet. Der Ausdruck der 
einzelnen Relation / = 0 in der Form 2 F;9; ist natiirlich noch viel- 
gestaltig. Beispielsweise erhilt man fiir die in § 1 angefiihrte Rela- 
tion 3. Grades Nr. (2) u. A. die folgenden unter einander gleich- 
werthigen Darstellungen 


and umgekehrt. Solcher gibt es aber nur ( 


avo — | yy oq Ags | 
(7) = 41 Ri; + diz Rig + ais Ris + Ao P; (¢ —_ 1, 2, 3 
= 0; Ry; + Goi Ray + a3; Rai +5 aq) Pi. — 
Wie zu den Relationen zweiten Grades zwischen den Coefficienten 


Ayo) @4 +++ 433, 80 fiihren die Formeln (1) auch leicht zu den bilinearen 
Relationen zwischen diesen Coefficienten und den Parametern a@,...c, 





*) Die Methoden der Invariantentheorie fiihren, wie an anderer Stelle gezeigt 
werden soll, zu einem tieferen Einblick in die Structur dieses Systems von 
Relationen, 
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d. h. zu den Ausdriicken, die in den Gréssen a; wie in den Gréssen 
ai, linear und homogen sind, und die identisch verschwinden, wenn 
man die Coefficienten a;; durch die Parameter «; ausdriickt. 

Wir theilen diese Relationen hier in der Gestalt und Anordnung 
mit, in der sie bei mehreren Rechnungen mit Nutzen verwendet 
werden kénnen. 

Zuniichst hat man die drei Formeln 


Oy yy Oy gy Og gy = Agg - My 
(8) , Gy Aya Oy Mg fF Mg Azy = Ayo + My, 
Oy Aig “Wy og Hy Agg = Ago - Hy, 
die durch cyklische Vertauschung der Indices 1, 2, 3 in einander iiber- 


gehen; ferner neun weitere, ahnlich gebaute Formeln, als deren Ver- 
treter die drei folgenden gelten mégen: 


Cy My, — My Ay, > Oy Ay, = Aye [3], 
(9) & Myq — Oy Ag, My Ag. = Ay. %, [3], 
Uy Ay3 — My Mp3 + My My3 = — Mpg - % [3]. 


Aus diesen zwolf bilinearen Relationen ergeben sich zwolf weitere, 
wenn man aj, mit a,; vertauscht, und gleichzeitig a,, «,, «, durch 
— @,, —@, — a, ersetzt. 

Somit kennen wir 24 bilineare Relationen. Diese sind aber nicht 
linear-unabhiingig, sondern sie sind durch vier von einander unabhiingige 
Identitiiten verkniipft, nimlich durch diese: 


¢ [9 (G4, — yy) — 4 Ay, - &y yy] 
— [69 (441 — 49) + %3 Gy. — % 43] 
+ [@ (@a2— Gq) — & Agy + 3 a4] 
— [9 (4g —Aqy)  & G3 — O34] 
+ [9 (433 — Ago) — &2 Ay3  &% Ay9] 
— [@ (433 — Gq) + %M 3, — & Ay.) = 0, 

[Gq Agy — Gy Aya  &, (Ay + Aq9)] 
H [G29 + yay = Oy (Ay2 + Myy)] 
— [G9 G25 — & (33 qq) + 3 245] 
— [@ ag. + &% (a3 yy) — Oy Ag, ] 
— [@ (G4; — 49) M2 Gqy $f Gy Ay | 
+ [ee (44, — A199) + & Ayn + 34,3) = 9 [3]. 

Hiernach sind vier von unseren Relationen iiberfliissig. Die dibrigen 

zwanzig aber sind linear-unabhingig; sie stellen die Gesammtheit aller 


linear-unabhingigen bilinearen Relationen zwischen den Parametern 
a)... a, und den Transformationscoefficienten ayy, A,; «- . Ay, VOr. 


(10) 
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Der Beweis ist ganz ahnlich der soeben (S. 530) durchgefiihrten 
Betrachtung. — 


Von einigen der hier zusammengestellten Formeln wollen wir so- 
gleich eine Anwendung machen, indem wir untersuchen, wie sich die 
Parameter (a, 8) durch die Transformationscoefficienten ausdriicken 
lassen. 

Aus den Gleichungen (1) ergeben sich zunichst vier verschiedene 
Ausdriicke fiir die Verhiltnisse der Gréssen «;, die sich als lineare 
Functionen der Transformationscoefficienten a;, darstellen: 


Oy 2 O; 3 By? Oy 
= (Go + 441 + qq + 53) * (G23 —Ag2) ? (G31 — M3) ? (@2— 41) 
(11) = (23 —Gg2) : (G9 414 —@y2— gg) 2 (Ay2- Gay) ? (Ag, + 443) 
= (3, — Ag) * (Ay. G94) = (qq Faq — gg — 441) 2 (G23 + Ay) 


= (y2— Gay) * (gy O43) 2 (Gog + Age) * (oq + @33 — 441 — G9) 


Diese Gleichungen stellen im Grunde nur eine etwas iibersicht- 
lichere Form der Relationen (2) vor. Man sieht daraus: 


Verschwindet irgend eines der sechzehn Glieder auf den rechten 
Seiten von (11), so verschwinden gleichzeitig entweder alle die Glieder, 
die mit ihm in einer Verticalreihe stehen, oder alle die, die mit ihm in 
derselben Horizontalreihe enthalten sind. 


Im ersten Falle hat der entsprechende Parameter a; den Werth 
Null; zugleich verschwindet, wegen der Symmetrie des Schemas (11) 
zu seiner Diagonale, auch eine Horizontalreihe, und eine unserer vier 
Proportionen nimmt die unbestimmte Form 0:0:0:0 an. Da dies 
augenscheinlich nicht fiir alle vier Proportionen gleichzeitig eintreten 
kann, so erhalt man unter allen Umstinden eindeutig bestimmte, 
rationale Ausdriicke fiir die Verhiltnisse der Gréssen «;. 

Man mag etwa die erste unserer Proportionen benutzen, so lange 
Gog + Ay, + Goo + yg = 0 ist. Wenn aber dieser Ausdruck ver- 
schwindet, so wird das Coefficientenschema symmetrisch (a;;—= dy;), 
und es ergeben sich die Verhiltnisse der Gréssen «; aus einer der 
Proportionen 


My: a, : a, : Os 

(11b) = 0: (Gyo a) G9 : Q34 
=0: Ayo 3 (Agg + 2) Ao 
=0: Vr) Ao 2 (Ag+ a3) - 


Von diesen ist die erste wiederum nur so lange brauchbar, als 


Gop + a4, +O ist. Verschwindet a). + a,,, so wird auch a,,—a,, = 0, 
und man hat noch zwei Proportionen 
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(11e) = 0: 0 : (q+ G2) Ao 


| Oy > Oy : Qs : Qs 
=0:0: 23? (Ag — 0), 
von denen wieder etwa die erste so lange brauchbar ist, als nicht 
Goo + oq verschwindet. Tritt auch noch dieser Fall ein, so hat man 
schliesslich 
Gigi &, 2 Gy: a 

11d { 0? Oy 2M, 3 
( ) ; = 0 :0:0 2 (Qy9 +53) - 

Nachdem hieraus die Verhiltnisse der Parameter «; gefunden sind, 
ergeben sich die Parameter 6; durch Auflésung der linearen Gleichungen 


Oy By + «, B, + a, By + a, By = 0, 
a, By — & B, — a8, + a8, =% ~~ 


12 , a2 
ase tin By f+ 0248, — tty By — 4, By mag » 


aa? 











Ao0 
1 Za? 
ts By — OB, + a, B, — ay B, = > Ayy - — , 


Um daraus £; zu finden, multiplicire man die linke und rechte Seite 
einer jeden dieser Gleichungen mit einem solchen Factor a, dass der 
Coefficient von 8; in der Summe der Producte links gleich Ya,? wird, 
So kommt man zu den Formeln: 


Oy Ayy My Agq + Hy A3q = 2 doy + By, 

Wy Alyy — My Aggy + Hy Ayy = — Zag - By, 
(13) aa 

Wg yg Wy Ang — &, Agg = — 2Ayy - By, 


— Gy Ayy + Hy Any + Oy Ayy = — 2Ayq . By. 
Es gehirt also nicht allein zu jedem Parametersystem (a, B) eine 


bestimmte Bewegung, sondern auch wumgekehrt zu jeder Bewegung nur 
ein System von Parametern. 


Vorausgesetzt ist hier, dass die Determinante des Gleichungssystems 
(12) nicht verschwindet, dass also die Bewegung nicht ausartet. Fiir 
diesen Fall, der von uns ausgeschlossen worden ist, gilt der Satz 
natiirlich nicht mehr. 

Die in diesem Paragraphen mitgetheilten Betrachtungen lassen 
sich nach mehreren Richtungen hin verallgemeinern. Wir bemerken 
dariiber nur, dass man die Gleichungen (5) und (6) des § 4 nach den 
Producten «@;f, auflésen kann, und dass man in Folge dessen ohne 
Weiteres die von einander unabhingigen Relationen zweiten Grades 
angeben kann, die zwischen den 16 Gréssen a;, und den 9 Grossen 
b;, bestehen. Um der grossen Zahl dieser Relationen willen (es sind ihrer 
nicht weniger als 208) verzichten wir jedoch daraut, sie erschépfend 
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zu behandeln; es mag geniigen, ausser den bereits angegebenen Rela- 
tionen Nr. (8), § 4 noch einige von ihnen aufzufihren, die, mit 
Hiilfe der bereits entwickelten Formeln, aus den Gleichungen (7), § 4 
hervorgehen : 


G91 b5, + oy dg + G93 053 = Ayo % [3], 
(14) G31 by, + Ago Doo ++ Ag3 dog =— A% [3], 
44 Oy) + Aya dig + Q3 0,3 = 0 [3]. 


Sie liefern die Ausdriicke der Coefficienten ajo, wenn die 
Gleichungen der Bewegung in Liniencoordinaten gegeben sind. 

Kin zweites Relationensystem dieser Art entsteht, wenn man in (14) 
die Gréssen a;,, b,, mit den Gréssen a,;, b,; vertauscht. 


§ 6. 
Andere Herleitung und Verallgemeinerung der Parameter («, 8). 
Zu den Parametern (a, 8), durch die wir die Bewegungen im 
Raume dargestellt haben, kann man noch auf mehreren anderen Wegen 
gelangen. Hier wollen wir eine Herleitung mittheilen, die den Vorzug 
hat, sehr kurz zu sein, und weiter Nichts vorauszusetzen, als den 


bekannten Zusammenhang der Formeln Eulers mit der Quaternionen- 
theorie. 


Seien @, €,, €, €; die Quaternioneneinheiten, so dass 
7 = — & [3], %e = — ee, =e, [3], 
und seien a, B, £,... Quaternionen, beispielsweise also 


(1) O = Oy ly My Oy FP My ly $F Oye, 
sei endlich 


(2) & = Wy ly — We, — yl, — My ey 
die sogenannte conjugirte Quaternion der Quaternion «; so hat man 
(3) aa = a= Da? — N(a). 


Es wird ferner 
(4) “=axre 
der abgekiirzte Ausdruck fiir Eulers Darstellung der Drehungen um 
einen festen sore den Anfangspunkt der Coordinaten, sofern man 
die Gréssen 2; = =z als rechtwinklige Coordinaten im Raume deutet; die 
Formeln fiir die Zusammenseizung der Parameter ziehen sich ebenfalls 
in eine einzige Gleichung zusammen: 
(5) a” = an’, 

Wir haben nun offenbar den Ausdruck einer allgemeinen Bewegung 
vor uns, wenn wir statt der Gleichung (4) die folgende schreiben: 
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(6) xv = axa —2a8 . %; 


sofern wir nur die Quaternion 6 so wihlen, dass das zweite Glied 
auf der rechten Seite von (6) keinen Beitrag zum Werthe von 2, 
liefert. Dies wird bewirkt durch die Forderung, dass 


(7) ap + pa = GB + Ba 
= 2 (a By + «, B, + a8, + o38,) = 0 


sein soll. 


Rechnen wir, unter dieser Voraussetzung, den Ausdruck auf der 
rechten Seite von (6) aus, so kommen wir zu dem System der Glei- 
chungen (1), (4), (5) des §4. Man zeigt dann, wie in § 5, dass zu 
jedem System von Coefficienten a;, nur ein System von Parametern 
(@, B) gehort. 

Es fragt sich nun, wie die auf solche Art gefundenen Parameter 
(a, B) sich zusammensetzen. 

Fiihren wir nach der Transformation (6) die Transformation 

xv" == a’ xa’ — 2a’ Bu, 

aus, so findet sich sofort 

2" = Gt’ tran’ — 2(G' apa’ + a’ aap’)a, ; 
soll diese Gleichung wieder die Form (6) haben, soll also 
a” = &" 2a” — 20” B’ x, 
sein, so folgt 
(8) a’ =ane, & =—a’t, BP =—af'+ Ba’. 
Die zweite von diesen Gleichungen ist nur eine andere Form der 
ersten; revhuet man aber die erste und die dritte aus, so entstehen 
die Formeln (8) des § 2. 

Hiermit haben wir den wichtigsten der bis jetzt abgeleiteten Sitze 
von Neuem bewiesen, allerdings unter Verzichtleistung auf die in § 1 
gewonnene Erkenntniss, dass unsere Parameterdarstellung der Be- 
wegungen einzig ist in ihrer Art. Zugleich aber gelangen wir zu 
einem neuen Ergebniss. 

Statt der Formel (6) kénnen wir namlich einen etwas allgemeineren 
Ansatz machen, indem wir acht Parameter «;, 6; benutzen, die durch 
keine Relation an einander gebunden sind: Auch die Formel 


(9) a = txa — (GB — Ba) x, 
kann zur Darstellung der jallgemeinen Bewegung im Raume benutzt 


werden. Fragen wir wieder nach der Zusammensetzung der Parameter, 
so erhalten wir statt der Formeln (8) die folgenden: 


oy enone 
G@’ =G@a, Pp =—=ap+PpPa, 


Mathematische Annalen, XXXIX, 
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Die beiden letzten Gleichungen sind wieder nur eine andere Form 
der beiden ersten Gleichungen. Rechnet man aber diese aus, so erhilt 
man von Neuem die Formeln (8) des § 2; rechnet man die rechte 
Seite von (9) aus, so kommt man wiederum zu den Transformations- 
formeln (1), (4), (5) des § 4. Wir haben also den Satz: 

Betrachtet man in unseren Ausdriicken der Coefficienten a;, durch 
die Parameter (a, B) diese Parameter nicht, wie bisher, als von einander 
abhdngig, sondern als villig willkiirliche Grissen —- so gelten auch bei 
dieser Darstellung der Bewegungen noch dieselben Formeln fiir die 
Zusammensetzung der Parameter. 

Endlich mégen wir, im Anschluss an das Vorgetragene, noch die 
Formel (3) des §3 beweisen. Diese lautet in unserer jetzigen Be- 
zeichnung 


(11) a" B" + Ba" = aa’ (aB + Ba) + aula’ B+ pe’). 
Aus den Formeln (10) aber folgt sofort 

a"B’ + B'a" — ae’ (a’B +B) + (af + Ba')a’a 
a’@' (eB + Ba) + a(a’B + Baa 
a’G' (aB + Ba) + aa(a'B + pa’). — 


Dass der soeben hervorgehobene Satz bestehen muss, war voraus- 
zusehen; er lisst sich eben so leicht an die Theorie der in § 2 und 
§ 3 behandelten Gruppe G, anschliessen. 

Wie wir dort gesehen haben, enthilt die Gruppe G, eine ein- 
gliedrige ausgezeichnete Untergruppe G,, deren allgemeine endliche 
Transformation, in der Bezeichnung des § 2, lautet: 


(12) a = £(¢ + he) 
sofern h einen numerischen Parameter bedeutet. (Vgl. § 2, Nr. (6)). Sei 


nun fiir den Augenblick mit 2 = xa* irgend eine Transformation 
von G, bezeichnet, so kann man die Grésse h immer und nur auf 
eine Weise so bestimmen, dass der zweite Factor rechts in der 
Gleichung 


(13) a* = (4 + he)a 
der Bedingung L(a, 8) = 0 geniigt, dass also 
(14) “—<=cza* und =a 


entsprechende Transformationen der isomorph auf einander bezogenen 
Gruppen G, und G, werden. 
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Man findet sofort 


L P.* * 
(15) hm Her 
(16) a,;* = &, B;* ss Bi +. ha;. 


Fiihrt man nun, vermége der Substitutionen (16), an Stelle der 
Parameter («, 8), die der Bedingung L(a, 6B) = 0 geniigen, in die 
Formeln (4) und (5) des § 4 die Parameter (a*, 6*) ein, die der Be- 
dingung L(a*, B*) = 0 nicht geniigen, so andern jene Formeln ihre 
Gestalt nicht. Dies ist von Neuem der oben bewiesene Satz. Zugleick 
erkennen wir, worin die Bedeutung dieses Theorems liegt: 


Der suletet hervorgehobene Satz gilt nicht mehr, wenn man die 
Ausdriicke der Coefficienten aj, durch die Parameter (a, B) dadurch 
abdndert, dass man ihren rechten Seiten Vielfache des verschwindenden 
Ausdrucks L(a, 8) hinzufiigt. 

Wir kénnen also in gewissem Sinne sagen, dass die von uns 
gewahlten Ausdriicke von allen jenen Darstellungsformen, die man 
zunichst als gleichwerthig betrachten méchte, die einfachsten sind. In 
ihnen kommt der Isomorphismus der Gruppe der Bewegungen mit der 
zu den Biquaternionen gehérigen Gruppe G, am reinsten zum Ausdruck. 

Natiirlich ist es in der Regel viel zweckmiissiger, die Bewegungen 
durch die Parameter (@, 8) darzustellen, die nur in einer Art vor- 
handen sind, als die Parameter («@*, 8*) zu benutzen, die den itiber- 
zihligen Parameter h enthalten; wir werden auch in dieser Arbeit 
von den Parametern (a*, 6*) noch keinen Gebrauch machen. 

Die letzten Betrachtungen beziehen sich nur auf unsere Ausdriicke 
der Bewegungen durch Punkt- oder Ebenencoordinaten. Natiirlich gilt 
aber auch fiir Liniencoordinaten ein entsprechender Satz, wenn man 
statt der Gleichungen (2), § 4 die unverkiirzten Gleichungen schreibt, 
die sich aus den Gleichungen (1), § 4 ergeben: 


Por = Gq (441 Por + %2Po2 + 443203)» [3] 
(17) P23 = (yy yy — 2La4,) Po, + A 90%11 Pos 
H+ (Aq D2 — 2Lay2) Po + G9 %2Ps1 
+ (@yob13 — 2Lay3) Pos + Go0%13Pi2 [3]. 
Fiigt man hier den linken Seiten den Factor a2, = N? hinzu, und 
ersetzt man die Grossen 1, Pooy Pug» Pas» Psir Piz durch a, a, Qs, 


b,, b., bs, so erhalt man den Ausdruck der Adjungirten der Gruppe G, 
durch die Parameter (a, 6) dieser Gruppe. 

Wir wiirden also schon im § 3 zur Erkenntniss des auf S. 538 
ausgesprochenen Satzes gelangt sein, wenn wir dort die Rechnung 
nicht von vorn herein durch Benutzung der Relation L(«, B) = 90 
abgekiirat hiitten. 


36* 
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§ 7. 
Geometrische Deutung der Parameter (a, £). 


Unsere bisherigen Ueberlegungen beruhen allein auf der Voraus- 
setzung, dass die zu untersuchenden Bewegungen nicht ausarten, dass 
@, von Null verschieden ist; alles Vorgetragene gilt gleichmissig fiir 
reelle, wie fiir complexe Werthe der Coefficienten a;, und der Para- 
meter (@, 6). Von nun an aber wollen wir uns, der Kiirze halber, 
auf die Betrachtung reeller Werthe der genannten Gréssen, also auf 
die Untersuchung reeller Bewegungen beschrinken. 

Wir ermitteln im Folgenden die geometrische Bedeutung, die den 
Parametern (a, 8) oder vielmehr deren Verhiltnissen in Bezug auf das 
Coordinatensystem (2,, 2, 2,) zukommt. Die hierbei anzustellenden 
einfachen Rechnungen mégen dem Leser iiberlassen bleiben; wir be- 
merken nur, dass man sich bei ihrer Ausfiihrung mit Vortheil der in 
§ 5 entwickelten Relationen bedienen kann. 

Um zunichst den Mitteleomplex und die Schraubenaxe der Be- 
wegung S(a, 6) zu finden, kann man etwa so verfahren, dass man, 
von den Gleichungen (2) in § 4 ausgehend, tiberhaupt alle (reellen) 
linearen Complexe aufsucht, die bei der Bewegung in Ruhe bleiben. 
Man findet, dass ihre Coordinaten p;, im Allgemeinen dargestellt 
werden durch die Gleichungen 


(1) _ =a), Por = 2%, Pos = U3, 

Pos = HB, — V%, Psy = HB, — YH, Py = WB, — Vas, 
und dass nur dann, wenn entweder a oder a,?-+ @,? + a,” ver- 
schwindet, noch weitere solche Complexe hinzutreten. Unter den 
Complexen (1) ist u. A. sowohl der Mittelcomplex als auch die 
Schraubenaxe der Bewegung S enthalten, Man findet, dass der erste 
dem Parameterwerth v:—0, die zweite dem Parameterwerth 
‘ % , Brit Mabe + Bs 0 Bo 
(2) - ~ 

uw Oy Oy Og Og f+ eg Org Ggg — oy? 
entspricht. Besonders hervorgehoben zu werden verdient das erste 
Ergebniss: 
Der Mittelcomplex der Bewegung S(a, B) hat die Coordinaten: 


Por * Poo * Pos * Pos * Psi * Pio 
‘ 


—= @, :@, :@ : 8, :B, : Bs. 
Das Nullsystem Y, die Zuordnung zwischen einer Sehnenmitte % 


und der Normalebene « der zugehdrigen Sehne, wird mithin dar- 
gestellt durch die Gleichungen 














II. Parameterdarstellung dieser Transformationen. § 7. 541 


wo = ' — B,z, — B,%, — B32, 
“= BZ, + = UF, + Oy 7s, 

(4) is cs _ sa 
Uz = BX) + & 2%, * = & 23, 
[3 = By Xy — Wy %, + HH, 7. 
(y= + My th, — yy — Oy ts, 
Z, = G, to ; — B, 2 + B, Us, 

(5) _ _ i - 
Ty = Oy Uy + By th, -  —B, Us, 
[Zs = Oy Uo — Bt + B, uy 





Jedes dieser beiden Gleichungssysteme ist die Auflésung des an- 
deren; ihre Determinanten haben den gemeinsamen Werth 


(6) (@,B, + @B, +-a5B5)? = a,” B,’. 
Den beiden Fiillen, in denen das Nullsystem Y$ ausartet, entsprechen 
also die beiden Fiille, in denen a, oder B, verschwindet, 

Genaueren Aufschluss tiber die Bedeutung der Gleichungen «, =0, 
By =0 erhalten wir, wenn wir die Schraubungshéhe und den Schraubungs- 
winkel der Schraubung S(«, 6) berechnen. Beide Ausdriicke sind in 
dem folgenden Satz zusammengefasst: 

Sei 2% der Schraubungswinkel, 2 die Schraubungshihe der 
Schraubung S(a, B); seien endlich 4,, 4,, 4, die Winkel, die die 
Schraubungsaxe mit den Coordinatenaxen bildet, so besteht die Pro- 
portion: 

ctg #: cos A, : cos A,: cos A, : y 

(7) a. as ak ae 
,_7 gg = & + @& Fh 

Man entnimmt hieraus die speciellen Folgerungen: 


Fiir die Umschraubungen ver- | Fiir die Drehungen verschwindet 
schwindet der Parameter «,. | der Parameter B,. 


Fiir die Schiebungen verschwinden die Parameter ,, 0, &,, By. — 
Die Umwendung um die Axe pix hat die Parameter 








Oy 2 Hy 1%, 2a; + By: B : By : Bs 
8) Scar lein wat aan a 
= UV * Por * Por * Pos? Y * Dag * Pa * Pio 
Aus (7) folgt 
one. as 
©) 68 — rat bal 
(10) — Bo 


™ Vay + ag? ay? ; 


wobei man das Vorzeichen der Quadratwurzel beidemal in demselben 
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Sinne zu bestimmen hat. Verschwindet der Nenner, so wird S eine 
Schiebung. Der Ausdruck fiir 7 nimmt aldann die unbestimmte Form 
0:0 an; als wahrer Werth der halben Schiebungsgrésse findet sich: 
(10b) gee PTE R 

Zu sehr bemerkenswerthen Ergebnissen werden wir gefthrt, wenn 
wir auch noch die mit der Bewegung S verkniipften Transformationen 
{,, ©, und TZ durch die Parameter (a, B) ausdriicken. 

Wir betrachten, wie in § 5 des ersten Abschnittes, die von 


Punkten und Ebener gebildeten Figuren, deren Elemente in dieser 
Beziehung zu einander stehen: 


2{T}a{T}a’, w{T,}a{T}w’, 
a{Tu{T} 2’. 
Erinnern wir uns der Bedeutung dieser Formeln, so kommen wir zu 
den Sitzen: 
I. Die Abhiingigkeit der Endpunkte x, x’ einer Sehne xx’ von der 
Sehnenmitte x wird ausgedriickt durch die Formeln 


Ly = Myo , 
(11a) q-: ae By % + oy _ Why + es, 
Ly = By%y + &,%, + HX, — a, 4s, 
Ly = — Bg%q — MX, + OZ, + Oy Zs; 
Ly = Gt - . ee 
(11) x, | BiB + 0% + eg% — 2, 
© [2 = — Boy — Og %, + Mh, + %%5, 

ts =— BX + at, — o£, + ay %,*). 


Ausgenommen sind nur die Umschraubungen (die Bewegungen, 
deren Parameter a, verschwindet). 





*) Diese Formeln (11), oder doch solche, die von ihnen nicht sehr verschieden 
sind, bilden den Kern der auch heute noch beachtenswerthen Abhandlung von 
Rodrigues: Des lois géométriques qui régissent les déplacéments d’un systéme 
solide dans Véspace. Liouville J. t. 5 (1840). Sie sind diesem Autor so merkwiirdig 
erschienen, dass er es nicht fiir tiberfliissig gehalten hat, sie auf vier verschie- 
dene Arten zu beweisen, Er hat sich nur insofern geirrt, als er glaubte zeigen 
zu kénnen, dass seine Formeln ausnahmslos giiltig seien. 

Die von Rodrigues benutzten Parameter hiingen mit den hier verwendeten 
sehr einfach zusammen: Es ist 


aw— 9, ——_? r—_—ofs 


bed ’ 
& &o bel) 


n= 2—, z= g— p= $——. 
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II. Die Abhéngighkeit der beiden ecinander zugeordneten Ebenen 
u, u’ von ihrer Winkelhalbirenden erster Art % wird ausgedriickt durch 
die Formeln 





Uy = Oy tig — BU, — BU. — B,%;, 
(12a) t-: j= > + aot 7 5M, + tly, 
7 + MU, + Ayt, — a Us, 
_—— — Gg Uy PF Oy Uy $F Oy tls, 
Uy = My + B,%, + BLU, + By u,, 
(12b) q,: + -=- + Hot + ty ™ Gat, 
Ug = + — Og tly + My tly + % Us, 
Us = + yt, — aU, + Aytly. 


Ausgenommen sind jedoch wieder die Umschraubungen. 
III. Die Abhdngigkeit der Endpunkte x, x’ einer Sehne von deren 
Normalebene u wird ausgedriickt durch die Formeln 


( = = 
Xo = ° = a, Uy — Gy Ug = Os U3 y 


4 = OL Uo + By tis — B, Ua + Batts, 
t= Oy i + By tr + By tle — By Us, 
[Zs = ts Uy — Bo tis + B, Us + By tis; 


(13a) T-; 


, 


(ty) = + fb ay ty + tye + ay %s, 
ty’ = — Oty + Bots + By tis — By ts, 
Ua) = — Oy ig — By tr + Botte + By %s, 
[ty — Os Uo + Bo tis — By tis + Bats .*) 


(13b) T: 





Ausgenommen sind hier die Drehungen (die Bewegungen, deren Para- 
meter B, verschwindet). — 

Eliminirt man also aus den Gleichungen (11) die Coordinaten % 
der Sehnenmitte, oder aus den Gleichungen (12) die Coordinaten u; der 
Winkelhalbirenden, oder endlich aus den Gleichungen (13) die Coordi- 
naten u; der Normalebene, so entstehen die Gleichungen der allgemeinen 
Bewegung im Raume. 





*) Die Formeln (11)...(13) wurden vom Verfasser in einer vorliiufigen Mit- 
theilung tiber die in dieser Arbeit behandelten Gegenstiinde angegeben. (Siichs. 
Ber. Oct, 1890, S. 347 und 348). Gleichzeitig hat auch Herr Lindemann einige 
Andeutungen iiber die in den Formeln (12) liegende Parameterdarstellung der 
Bewegungen gemacht. (Vorlesungen tiber Geometrie, Bd, II (1891), S. 373 unten). 
Er hat indessen seinen Gedanken nicht weiter ausgefiihrt; auch hat er — wenn 
ich ihn recht verstehe — das Vorhandensein von Formelpaaren des Typus (11) 
oder (13) in Abrede gestellt. 
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Ausgenommen sind indessen in den beiden ersten Fillen die Um- 
schraubungen und im letzten die Drehungen: Diese besonderen Be- 
wegungen kinnen nicht auf solche Art erhalten werden. 


Um von dem Zustandekommen der Ausnahmefille eine klare Vor- 
stellung zu erhalten, bedenken wir, dass wir den linken Seiten der 
Gleichungssysteme (11), (12) und (13) genau genommen noch je einen 
Proportionalitiitsfactor g@ hinzuzufiigen haben. Nehmen wir diesen 
Factor in den beiden ersten Fallen = a@,, und im letzten = £), so 
bestehen unsere Gleichungen vdllig allgemein; die Gleichungen (11) 
z. B. sagen dann fiir den Fall a, — 0 aus, dass die Sehnenmitte Z 
auf der Schraubenaxe liegt. Natiirlich kann man jetzt die Verhiltnisse 
der Gréssen 2; oder z; nicht mehr durch die Verhiltnisse der Gréssen 
Z; ausdriicken. Entsprechendes gilt in den anderen Fiillen. 


Die Determinante der Gleichungen (11a), (11b), (12a) oder (12b) 


hat den Werth ao, . @,?, die Determinante der Gleichungen (13a) oder 
(13b) den Werth 


(14) (@,? + ae? + a”) By? + (0, By + By + 38s)? = eq fy”. 
Man sieht also, dass die Gleichungen (1]) und (12) nach den 
Gréssen Z;, bez. @; auflésbar sind, wenn «+0 ist, und die Gleichungen 


(13) nach den Gréssen u;, wenn B, + 0 ist. Vorausgesetzt ist dabei, 
dass mit 6, zugleich auch «,6, + «6, -+ «,8, verschwinden muss, 
Aber auch dann, wenn man die in den Formeln (13) vorkommenden 
Parameter als véllig unabhiingige Gréssen betrachten wollte, wiirden 
sie immer noch nicht zur Darstellung der Drehungen brauchbar sein : 
Man erhielte in diesem Fall durch Elimination der Gréssen %; nur die 
identische Transformation. (Man vergleiche die Formeln (4) und (5) 


8. 541.) Lost man nun die genannten Gleichungen wirklich auf, so 
findet sich: 


Ly = Zao Xo ‘ ‘ e 
(Ile) 2: wy SF Ay Ly (Ay #99) Xp HF A2%q $F A 3%s , 

Ly = yy Ly gy Ly + (AqgF yy) Xp $F yg , 

Ty = Aggy ®t Ag, Ly + Ago %y + (Ay3-+ G99) Xs 5 


(nach Unterdriickung eines Factors 2a,,.a, auf der linken Seite), 
ferner: 


Vy = Zaqy My + 4% + Ayyt, + Ay Uy, 
(12¢) ea. ‘ (44 + gq) My HF yy Uy HF y5 Uy y 
Ay, Uy + (Ggy + Aqq) My Ay ths 5 


= : sy Uy + Agy hy + (Ag3 + Ayo) My, 


“2° 


Uy 
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(wieder nach Unterdriickung eines Factors 2a,,.a, auf der linken 
Seite). Endlith wird 

Uy = —ZVdyy%y + Ayy%, + Agy%, + ays %s, 
(13c) 7: U1 = —— Ay Ly A (441 — 49) MF Ayn Ly + A435, 


Up = Any Ly + Ay, Ly + (Aq — Aqq) Lo + 93 Xs, 


Us = yy Ly yy Vy Hy Ly + (gy — Ayo) Xy, 
nachdem man links einen Factor — 2a). 8) unterdriickt, und zur 
Abkiirzung 
(15) yy = By? + B,? + B,” + B;? 


geschrieben hat. 

Verbindet man nun die Formeln (11b) und (11c), (12b) und (12c), 
(13b) und (13¢c), so kommt man, wie gesagt, in allen Fallen zu den 
Transformationsformeln des § 4 zuriick; man erhilt aber, wie voraus- 
zusehen, jene Formeln nicht sogleich in der dort angegebenen Gestalt, 
sondern erst dann, wenn man auf den rechten Seiten bez. die Factoren 
2a, 2a,, 28) beseitigt hat. — 

In mehrfacher Hinsicht bemerkenswerth ist die Art, wie die Para- 
meter (a, 8) in die Formeln (4), (5), (lla), (11b), (12a), (12b), 
(13a), (13b) eintreten. Sie kommen in ihnen allen nur linear vor; 
ferner fehlen in (4) und (5) die Parameter @,, 6,, in (11) und (12) 
fehlt der Parameter 6,, und in (13) der Parameter a. Indem wir 
die letztgenannten Thatsachen hervorheben, midgen wir bemerken, 
dass die Transformationen {,~' und T,, T, und F,—', Z und J ihre 
Rolle wechselu, wenn man die Bewegung S mit der entgegengesetzten 
Bewegung S—' vertauscht. Es geniigt daher, zu sagen: 


Die mit den Bewegungen im | Die mit den Bewegungen im 
Rawme_ verkniipften Transforma- | Rawme_ verkniipften Transforma- 
tionen X,(X,) bilden, als Trans- | tionen T bilden, als Ebenen-Punkt- 
formationen swischen Punkten | Transformationen aufgefasst, eine 
(Ebenen) aufgefasst, eine sechsfach | sechsfach ausgedehnte lineare 
ausgedehnte lineare Mannigfal- | Mannigfaltigkeit. 
tigheit. | 

Deutet man die Verhiiltnisse a, : a, : a : @: B, : B, : By der Coeffi- 
cienten z. B. von {, als homogene Coordinaten in einem sechsfach 
ausgedehnten Raume R,, so hat man damit eine im Allgemeinen ein- 
deutig-umkehrbare Abbildung der Mannigfaltigkeit aller Bewegungen 
auf die Punkte dieses Raumes hergestellt. Kin singuliires Verhalten 
bei dieser Abbildung zeigen, neben den ausgearteten Bewegungen, nur 
die Umschraubungen: Allen Umschraubungen mit derselben Axe ent- 
spricht ein und derselbe Punkt des Raumes Ry. Hine ganz dhnliche 
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Abbildung entsteht, wenn man von dem Satze rechts ausgeht; jetzt 
sind aber die Drehungen die singuliiren Elemente. Allen Drehungen 
um die nimliche Axe entspricht derselbe Punkt; der identischen Trans- 
formation aber entspricht ein vdllig unbestimmter Punkt. 

Die Sitze I, II, I kann man natiirlich auch unmittelbar begriinden, 
ohne Kenntniss der in den §§ 1...6 entwickelten Theorie, wie es im 
Falle der Gleichungen (11) von Rodrigues thatsichlich geleistet 
worden ist. Fiihrt man dann mit Hiilfe der Relation L(a, 8) —0 
in jedem Falle den noch fehlenden iiberzihligen Parameter ein, so 
hat man einen dritten Weg zu unserer Parameterdarstellung der Be- 
wegungen. Wir begniigen uns mit dieser Andeutung, da eine tiefere 
Einsicht in das Wesen der letzten Siitze nur aus der allgemeinen Theorie 
der quadratischen Formen geschépft werden kann, also (bei sach- 
gemiisser Darstellung) Hiilfsmittel erfordert, deren Anwendung wir 
uns hier versagen. 


§ 8. 
Die canonischen Parameter der Bewegungen. 
Continuirliche Bewegungsgruppen. 


Specialisiren wir unsere Parameter, unter Einfiihrung einer un- 
endlich kleinen Grésse d¢, deren Quadrat vernachlissigt wird, in 
dieser Weise: 


(1) a =1, B, = 0, a, = a, dt, B; = b, dt, (@—1,2, 3), 
so erhalten wir wieder die Formeln 

a = 4 — 2{0, — Qy fy + a, 25} Ot, 
(2) #4 = 2, — 2{b, — a #3 + a54,} OF, 

ay = #, — 2{b, — a, 4% + ay 2a} Ot, 


die die allgemeine unendlich kleine Bewegung darstellen; dieselbe in- 
finitesimale Transformation, deren Symbol 


(3) Xf = D>) (iXif + WY) 


wir bereits in § 1 und § 2 eingefiihrt haben. 

Diese infinitesimale Bewegung erzeugt nun ,,durch unendlich- 
malige Wiederholung“ die allgemeine endliche Bewegung, deren Glei- 
chungen nach S. Lie in dieser Weise geschrieben werden kénnen: 


(4) ef = a+ X(e) + 4, X(X(e)) + = X (X(X(@)) +---- 


Die hierin auftretenden Parameter a;, 6; heissen die canonischen 
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Parameter der Bewegung. Es fragt sich, wie sie mit den Parametern 
(a, 8B) verkniipft sind. 

Um diesen Zusammenhang zu ermitteln, verfahren wir am ein- 
fachsten und anschaulichsten so, dass wir die Schraubenaxe » der 
Bewegung S, ihre Schraubungshéhe 27 und den Schraubungswinkel 
2%, die wir alle durch die Parameter (a, 6) schon dargestellt haben, 
nun auch durch die canonischen Parameter q;, 6; ausdriicken. Zuniichst 
erhilt man aus (1) die Schraubenaxe, sowie die Gréssen 9 und @ fiir 
die infinitesimale Bewegung X/. Beriicksichtigt man, dass in der von 
Xf erzeugten eingliedrigen Gruppe die Schraubenaxe fiir alle Be- 
wegungen dieselbe ist, und dass 7 und @ sich dem Parameter ¢ der 
Gruppe proportional indern, so ergeben sich fiir die Parameter (a, 8) 


der allgemeinen Transformation (¢) unserer eingliedrigen Gruppe die 
Ausdriicke: 





[Qty = Ym etg/mt, 08, = — ut, 

Qa, = 4, 0B, = by + = (Ymt-ctg¥mt — 1) q, 
(5) ¢ ni i 

Qh, = Ay, 0B, = b, + — (me - etg/mt — 1) es 

leas = ay, eB; = b; + ~ (Ymt-ctg/¥mt — 1) as, 
worin zur Abkiirzung 
(6) M = Ay My HF yy -F Agtz, T= ab, + a,b, + aghy 


gesetzt ist. 

Man iiberzeugt sich leicht durch wirkliche Ausrechnung davon 
dass die Gleichungen (5) bei veriinderlichem ¢ in der That die von 
der infinitesimalen Transformation (2) erzeugte Gruppe darstellen. Setzt 
man den Proportionalitiitsfactor @ der Einfachheit halber gleich Eins, 
und bezeichnet man durch «@;*, B;* die Werthe der Parameter («, 8), 
die aus den Werthen a@;’, B;’ in Nr. (8), § 2 dadurch hervorgehen, 
dass man rechts an Stelle von a@;, 8; und a, B; die den Formeln (5) 
zu entnehmenden Werthe von a;(¢), B;(t) und a;(t’), B,(t’) einsetzt, 
so werden die Gréssen «;*, B;* proportional zu den aus (5) hervor- 
gehenden Werthen von a;,(¢-+ ¢’), B;(¢+ ¢’): 


(7) wf =YVmletgYmt + ctgY/mt’) - « (t+2'), 
b* = Yu(cetgYmét + ete mt’) - B(t + t’); 
es besteht also zwischen den drei Bewegungen S(t), S(t’), S(¢-+ ¢’) 
die Beziehung S(¢) - S(t’) = S(¢+ #’). 
Wenn a,, a, und a, nicht gleichzeitig den Werth Null haben, 
so geben die Formeln (5) bei einem endlichen Werthe von ¢ im All- 
gemeinen unmittelbar véllig bestimmte endliche Werthe fiir die Ver- 
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hiltnisse der Parameter («, 8); denn diese Formeln enthalten die 
Irrationalitaét Ym nur scheinbar. Wenn aber ¢ ein ganzzahliges Viel- 
faches von Fe etwa gleich T= wird, so muss man den Propor- 


tionalititsfactor @ ins Unendliche wachsen lassen, um noch endliche 


Werthe der Gréssen o;, 6; zu erhalten. Die zugehérigen Bewegungen 
werden Schiebungen: 


m™ 





(5b) Oa, = —) obi =n. %*. a, 


. " (¢ = 1, 2, 3). 
b, = 0, ers. 


Schiebungen entstehen endlich auch, wenn m verschwindet: 
(5c) ea —1, Bj =0, a —0, of; —bt (¢ —1, 2, 3). 

Die entwickelten Formeln geben den Zusammenhang zwischen 
den Parametern («, 6) einer Bewegung und den canonischen Para- 
metern a;, 6; derselben Bewegung vollstiindig an, sobald man in ihnen 


t= 1 setzt. Loésen wir die Gleichungen (5) unter dieser Voraussetzung 
auf, so finden wir 


a =cos4,-d, bh, =cosd,-y-(@etge—1)+ 4u,-4%, 

(8) ja, cosda,-#, b, = cosd,-4-(ctgd—1)+ 4,-4, 

dg = cosd4,-%, b, = cosd,-9- (@ ctg d— 1)+ 4,-%, 

worin die Gréssen ctg #, 1, cos 4;, uw; folgende Werthe haben: 
ctg = —. y= Bo _— 


Va — a," : 


% B; 

me Tama “Yama 

Die Gleichungen (8) und (9) ergeben die canonischen Parameter 
fiir eine jede Bewegung, die keine Schiebung ist. Man erhiilt ftir 
jede Bewegung S(«, 8) unendlich viele verschiedene Werthe der Grissen 
a, 6, denen ebensoviele unendlich kleine Bewegungen entsprechen, 
die die Bewegung S(a, 6) erzeugen. Ausgenommen ist jedoch der 
Fall, dass § eine Drehung ist (y= 0). In diesem Falle haben die 
canonischen Parameter q;, 6; eindeutig-bestimmte Verhiltnisse; S wird 
nur von eimer unendlich-kleinen Bewegung erzeugt, von dieser aber 
noch unendlich oft. 

Ein wesentlich anderes Verhalten zeigen die Schiebungen. Die 
canonischen Parameter einer Schiebung werden thatsiichlich unbestimmt. 
Beriicksichtigt man, dass aus den Gleichungen (8) und (9) die Relationen 


10 et rep atl 
om NW = aby + aby + ash, = — yO 








(9) 
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folgen, und dass die Gréssen auf der rechten Seite auch bei den 


Schiebungen endliche Werthe behalten, so ergibt sich bei Gebrauch 
der Abkiirzungen : 








~§ VB2+ 6+ Bs 
1l cos A= : = 4 2 3 
(11)  Veetert oe? a 


dass man fiir eine Schiebung mit den Parametern a, , 0, 0,0, 0, B;, Bo, Bs 
zwei verschiedene Ansiitze machen kann. Entweder, man setzt, unter 
x eine von Null verschiedene ganze Zahl verstehend, 


(8b) a, = cosd,- xm, a, —cosd,+ xm, a3 == cos A,- x2, 
und wihlt §,, 6,, bs der Bedingung gemiiss 


(10b) yb, + ab. + A356; = — 9+ em, 
im Uebrigen aber beliebig. Oder man setzt 
(8c) a= 0, a, = 0, a3 = 0, 
b, =—necosd,, b,—=— 7 cosd,, b, = — 7 cos A. 


Die Gleichungen (8b) und (10b) enthalten zusammen die all- 
gemeine Auflésung der Gleichungen (5b); jedem Werthe von x ent- 
sprechend erhilt man oo? Werthe der canonischen Parameter 4;, b;; 
sie geben die Erzeugung der Schiebung S(«, 8) durch unendlich kleine 
Schraubungen; die Gleichungen (8c) aber entsprechen den Gleichungen 
(5c); sie geben die Parameter der unendlich kleinen Schiebung an, 
die die Schiebung S(a, B) erzeugt, 

In noch héherem Grade unbestimmt, als die canonischen Para- 
meter einer allgemeinen Schiebung, werden endlich die canonischen 
Parameter der identischen Transformation, deren leicht abzuleitende 
Ausdriicke unterdriickt werden miégen. 

Bemerkenswerth ist der Umstand, dass nicht nur die schon be- 
sprochenen Grodssen 7, @, 4;, sondern auch die Gréssen uw; auf den 
rechten Seiten der Gleichungen (8) einfache geometrische Bedeutungen 
haben. Mit dem Mittelcomplex der Bewegung S(«, 8) ist nimlich in 
bekannter Weise eine Ausdehnungsgrosse zweiter Stufe oder ein Kriifte- 
system verbunden, das man, mit Anwendung der Bezeichnungen 
Grassmanns, so darstellen kann: 


cos A, [e,¢,] ++ cos A, [ee] + cos A, [e es] 

+ Hy [e2¢3] + Ha [¢3¢] + Hs [6,2]. 
e, bedeutet hier den Anfangspunkt der Coordinaten, ¢,, e,, e, sind 
Strecken von der Liinge Eins, den Coordinatenaxen parallel gerichtet, 
[e:ex] sind die aéusseren Producte zweiter Stufe dieser Gréssen, deren 
iiusseres Product vierter Stufe [¢,e,e,e,] gleich Eins gesetzt wird. 
Stellt man die Ausdehnungsgrésse (12) als Summe von zwei Linien- 


(12) 








; 
i 
i 
| 
| 
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theilen dar, so schliessen diese (bekanntlich) ein Tetraeder von con- 
stantem Inhalt J ein; 6 J wird gleich dem fusseren Quadrat des Aus- 
drucks (12), d. h. es besteht die Gleichung 


(13) J=— i netg @ 


Die Gréssen w,, “,, uw, stellen sich sofort in einfachster Weise 
dar als die sechsfachen Summen von je zwei Tetraedern, oder als die 
Momente des Kriftesystems in Bezug auf die Coordinatenaxen. — 

Mit Hiilfe der entwickelten Formeln kann man in alle Ausdriicke, 
die die Transformationscoefficienten a;, oder die Parameter (a, 8) einer 
Bewegung enthalten , die canonischen Parameter a;, 6; einfiihren. Man 
kann z. B. aus den Gleichungen (8), § 2 die endlichen Gleichungen 
der canonischen Parametergruppe ableiten. Doch wird der Bau dieser 
Gleichungen so verwickelt, dass es keinen Nutzen hat, sie anzu- 
schreiben. Man wird sich iiberhaupt in den meisten Fillen der Para- 
meter (a, 6) mit ungleich grésserem Vortheil bedienen, als der cano- 
nischen Parameter a;,6,;, deren Einfiihrung die Auflésung transcendenter 
Gleichungen erfordert. 

Eine wichtige Eigenthiimlichkeit der canonischen Parameter q;, b; 
besteht darin, dass sich in ihnen alle continuirlichen Bewegungs- 
gruppen durch lineare Gleichungen darstellen lassen. Die Parameter 
(a, B) haben diese Kigenschaft nicht. Es ist aber bemerkenswerth, 
dass wenigstens die Bewegungsgruppen, deren Transformationen durch 
algebraische Gleichungen zwischen den Coefficienten a;, gekennzeichnet 
werden kénnen [nimlich die Untergruppen 2), 3), 4b), 5), 6), 7), 8b), 9) 
der in § 9 des ersten Abschnitts gegebenen Aufzihlung] bei Gebrauch 
der Parameter (a, 6) ebenfalls durch lineare Gleichungen zwischen 
diesen Parametern definirt werden. 

So gelangt man zur Gruppe der Drehungen um einen gegebenen 
Punkt yy: 4, > Y.:Y3, Wenn man die Parameter (a, 6) gemiass den 
Bedingungen 

by = 0, 


(14) YB, = AY. — &Y3, 
YoB, = Ys — OY, 


Yo Bs = GY, — MY 
wihlt. ors 271 1J72 


Es hat keine Schwierigkeit, mit Hiilfe der Parameter (a, ) alle 
continuirlichen Bewegungsgruppen auszudriicken und zu untersuchen. 
Auch bei der Darstellung nicht continuirlicher Gruppen von Be- 
wegungen (sowie der Gruppen von Bewegungen und Umlegungen, 
vgl. § 9) werden diese Parameter wohl von Nutzen sein. Allerdings 


habe ich iiber diesen umfangreichen Gegenstand Untersuchungen noch 
nicht aagestellt. 
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§ 9. 
Der Ausdruck der Umlegungen im Raume durch die Parameter (a, 8). 
Um von dem analytischen Ausdruck der allgemeinen Bewegung 
im Raume zu dem Ausdruck der allgemeinen Umlegung tiberzugehen, 
braucht man nur vor, oder wie wir thun wollen, nach der Bewegung 
eine Spiegelung an dem Anfangspunkt der Coordinaten vorzunehmen. 
So gehen aus den Formeln (1), (2), (3) des § 4 die folgenden hervor: 


Ly =— Ayn X% ’ 

1 Ly = yy My H Ay, Ly $F AyQX, + yyy, 
(1) , 

My = Aggy Ly Ag Ly $F Aggy + AygXs, 

Hy =  AgyXy + Ay, %, $F Ayo Ly + Aggy; 


Poi = — 444Po1 — F2Po2 — 243 P%3, [3] 


(2) P= 4, Por + Or2Por + i325 
+441 Pog + 4 2P31 + 237125 [3] 
Uy = —Agg Uy — Ay Uy — Aggy — Ups Us, 
(3) “= : Gy, Uy HP Ayo $F yyy, 
uy = , yy Uy fF Aye tty + Ao3 tts, 
uy = : Ag, Uy “Ago My + aig3 Us. 


Diese Gleichungen also stellen die allgemeine Umlegung im Raume 
dar, sobald man die Coefficienten ax, bi, nach den Vorschriften des 
§ 4 durch die Parameter (a, B) ausdriickt; jedem System dieser Para- 
meter, das den Bedingungen N(a, 6) +0, L(a, B) =O geniigt, ent- 
spricht eine Umlegung des Raumes, und umgekehrt. 

Da die Umlegungen mit den Bewegungen zusammen wieder eine 
Gruppe bilden, so erhebt sich die Frage, ob man nicht auch die 
Transformationen dieser erweiterten Gruppe noch mit Hiilfe der Para- 
meter (a, 8) in einfacher Weise zusammensetzen kann. Dies ist in 
der That der Fall: Auch fiir die umfassendere Gruppe findet noch 
bilineare Zusammensetzung der Parameter (a, 6) statt. Es bestehen 
nimlich die folgenden leicht zu beweisenden Sitze, deren erster im 
Grunde nur eine wenig erweiterte Fassung des in § 2 bewiesenen 
Hauptsatzes ist: 

Ist S(a, B) eine Bewegung und S’(a’ B’) eine Bewegung oder eine 
Umlegung im Raume, so werden die Parameter («”, B”) der eusammen- 
gesetzten Transformation S” = SS’, die im ersten Fall eine Bewegung 
und im zweiten eine Umlegung ist, beidemal geliefert durch die Formeln 
(8), § 2 (S. 522 und 523). 

Ist dagegen S(a, B) eine Umlegung, und S'(«’, B’) eine Bewegung 
oder eine Umlegung, so sind die Parameter (a”, B”) der zusammen- 
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gesetzten Transformation S” —SS' — die eine Umlegung, bez. eine 
Bewegung ist — den Formeln zu entnehmen: 
(Gy = — My hy) — yy” — Oy Gy’ — Oy Gt, ’, 
a," = aa, +a,0, + a,0, —a,a, us.f. [3] 
} By” ==— a By + «By + a, By + a8,’ 
+ Bom — B, a,’ — B, 0’ — B,a,’, 
=— eB,’ — a, By — a, B,’ + a By 
+ Bom’ + By em + Bye,’ — Byx,’ u.s.f. [3] 

Die Formeln (4) unterscheiden sich von den Formeln (8) des § 8 
einfach dadurch, dass auf den rechten Seiten statt der Gréssen £;’ die 
Gréssen — 6; gesetzt sind. Ein besonders wichtiger Specialfall des 
letzten Satzes ist der folgende: 


(4) 





Die Entgegengesetzte einer Umlegung mit den Parametern 


71) : a . Qs, : as : By : By : By: Bs 
hat die Parameter 


Gy 2 — Oy > —G, : —a,: —By: B, : By: Bs 
Wir setzen hier, wie auch sonst iiberall voraus, dass die Para- 
meter der Bedingung L(a,6)—0O gemiiss gewiahlt sind. 
Durch die Parameter (a, 6) lassen sich die mit einer Umlegung 
verkniipften geometrischen Gebilde verhaltnissmissig einfach analytisch 


darstellen, entsprechend dem, was wir in der Theorie der Bewegungen 
gesehen haben. 


Die Mittelebene einer Umlegung Der Mittelpunkt einer Umlegung 


S(a, B) hat die Coordinaten S(a, B) hat die Coordinaten: 
(5) Up 2 Uy Uy t Uy (6) Lg t By 3 Bet Be 
om By: @, 2 @, 2 Gs. = a,:B,: B,:B,. 
Die Drehungsaxe einer Umlegung S(a, B) hat die Coordinaten: 
(7) Por * Por * Pos : Pog : P31 : Pie 


Sly hhy 3 Oy Oy? Oy OL, ? — (0p By — &; By): — (ets By — &, B,): — (ae, B,— ax, B,). 
Die in der Theorie der Umlegungen hervortretenden besonderen 
Falle sind gekennzeichnet, wie folgt: 


Bei den Umlegungen mit unendlich fernem Mittelpunkt verschwindet 
der Parameter a,. 

Bei den Spiegelungen an den | Bei den Spiegelungen an den 
Ebenen des Raumes verschwinden | Punkten des Raumes verschwinden 
die Parameter die Parameter 


@, By, Bo, Bs. Bo, &, Gay Oy. 
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Wir haben demnach, analytisch wie geometrisch, bei der Classi- 
fication der Umlegungen die folgenden Hauptfille zu unterscheiden: 

I. Den allgemeinen Fall: a,+-0, a,? + a? + a? + 0. 

Es bleibt nur ein im Endlichen gelegener Punkt in Ruhe, der 
Mittelpunkt der Umlegung, und ebenso ein unendlich ferner Punkt, 
mit den Coordinaten 

My 2 Hy Lyi Hy =O: a, 2 a: Ay. 

Ferner .bleibt ausser der unendlich fernen Ebene nur noch eine 

Ebene in Ruhe, die Mittelebene. 


Die Umlegung kann erzeugt werden durch eine Spiegelung an der 
Mittelebene (5), und durch eine vorhergehende oder nachfolgende 
Drehung um die Axe (7). (8. I, § 10, 8. 487.) 


Die Spiegelung hat die Parameter: 
(8a) O:a@,:a@,:a,:8,:0:0:0, 
die Drehung hat die Parameter: 
(8b) — (0? a? a5”) 3 gy : My ety 3 Oy Mes 
> 0: — (a8; — 3B.) : — (@,B, —@, Bs) : — (a, B,—,B,); 
der zugehérige Winkel 2%’ ist also gegeben durch die Gleichung 


(8c) cts 8’ a — Vee? + ag* + og? 
=] 


a 


Die Umlegung kann ferner erzeugt werden durch eine Spiegelung 
an dem Mittelpunkt, 


Ly = — UX, T= —2B;x4,+a,%;, (¢—1, 2, 3) 
d. i. durch eine Umlegung mit den Parametern 
(9a) @:0:0:0:0:8,: B,: B, 


und durch eine vorhergehende oder nachfolgende Drehung um die 
Axe (7), mit den Parametern 


(9b) Gp? 2 Oy My 2 Uy Gy 2 Uy hs 
> 0: — (a8; —a;B,) : — (% 3B, —% Bs) = — (a B,—«,) 
und mit dem Drehungswinkel 24, wenn 


Oo ee 
Vet of Fa 
(Vgl. Formel (8c), sowie Formel (9) in § 7, 8. 541.) 

In der That, fiihrt man nach der auf 8. 552 gegebenen Anweisung 
die Transformationen (8a) und (8b), oder die Transformationen (9a) 
und (9b) hinter einander aus, so kommt man auf die Formeln (1) 
zuriick, nachdem man von den Parametern der zusammengesetzten 

Mathematische Annalen, XXXIX, 87 


(9c) ctg ¢ = 
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Transformation im ersten Fall den Factor — (a,? +-@,?-+ @,”), im 
zweiten den Factor a,? abgeschieden hat. — 


Il. Umlegungen mit unendlich fernem Mittelpunkt. 
a=0, a?+a,?+a,?+0, B,? + B,? + B,? +0. 
In Ruhe bleibt jetzt, wie friiher, der zur Mittelebene senkrechte 
unendlich ferne Punkt 0: a, :@,:,, ausserdem aber noch jeder un- 
endlich ferne Punkt der Mittelebene selbst, also jeder Punkt der 


Geraden 
0:0:0:a,:a,:4,. 

In Ruhe bleibt ferner, ausser der Mittelebene, jede Ebene eines 
Bischels von parallelen und zur Mittelebene senkrechten Ebenen, 
nimlich jede Ebene der Geraden 

0:0:0: 8, : B: By. 
III. Spiegelungen an den Ebenen des Raumes. 
=O, a? +a"2+a,+0, B, =p, =p, =—0. 
Der Mittelpunkt ist ein unbestimmter Punkt x der Mittelebene 
By % + OX, + Ox, + ax, = 0. 

Von Ebenen bleiben in Ruhe ausser der Mittelebene (Spiegelungs- 
ebene) alle zu ihr senkrechten Ebenen, d. h. alle Ebenen, deren 
Coordinaten der Gleichung geniigen: 

Oy Uy Oy, + a, Us = 0. 
IV. Spiegelungen an den Punkten des Raumes. 
+0, a =a,—a,=0, Bp, = 0. 
Die Mittelebene ist eine unbestimmte Ebene uw des Mittelpunktes 
Gy tty + By Ut, + Batt, + Byu; = 0. 


Von Punkten bleiben in Ruhe ausser dem Mittelpunkt alle Punkte 
der unendlich fernen Ebene. — 


Besonders hervorgehoben werden mdgen noch die in den Formeln 
(7a) und (9a) liegenden Sitze*): 


*) Dass es niitzlich ist, Biquaternionen von der besonderen Gestalt 

4 Cy +H Og lp + Orgs + Bo ko 
zu den Ebenen, und Biquaternionen von der Form 

@o€o + Bre + Bete + Bs és 
zu den Punkten in Beziehung zu setzen, hat bereits Buchheim bemerkt. Er ist 
zu seinen Festsetzungen nicht durch die Betrachtung der Spiegelungen, sondern 
durch Zweckmissigkeitsriicksichten anderer Art veranlasst worden. (Am, J. v. VII, 
a.a.O, Nr. 8). Die Beziehung der Biquaternionen von der besonderen Gestalt 
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Die Spiegelung an einer ge- Die Spiegelung an einem ge- 
gebenen Ebene vy: 0, : 02: v3 hat | gebenen Punkt yo: y,: Yo: Y3 hat 
die Parameter die Parameter 

Gy 2 2p? M3: By: By: B,: By | aya, :a,:a,: By? B,: By: By 
= 0:0, :0,:0,;:0:0:0: 0.| =y:0:0:0:0 24; 2 Yo? Ys. 


§ 10. 
Die Bewegungen im Strahlenbiindel. 


Setzt man die Parameter §; siimmtlich gleich Null, so geht aus 
unseren Formeln die analytische Darstellung der Bewegungen und 


Umlegungen hervor, die den Anfangspunkt 0 der Coordinaten in Ruhe 
lassen. 


Wir betrachten nun, wie in § 12 des ersten Abschnittes, die 
Strahlen g und die zu ihnen senkrechten Ebenen y des Punktes 0 als 
Raumelemente. Ertheilen wir einer den Anfangspunkt enthaltenden 
Geraden die Coordinaten: 


Por : Por ? Pos ? Pos * Psi? Pr2 = 91? Go? Gg? 9:20:0, 
und einer durch den Anfangspunkt gehenden Ebene die Coordinaten, 
Uy 3 hy 2 Uys Uy me O29, 2 722 Ys, 


so wird die dualistische Transformation §§ des absoluten Polarsystems 
dargestellt durch die Gleichungen: 


(1) 91 > 92*= 93 = M+ V2? V3 


Statt der Bewegungen und Umlegungen erhalten wir jetzt eine 
continuirliche Gruppe 


(2) . = iJ, + i292 + i393, 
Vi = Vy + G2 %2 + M373) 
worin die Ausdriicke der Coefficienten a;, wieder den Formeln (4) 
§ 4 zu entnehmen sind. (S. 8. 528.) 
Die Formeln fiir die Zusammensetzung der Parameter werden nach 
wie vor geliefert durch das Multiplicationstheorem der Quaternionen, 
dessen Gleichungen wir jetzt etwas anders anordnen wollen: 


(= 1, 2, 3) 





Oy €y + Og lp + Og ly + Bye + Bete + Bs &s 
zu den linearen Complexen findet sich schon bei Clifford. Sie ist natiirlich nur 
der Ausdruck einer Thatsache, die in anderer Form lingst bekannt gewesen 
ist, (Vgl. die Anm, auf §, 520, 521.) 


37* 
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Oy” = Oy Oy” — Oy Oy” — Cyt’ — 3 04,,, 
(3) + = toy + aa) + a, J - yy, 
Oy = Oy Oy’ — Oty Oy’ Oy Oy LO, &%', 
Oy” = Oy Oly Oty Oy’ — Oty Oty’ Oty Oy’. 
Wir kénnen nun ohne Weiteres die Ausdriicke der in § 12 des 


ersten Abschnittes eingefiihrten Transformationen &,,T,, 7, T’ hin- 
schreiben. Es wird: 





~ 


Ti:g=—O@,9), WG —O(E,9), 
(4) Ty = O(a, 7), gy y= OG,7), 
[+ :g=9(a,7), T:¢ =9O(@,7), 
L’*:y=O(a,9), Ti: =O(G,9), 
wenn man zur Abkiirzung beispielsweise die Gleichung g = 9% (a, 9) 
schreibt fiir das Formelsystem 


G1 = Hy — Hy Gq + 9s, 
(4b) Jn = — &Gy + MGI. — %Is, 
Ix = — &GJ, + HJ. + M95, 
und die Gleichung g’ = 0(@, g) fiir das Formelsystem 
I = — HG, + Hy GJo — Gs, 
(4c) Jn = — OG, + OG. + & 95, 


Is, — @9y — 19. + Jy. *) 

Um etwa von den Formeln (4b) und (4c) zu den Formeln (2) 
zurtickzugelangen, hat man das Gleichungssystem (4b) nach den 
Groéssen g; aufzulésen und die gefundenen Werthe in die Gleichungen 
(4c) einzufiihren. Man erhilt dann statt der Gleichungen (2) die 
folgenden : 

Gy + Ayn * Gi = H(A J, + i292 + Gis 9s)- 
Man sieht daraus, dass die Formeln (4) fiir den Fall «, = 0 un- 


brauchbar werden, ohne dass doch darum die Formeln (2) selbst zu 
gelten aufhérten. **) 


In dem hier besprochenen Falle lisst sich am leichtesten das 
Programm verwirklichen, zu dessen Vorbereitung diese ganze Unter- 
suchung unternommen worden ist: der Ausbau einer der gewohnlichen 
Invariantentheorie analogen Invariantentheorie der Bewegungen. Der 








*) Der Urheber dieser Formeln ist, wie bereits gesagt, Rodrigues. Spiiter 
haben Hermite und Cayley die Betrachtung auf quadratische Formen aus- 
gedehnt, die nicht als Summen von Quadraten dargestellt sind. 

**) Vgl. Bachmann, Crelle’s J. Bd..76 und Hermite ebenda Bd. 78. 
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Verfasser hat schon im Jahre 1886 auf Grund von Formeln, die von 
denen Eulers nicht wesentlich verschieden sind, eine vollstiindige 
Invariantentheorie der Gruppe eines Kegelschnittes in der Ebene ent- 
wickelt, die sich durch grosse Einfachheit der Formeln auszeichnet 
und die als ein Mittelglied zwischen der Theorie der biniiren und der 
Theorie der terniren Formen angesehen werden kann. Er hofft, diese 
Untersuchungen nun bald herausgeben zu kénnen, um dann die Be- 
trachtung auf die verwickelteren Verhiltnisse der Euclidischen Ebene 
und des Nicht-Euclidischen und Euclidischen Raumes auszudehnen. 


Es ist leicht, einen Grenziibergang zu ersinnen, durch den man 
von den soeben entwickelten Formeln aus zu fhnlichen Ausdriicken 
fiir die Bewegungen und Umlegungen in der Ebene gelangen kann. 

Wir setzen zuniichst 


J:= 2%, Jom, 93 = AK, 
(5) a oe ee 
V4 4) Yo, = =—-V'g Ue 


Gehen wir dann zur Grenze 4==0 iiber, und deuten wir die 
Verhiltnisse 


x. 
und g=— - 
x 


Xe 

y= — 

Y= =, 

als rechtwinklige Cartesische Coordinaten in der Ebene, so geht aus 
dem absoluten Kegel des Punktes o: 


2 2 _ 2 2 —_ 
V7? +9 +9" =9, retry? = 
das Paar der sogenannten unendlich fernen Kreispunkte 
2 
2,=0, u? + wu? =0 
hervor. Zugleich gehen die Bewegungen des Strahlenbiindels iiber in 
die Bewegungen und Umlegungen der Ebene; und zwar erhilt man 
die Bewegungen, wenn man zugleich mit den Substitutionen (5) neue 
Parameter einfiihrt durch die Formeln 
(6) % =a", a =—a,*, a, —=Aa,*, a, = Aa,*, 
und die Umlegungen, wenn man sich statt der Substitutionen (6) der 
Substitutionen 
- == ia.* iain 

(7) @y = Aa", a, = Aa", a, = a,*, oy = a* 
bedient. 

Auf diese Weise sind die im niichsten Paragraphen zusammen- 
gestellten Formeln gewonnen worden. Sie bestiitigen, wie man sehen 


wird, in allen Stiicken die in § 13 des ersten Abschnittes aus geo- 
metrischen Betrachtungen hergeleiteten Resultate. 
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§ 11. 
Die Bewegungen und Umlegungen in der Ebene. 


Ebenso wie den Bewegungen im Strahlenbiindel, so kann man auch 
den Bewegungen in der Ebene im Wesentlichen nur auf eine Art vier 
homogene Parameter so zuordnen, dass fiir diese Parameter bilineare 
Zusammensetzung besteht.*) 

Durch diese Darstellung der Bewegungen ist — bis auf lineare 
Transformationen der Parameter — gleichzeitig eine Parameterdarstellung 
der Umlegungen bestimmt, so dass fiir die Bewegungen und die Um- 
legungen zusammen ebenfalls noch bilineare Zusammensetzung stattfindet. 


Die Formeln fiir die Bewegungen lauten, in rechtwinkligen Parallel- 
coordinaten y, 2: 


(1a) eee. y = (%'—a,?)y + 2a,a,-2 4+ 2(a,a,—a a5), 
(@? + @,”) 2 = — Zaye, -y +(a?—«a,”)¢+ 2(a, 0,4 ae), 
oder in homogenen Punktcoordinaten = = ¥, 2 = 2 
@ == (a? + a,”) x ? 
(1) = 2 (a, — Oy ey) B, (9? —@,?) B+ Zaya,- x, , 
Ws = 2( a, 0, + aya) X, ~- 2Ogh, > Ly +(e)? — a”) x5, 
oder endlich in den zugehdérigen Liniencoordinaten : 
Uy) = (Gy? ay”) U, + 2(@, Hayes) Uy + Z(H, @,— Aye) Us, 
(2) \ ty = ' +  (%? a?) + Zeyh Uy, 
us = e — 2ee, + uy -+ (a%? — a”) U, . 


Die entsprechenden Formeln fiir die Umlegungen aber sind diese: 


(3a) .: (@,?-+ a”) y’ <= (a,2—a,*)y + 2a,0,-2 + 2 (a, a, — aye), 
— (a? a5") 2° = 2a,a,-y — (a,?—«a,*)2+2(a, a, + ty @o), 
oder 
wy) =—(a,?+ as") x, ) 
(3) | @y = 2 (a, @ — et ets) &, + (a, — 3?) % + Za,a,- 2, , 
Ly SH 2(ay 0, Oye) Hf 2H, +L. —(H,?—«a,”) wy, 
oder endlich 
U, =—(a,? + a5”) wy, + 2 (Gy Oy Oy Oy) Uy - 2(a; &, — Hy Oty) Uy, 


(4) ju = , + (@,? — 5") uy + 2otyG%s- Us 
ts = ’ + 2 Oty Hs + Uy — — (@y’ — @”) us 


*) Wiener Monatsh. a. a. O., § 15 und § 16. 
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Das Product S” = SS’ von zwei Transformationen S(a«) und 
S’(a’) unserer Gruppe ist 


Wenn S und 8S’ Bewegungen sind, eine Bewegung mit den Para- 


metern : 
” wait , , 
Bq mm My hy —— a, . a. 
” , ’ 
(5) Cy = Oty Oty PH Oy ty : “9 
. Oly" == Cy My’ — Oy Oty’ + Oy Og + Oy cr’, 


” , , , , 
Oy” = Og My Oy My — My My > Oy ety. 


Wenn S und S’ Umlegungen sind, eine Bewegung mit den Para- 


metern: 

ty” = + = @y Gy — Gay’, 
6 a,” = +f yy — @a4,', 
©) Oly” = Oy Chg’ — Oy Oty’ fg Hy + Oy ty’, 





&,” = Ay hd, + a, a, — Oa, + Oa. 
Wenn S eine Bewegung und S’ eine Umlegung ist, eine Umlegung 
mit den Parametern: 


Oy" = Cy My — Cy Oy” — My Oly’ — Oy, 
- tt,” == Oy Oty + Hy + yey — Wey’, 
@) Og" = Cy Oy — Oty Oy’ ’ 

Ct” == Oy Oly Hy : : 


Wenn S eine Umlegung und S’ eine Bewegung ist, eine Umlegung 
mit den Parametern: 


” ’ , ’ ’ 

Bq yy my me — Me 

” , , , 

(8) Oy" = Gy ty Oy Hy My y” — Hy Oty’, 
” ’ ’ 

6, = + aya) + aa), 


:, inca + = BGs’ + Oy tty. 
Die Formeln (5) bilden das Multiplicationstheorem eines Systems 
complexer Zahlen, einer Ausartung der Quaternionen 


%& & & & 


« 





& | % % C 
(9) €& | & —& eC; —e, 
| 
ey @ —-e¢ 9 O 


ée & OO O 


Bedient man sich statt dieses Systems (9) der Quaternionen selbst, 
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so kann man die Formeln (1)...(4) und die Formeln (5)...(8) mit 
Hiilfe eines weiteren Symbols ¢ sehr einfach zusammenfassen, Sind 
a, die Parameter einer Bewegung, so setzen wir zur Abkiirzung 
(10a) O@ = Oy &y > He, + EMC, + EAC, 


sind aber «@; die Parameter einer Umlegung, so schreiben wir ent- 
sprechend 


(10b) & = EM ye, + Ea, e, + ae, + a, e;. 
Ausserdem setzen wir 

ZL LC, + EX_e, + EX3 C5, 
(11) 

UW EU, C, + Unly + Uyes. 


Nehmen wir nun an, dass é* gleich Null ist, und dass die Grésse « 
mit den Quaternioneneinheiten vertauschbar ist, so kénnen wir die 
Formeln (1)...(4) in zwei Formeln 
(12) “= Gre, uw = hua 
und die Formeln (5)...(8) in die einzige 
(13) a” =ac’ 


zusammenziehen. Wir haben dadurch das Bildungsgesetz dieser Kormeln 
auf seinen einfachsten Ausdruck gebracht. 

Man ermittelt leicht die geometrische Bedeutung, die den Formeln 
(5)...(8) zukommt, falls man die Gréssen @; als homogene Coordi- 
naten im dreifach ausgedehnten Raume deatet. (Vgl. Wiener Monatsh. 
a.a. QO. § 16.) Auch die Beziehung der Formeln (1) und (3) zu den 
geometrischen Bestimmungsstiicken einer Bewegung oder Umlegung 
kann natiirlich ohne Weiteres angegeben werden. 

Im Fall einer Bewegung S(«) sind 


(14) Lyi Lyi Ly = OH, 2 ay 


die Coordinaten des Drehungsmittelpunktes; der Drehungswinkel 2@ ist 
gegeben durch die Gleichung 


(15) tg = + “t ’ 
so dass die Bewegung (1) zusammenfallt mit der Drehung 
(y—)= (y— ) cos2e + (e— <) sin 20, 


(16) 
(s’ — *) =+(y — 2) sin 20 + (¢ — +) cos 2%. 


Das Auftreten der doppelten Vorzeichen in den Formeln (15) und 
(16) riihrt daher, dass wir noch keine Verfiigung dariiber getroffen 
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haben, in welchem Sinne wir die Winkel in der Ebene (y, 2) messen 
wollen. Entscheiden wir uns dahin, als positiven Drehungssinn den 
von der positiven y-Axe nach der positiven ¢-Axe hin anzusehen, so 
gelten nur noch die oberen Vorzeichen,. im anderen Falle nur die 
unteren. 


Die Bewegung ist nach dem Gesagten eine Umwendung, wenn 
a, verschwindet, und sie ist eine Schiebung, wenn a, verschwindet. 
Ist S(@) eine Umlegung, so werden 
(17) Uy 2 Uy t Uy = Oy 2 My 2 By 


die Liniencoordinaten der Mittelgeraden; die halbe Schiebungsgrésse y 
hat die Componenten 


Oo Og _ Ho Me 
ata? — a bar 
und also die Linge 
1 = - = ae ° 
(18) *" Tare 


Die Umlegung ist demnach eine Spiegelung, wenn a, ver- 
schwindet. 

Der Ausdruck «@,? + «,? (a@,? + @,”) spielt die Rolle der Discri- 
minante bei den Bewegungen (Umlegungen); er darf immer als von 
Null verschieden angenommen werden. Bezeichnet man ihn mit N, 
so hat man fiir dic Zusammensetzung der Bewegungen wie der Um- 
legungen die Formel 


(19) N(a) N(«’) = N(«’”’), 


ganz wie in der Quaternionentheorie. (Vgl. Nr. (10), § 2.) Ebenso 
kann auch der folgende Satz ohne Weiteres heriibergenommen werden: 
Die Entgegengesetzte einer Bewegung oder Umlegung mit den 
Parametern 
& 3 & t Gt B 
hat die Parameter 
Gy i — Gy i — Gy: —ay. 
Ist S(e) eine nicht-involutorische Bewegung, so hiingen die End- 
punkte einer Sehne zz’ von deren Mitte Z% in dieser Weise ab: 


Uy yt, ? 


(20) v,—- H Xy = Os Ly -b HL. — Qa, Z3, 
Wy = — My + OZ + My Fs; 
2, = Oy Ly ’ 
(20 b) TV, 2 (ae =—a,%, + a %, + 0,2, 


Uy Oy %, — Oy Ly + My Ly 
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ahnlich ist der Zusammenhang irgend eines Paares entsprechender 
Geraden wu, u’ mit ihrer Winkelhalbirenden &@ erster Art: 
Uy = Gt, — HH, + Hts, 
21) Tyhs y= + fF Mt, — Hts, 
Uy + HH, H Oy ths 5 
Uy = OU, + a, 4%, — a, %,, 
(21 b) Tijwm—= + + a4, + a, %,, 
Us + — a, 4, + ait. 
Wenn dagegen S(«) eine nicht-involuto rische Umlegung ist, so 


kann man die Endpunkte der Sehne xz’ in einfacher Weise durch 
deren Normale # darstellen 


oes + — Gt, + a %,, 
(22) TL: \a% = Gt, + Ot, — a, t,, 
Ly = — Oy, - Hy hy + Oy thy; 
t= * +f Gy, — Gs, 
(22 b) T : \ 2, = —a,%, + at, + a, %,, 


, — — — 
Ty = a thy — Gy tly + My tty. — 


Wir haben die Parameterdarstellung der Bewegungen und Um- 
legungen in der Ebene durch einen Grenziibergang aus den Formeln 
fiir die Bewegungen im Strahlenbiindel hergeleitet, um sie sogleich 
in einer zweckmiissigen Gestalt zu erhalten. Nachtriiglich migen wir 
bemerken, dass dieser Grenziibergang auch entbehrt werden kann. 
Kénnen doch die Bewegungen ebensowohl wie die Umlegungen in 
der Ebene nach Belieben als Bewegungen oder Umlegungen eines 
dreifach ausgedehnten Raumes angesehen werden, der die Ebene enthiilt. 

Gehen wir etwa von den Bewegungen des Raumes aus, so brauchen 
wir nur die Voraussetzung 


(23a) a, = a, = By = B, = 0 

in die Formeln des § 4 einzufiihren, um die Bewegungen der Ebene 
x,=0 zu erhalten; ebenso entstehen die Umlegungen dieser Ebene, 
wenn wir die Annahme 

(23b) Oy = a, = B, = B, = O 

machen. Von den Formeln, die so aus den Formeln (1) des § 4 her- 
vorgehen, lassen wir die Gleichung weg, die den Ausdruck von 2,’ 
durch z, angibt, und schreiben sodann an Stelle von x wieder 2,. 


Fiihren wir schliesslich noch neue Parameter ein, und zwar bei der 
Annahme (23a) durch die Substitutionen: 


(24a) & =a", a = a,*, Bp = a,*, B, = — a,* 
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und bei der Annahme (23b) durch die Substitutionen 
(24b) By = %"*, Bi = a", & =a", a, = — a,*, 


so gelangen wir thatsiichlich von Neuem zu den soeben aufgestellten 
Formeln. 


Es verdient schon an dieser Stelle bemerkt zu werden, dass man 
die (entwickelte) Gestalt der Formeln (1)...(8) noch vereinfachen kann, 
freilich nur mit Hiilfe einer imaginiren Transformation. *) 

Es gibt nimlich in der Ebene ein natiirliches System von Parallel- 
coordinaten, bestehend aus den beiden Biischeln von geraden Linien, 
die durch die sogenannten unendlich fernen KreisPunkte hindurch- 
laufen. Sie werden eingefiihrt durch die imaginire Transformation 

ytiz—2, y-—w=i, 
oder, wenn wir, um homogen zu machen, 


ak  teok 
—_—— 
setzen, durch die Transformation 
; m= 8, 20,—= &+ &, 2x, = & — &;, 
(25) 
Uy =O, ly = Wy) + Ws, Us = (@,— 3). 
Gestalten wir z. B. die Formeln (la) demgemiiss um, so bieten sich 
von selbst neue Parameter dar, die wir so bezeichnen wollen: 
=o 7a,, =— M, — 1a 
(26) Vit ot - V12 3 ome 
Yo = My — 8H, = ag = qy — }. 
Wir geben nun, mit denselben Nummern bezeichnet, die Formeln 


an, die durch diese Substitutionen aus unseren Formeln (1)...(8) 
hervorgehen. 


(1a)* ty +B’ = Yon L— 2m, 
Yo BS Py EP WY 2- 
By = 711 Y22* > 

(1)* bo) = Yo9(—2 Ym + &) + 722° & 2), 
Bs =u 272° by + Yn: &)- 


(2)* ~ = 711% 22° @ A 27, P01 +, — 22729 + 5; 
@, = 745° @, @; = 7,5 * Ws. 


*) Auch bei den Formeln des § 10 ist eine entsprechende Vereinfachung 
méglich; dort aber geschieht sie durch eine nichtlineare Transformation. 
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(3a)* aged =— Yy% — 2799, 
Yo = — Py E+ 2. 
Ei = Pio Ya * E> 
(3)* Ey = — Poy (270 - By + Yo * §3); 
5, = Vi2(2¥41 + &) — Via - &)- 
(4)* i oegy Oy — 2, ry +O. + 22722 + Ws, 
a, = 72 * @3, a,’ = Vor > Wy. 


5) MAMA = Mya Pit HY o07i2, 
Y= Vir Pat Yor P22, = Yaa = +H Pan Y2’2, 
(6 ve fis + Yates, 718 = Pie Yr + Y22712> 
Yai = 717 + Yair, 29 = Py Yat oy 


7)" =%Myib yaya, yR= + HYP, 
yet el 21 ya .« 22 = Porn + 927225 
(8)* P = 771 + Pay Viz, V12 = V2.7 — 
Ya > PP, = P82 = Py Pr + Yee P2r- 


Diese Formeln, von denen wir bei kiinftiger Gelegenheit noch 
einmal zu reden haben werden, zeigen deutlich das Verhalten der 
beiden bei den Bewegungen invarianten Curvenschaaren, sowie das 
fiir die Invariantentheorie unserer Gruppe wichtige Zerfallen der aus- 
gearteten Bewegungen und Umlegungen in je zwei getrennte Schaaren. 
Eben hierdurch ist es erméglicht, dass die Coefficienten y,;, in den 
Formeln (la)* und (3a)* nur linear auftreten. 

Da man die Formeln (1a)*... (8)* auch leicht aus den gewoéhn- 
lichen Formeln fiir die Transformation rechtwinkliger Coordinaten her- 
leiten kann, so hat man damit einen neuen Weg zu der im gegen- 
wirtigen Paragraphen begriindeten Theorie. 


Marburg, den 26. Juli 1891. 

















Zusaitze zum I. Abschnitt. 


Zu § 6 (S. 473). Den Satz auf 8. 464 oben kann man in einfacher 
Weise auch so darlegen: Man nenne w, #, w’ die drei Ebenen, die 
den Punkten w, Z, x’ durch das Nullsystem 8 zugeordnet werden. 
Dann schneiden sich w und w’ in einer Geraden von W; diese Ebene 
aber ist mit der sonst mit « bezeichneten Ebene, der Normalebene der 
Sehne wx’ identisch. @ ist also eine der beiden Winkelhalbirenden 
von w und w’. Nun hat man nach Construction: 


WW a{T fF B{Wh W {WH FLT} a’ {Wh w', 
also nach Formel (6) und (7) 8. 471 
w{X,} w{T,} w’, 
Dass w die Winkelhalbirende erster Art von w und w’ ist, ist leicht 
zu sehen. Vgl. noch den Satz auf 8. 497 unten. 


Zu § 9 (8. 484). Es war mir entgangen, dass Herr C. Jordan 
in seiner bekannten Abhandlung (Annali di Matematica, ser. VM, t. ID) 
das Problem der Bewegungsgruppen schon in allgemeinster Weise er- 
ledigt hat. Immerhin diirfte die in § 9 mitgetheilte kurze Darlegung, 
wenn sie auch nichts Neues enthalt, vielleicht manchem Leser will- 
kommen sein. 


Zu § 10 (8. 487). Der an die Spitze gestellte fundamentale Satz 
ist bekannt. Er riihrt, nach einer Mittheilung von Herrn Schén- 
flies, von dem durch seine Untersuchungen iiber Krystallstructur ver- 
dienten Hessel her. 


Noy. 1891. 
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Ueber Cremona-Transformationen in der Ebene, welche eine 
Curve enthalten, die sich Punkt fiir Punkt selbst entspricht. 
Von 


Kart DorwLeMANN in Miinchen. 


I. Abschnitt. 
Allgemeine Eigenschaften. 


§ 1. 
Formeln fiir eine ebene Transformation mit einer festen Curve. 


Eine Ehene sei durch eine Cremona-Transformation n. Grades 
eindeutig auf sich selbst bezogen; die Coordinaten eines Punktes dieser 
Ebene mégen mit 2; oder y; bezeichnet werden, jenachdem man ihn 
als Punkt der einen Ebene EF, oder der andern Ebene £, auffasst. 
Die Gleichungen der Transformation seien: 


Hi Hy Hy = Py? Po: Pg 
Yi 2 Yoi Ys = Yt HQ i Ye. 


In jeder Ebene sind h Fundamental-Punkte gelegen und zwar seien 
dieselben in der E, von den Ordnungen: 


MAMA >My 
dagegen in der E, von den Ordnungen: 


und 


Sy > Sp > Sg +++ SH. 


Wir nehmen an, dass die beiden Systeme in allgemeiner Lage sind, 
d. h. dass kein Fundamental- Punkt der einen Ebene mit einem der 
andern Ebene zusammenfillt. 
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Dann gelten die Gleichungen: 


> = 3(n — 1), > % = 3(n — 1), 


é a 


> r?—= n? — 1, > s°= n®? — 1, 
} k 


37;-—1l= > Qiks 3s,.—_1=— > Qik, 
A 
nr; = > Sk Qik, n°Sy = > VY; Aik, 


k i 


tye > Qik? irk, Se° Sy! == > Hike Hik’, 


k i 


Dabei ist a;, = o,; die Zahl, welche angiebt, wie oft die Funda- 
mental-Curve R; von der Ordnung 7;, die dem Fundamental- Punkt 
(r;) entspricht, durch den Fundamental-Punkt (s,) hindurchgeht, oder 
auch, wie oft die F.-C. S;, die dem F.-P. (s;) entspricht, durch den 
F.-P. (r;) liuft, 

Es sei nun eine Curve M@, der FE, vorhanden von der Ordnung u, 
welche die F.-P. der E, beziehungsweise zu Q,-, Q.-, - - + @,-fachen 
Punkten hat und dieser Curve entspreche in der Transformation, ab- 
gesehen von den sich abtrennenden F.-C., eine Curve M, von der 
gleichen Ordnung uw, welche die F.-P. in E, bezw. zu 6,-, 6,-,...,6;-fachen 
Punkten hat. Wir fragen zunichst nach den Beziehungen zwischen 
den Gréssen @, 6, 7, 8, « Ks ist fiir’s erste 


u=—nu —> ne = nu — Sx Ox, 
t k 


also 


(1) > =D) = (0 — 1) ow. 


Ferner wird die F-C. S, von der M, in w.o, Punkten geschnitten, 
Diese sind entweder F’.-P. der E,, was Zz @,; 9; Schnittpunkte liefert 


J 
oder sie sind keine F.-P. der EZ, Da nun aber M, 6, mal durch s 
hindurchgeht, so miissen ebensoviele Schnittpunkte der M, mit der 
S,; in von den F.-P. der EF, verschiedene Punkte fallen. Dabei ist 
vorausgesetzt, dass die M, in s, keine F.-C. beriihrt. Dann hat man 
aber die beiden Systeme von h Gleichungen: 
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HSk -> (x5 Q;) + % 
(2) und ; {; = “i " ee a 
i= Z,°-c'h 
Br -—> (api Sp) + Qi , 
P 


Summirt man die erste dieser beiden Gleichungen nach k, so kommt: 


DD Y= D (UH) =o Dia Do 
D> (o> ayn) = 3u(n—1) — DI Op. 
j k k 


Ersetzt man az «;, durch seinen: Werth, so ergiebt sich 


k 
3 >) ri 0: — >) eo: = 3a (n —1) -~ >a 
t t k 
oder nach (1) 


°) So-d« 
i k 
Ferner ist 
o2— (ur one a Gy; 6») 
und 4 


pa 02 = w? > re?—2Qu >: (% > ri ti) + wa pi 6») 
i i Pp é t Pp 
woraus nach einigen Umformungen folgt: 
(4) > ot = > a. 
i k 


Die Formeln (3) und (4) sagen aus, dass das Geschlecht von M, 
und M, das gleiche ist, wie diess wegen der eindeutigen Beziehung 
der beiden Ebenen ja der Fall sein muss. Aus (3) ergiebt sich auch 
unter Annahme der Gleichheit des Geschlechtes sofort die Gleichung (4). 

Diese Formeln gelten nun auch noch, wenn M, mit M, zusammen- 
fallt, d. h. wenn diese Curve durch die Transformation in sich selbst 
iibergefiihrt wird; sie gelten auch noch, wenn jeder Punkt dieser 
Curve bei der Transformation ungeindert bleibt. Wir wollen dann 
die Curve M, die sich also Punkt fiir Punkt selbst entspricht, kurz 
als ,,feste‘‘ Curve bezeichnen. 

Eine solche feste Curve muss dann nothwendig F.-P. enthalten. 
Ist s, ein auf ihr gelegener F.-P. der EZ,, dem also in der E, die 
.-C. 8, entspricht, so ist s;, als Punkt der E, betrachtet, ein ge- 
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oder 
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wohnlicher Punkt, da nach unserer Voraussetzung keine F.-P. der 
beiden Ebenen zusammenfallen. Also entspricht s, als Punkt der E, 
sich selbst. Es sind aber die Punkte der S; die einzigen Punkte der 
E,, denen s entspricht: also muss S, durch s, hindurchgehen und 
da ein vielfacher Punkt einer F.-C. immer ein F.-P. der andern Ebene, 

so folgt, dass S, nur einfach durch s; hindurchgehen kann: also: 
»Die auf der ,,festen‘‘ Curve gelegenen F.-P. machen 
nur insofern eine Ausnahme, als ihnen noch iiberdiess die 

Punkte der betr. F.-C. entsprechen“. 

Es ist nun direct einzusehen, dass eine F.-C. von der festen Curve 
nur in P.-P. geschnitten werden kann. Nehmen wir jetzt an, es gehe 


die F.-C. S,; durch den F.-P. s, ... *6, mal hindurch und 
” ” R; ” ” ” Tp ess *Qp ” 


so kénnen die Gréssen *6, und ‘g,, wenn & und p bezw. ¢ und p ver- 
schieden sind, blos Null oder Kins sein, dagegen muss nach dem 
Obigen *o, = ‘9; 1 sein. Dann hat man wieder 


Use = > ayx-Q5 + >) Gp p, 
j P 

wri = >) a5:+ 65+ > “Qn: 0p. 
j P 


Die F.-P. der E, sind aber als Punkte der EZ, betrachtet, gewéhn- 
liche Punkte, also werden den PD *g, -6, Durchschnittspunkten von 


P 
M mit 8S; die 6, Durchgiinge von M durch 5 entsprechen. Dabei ist 
dann 6; nicht mebr nothwendig identisch mit der Anzahl der Tangenten, 
die in s, an MM vorhanden sind, sondern es bedeutet 6, die Anzahl 
der Aeste, mit denen M durch 5 hindurchgeht, die aber zum Theil 
die gleiche Tangente haben kénnen. 

Es ist also 


a= > *6p-Gp und a= > "Op * Op: 
P P 


Daraus folgt aber, da *o, = ‘9; = 1 und nicht Null sein kann, 
ig, a= *g, =-- » = oy, = Oy oe eG = 0, 
19, = ‘9, = - ++ = (91 = Qn = +> = = 0, 
also der Satz: 


»Die F.-C., welche F.-P. entsprechen, die auf der festen 
Curve gelegen sind, gehen mur durch diese, ihnen ent- 
sprechenden, F.-P. und zwar einfach hindurch. 
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Natiirlich kénnen noch ausserhalb der festen Curve F.-P. vorhanden 
sein, deren entsprechende F.-C. durch sie hindurchgehen. Diess sind 
dann isolirte, selbstentsprechende Punkte. 

Ist 2 das Geschlecht der festen Curve, ferner A, die Vielfachheit 
eines Punktes von M, der nicht in einem F.-P. gelegen ist, so wird 


=ig-8 -~ 2) _— 6,(¢,—1 4(4e—1 
oan a ok oe ee a (% 2 ., PI, 





2 


oder nach (3) und (4) 
2a = (w — 1) (w — 2) — 2> 0i(@: —~ 1) —> Ar (ae — 1) 


also 
©) @Dede— 1) + DB) Ae(e—1) < #1) 2). 


Wiirde M zerfallen, so wiire noch 


(6) 2 >) eiler—1) + D delde ~ 1) < w(u—1). 


§ 2. 
Das System der isologen Curven. 


1) Hat man einen festen Punkt O mit den Coordinaten 0,0, 0, 
gewihlt, so kann man die Paare entsprechender Punkte P, und P, 
suchen, deren Verbindungslinie immer durch O geht. Dann beschreiben 
P, und P, die zum Punkte O gehirigen ,,isologen“ Curven J, und J,*). 
Die Gleichungen dieser Curven sind offenbar 











0, 0, 05 | 0, 0% Os 
Jz=| % % %& |=O0 und Jy=| % Yo Ys |= 0. 
¥, (2) (a) v3 (2) P1(Y) %2(Y) s(y) 


Diese Curven sind also vom Grade » + 1, (wir nehmen zuniichst an, 
dass die Transformation keine ,,feste‘ Curve enthiilt), gehen durch O 
hindurch und entsprechen einander in der Transformation. Man kann 
sie auch wie folgt erhalten: Nimmt man den Strahlenbiischel durch 
O als in der EZ, gelegen, so entspricht ihm ein Biischel von Curven 
n. Ordg. und J, ist das Erzeugniss dieser projectiven Biischel. Nimmt 
man den gleichen Strahlenbiischel als in der E, gelegen, so erzeugt er 
mit dem Biischel entsprechender Curven die J;. 

Aus der Gleichungsform ist zu erkennen, dass die zu allen Punkten 
in jeder Ebene gehdrigen isologen Curven je ein Netz bilden. Durch 


*) de Jonquiéres: Nouvelles Annales de Mathématiques. Deux, Série. 
Tome 3. 1864, — Dewalf, Darboux, Bulletin. Série I. V. 1873, 


38* 
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2 Punkte ist ja auch das Centrum O der ,,Isologie“ und damit die 
betr. isologe Curve festgelegt. Die simmtlichen, isologen Curven einer 
Ebene gehen nun: 


a) durch alle sich selbst entsprechenden Punkte der 
Ebene, fiir welche also gleichzeitig 


Ly P.— Py Lp=0, Lo Py—P.X, =O, 13 9,—H,%, =O und 
%yY.—V,%, =0, 12f,—Y,% =O, %Y,—Yy 2, = 0 
wo die » und w in den w& geschrieben sind; 


b) durch alle F.-P. ihrer Ebene und zwar durch jeden 
Punkt so oftmal, als seine Ordnung betriigt. Auch diess 
ersieht man direct aus der obigen Gleichung dieser Curven 
unter Beriicksichtigung des Verhaltens der g; und y; in 
den F.-P. 


2) Enthalt die Transformation nun eine feste Curve M, deren 
Ordnung w und deren Gleichung M—O0 sein midge, so miissen er- 
sichtlich die Gleichungen der Transformation in folgender Form er- 
scheinen : 


H, 2%: %z—= (yy f+ My): (Yof + My): (Ysf + My) und 
Ys 2 Yo: Ys = (%9+MD,): (2,g9+M@D,) : (@9g9+M;), 


wobei f und g Polynome vom Grade n—1, yx; und @; vom Grade 


n—w. Unter dieser Voraussetzung gehen die Gleichungen der isologen 
Curven iiber in: 











| 0, 0, 0, 0, o 4, 
Je=M| & 2 £=& |=OuddJ—M\iy % Y; |=0. 
@,(@) B(x) T(z) Us (Y) x2(Y) Xs(y) 


Es sondert sich also, was ja auch geometrisch klar, bei jeder iso- 
logen Curve die feste Curve ab, die iibrigen, (beweglichen) isologen 
Curven bilden wieder ein Netz. 

Geht die feste Curve durch einen F.-P. etwa s, mit der Vielfachheit 
6, hindurch, so hat jede isologe Curve J, noch einen (s; — 6;,)-fachen 
Punkt in 5. Da s, — 6,>0 sein muss, so folgt auch noch 6,< s,, d. h. 


»Die feste Curve geht durch einen F.-P. mit einer 
Vielfachheit hindurch, die hdchstens gleich der Ordg. des 
F.-P. werden kann. Diess gilt auch noch, wenn sich F.-P. 
der beiden Ebenen decken.“ 
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§ 3. 
»W“ Curven. ,L“ Curven. 


1) Folgender bekannte Satz iiber isologe Curven fihrt uns zu 
weiteren geometrischen Oertern in der Ebene: 


»ltitickt das Centrum (0,0,0,) der Isologie auf einer 


Geraden P,P, fort, so beschreiben die isologen Curven 
J, und J, je ein Biischel,“ 


Der Satz ist bewiesen, sobald man die Coordinaten eines Punktes 
der Verbindungslinie P,P, in die Gleichung der isologen Curve ein- 
fiihrt. Da aber jeder isologen Curve der einen Ebene eine isologe 
Curve der andern Ebene entspricht, so sind diese beiden Biischel von 
Curven (» + 1)-Ordg. auch projectiv auf einander bezogen. Sie er- 
zeugen dann in den Schnittpunkten entsprechender Curven eine Curve 
von der Ordg. 2(n-+ 1). Diese enthilt nun: 


1) die Verbindungslinie P, P,, da auf ihr sich je 2 entsprechende 
Curven schneiden; 


2) alle selbstentsprechenden Punkte; 


3) alle Punkte von der Eigenschaft, dass sie als Punkt R, 
und gleichzeitig als Punkt Q, genommen, mit den ent- 
sprechenden Punkten R, und Q, in einer Geraden liegen, 
die durch das Centrum der Isologie geht. Den Ort dieser 
Punkte bezeichnen wir wie Guccia*) als die ,,N“ Curve. 


Enthialt die Transformation keine feste Curve, so ist die ,, N“ Curve 
von der Ordg. 2n-++ 1. Ihre Gleichung wird nimlich 


5 b> gs 
(8) P28) 3 (6) | =O. 
(,(&) vo(S) v3 (8) | 


Dieselbe zeigt, dass die ,,N“ Curve jeden F.-P. der einen und andern 
Ebene als einen so vielfachen Punkt enthilt als seine Ordg. betrigt. 

Tritt in der Transformation eine feste Curve auf, so ist leicht zu 
sehen, dass diese, 3-fach gerechnet, sich von N absondert. Denn 
die isologen Curven sind dann noch Curven von der Ordg. n—- +1, 
das Erzeugniss der projectiven Biischel ist also zuniichst von der Ordg. 
2(n — w + 1) und da wieder die Gerade in Abzug zu bringen, so ist 
der erzeugte Ort von der Ordg. 2n — 2u + 1; aber auch noch dieses 
Erzeugniss enthiilt einfach die feste Curve, also folgt: 


*) Guccia: Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. 1884— 1887. 
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» Enthalt eine Cremona-Transformation ». Grades eine 
feste Curve uw. Ordg., so ist der Ort aller Punkte von der 
Eigenschaft, dass sie mit den beiden, ihnen in jeder Ebene 
entsprechenden Punkten in einer Geraden liegen, eine Curve 
von der Ordg. 2n — 3u + 1.“*) 

2) Die Verbindungslinien eines Punktes der ,,N“-Curve mit den 
beiden entsprechenden Punkten umhiillen eine Classencurve Z.**) Auch 
diese ist wie die ,,N“-Curve fiir quadratische Transformationen zuerst 
von Hirst***) angegeben worden. Enthilt die Transformation keine 
feste Curve, so folgt fiir die Classe von Z der Ausdruck n? +n — 2. 

Es kann nun die Ordnung der ,,N“-Curve hdchstens Null, nie 
aber negativ werden, also ist 


2n—3u+1>0. 

Setzt man n — w =k, wo k > 0, so folgt daraus 
n<3k+1, 
von welcher Formel wir spiter eine Anwendung machen werden. 
Ist speciell 

2n —3u+1=—0, 
so enthalt die Transformation keinen Ort N. Dann ist nothwendig 
uw >Od. h. die Transformation muss eine feste Curve enthalten. 
Es wird dann fiir K= 1, n= 4; k=2, n=7 us. f. Ob die betref- 
fenden Transformationen existiren, muss erst noch untersucht werden. 


Wir werden sehen, dass die Transformation kK=1, n= 4 médglich 
ist, die Transformation k = 2, n=—7 dagegen nicht. 


§ 4. 
Coincidenzpunkte. Umhiillungscurve H. 


1) Ist P ein sich selbst entsprechender, isolirter Punkt (Coincidenz- 
punkt) und nicht gleichzeitig ein F.-P., so entspricht jeder beliebigen 
Curve durch P eine Curve der andern Ebene, die auch wieder durch 
P hindurehgeht. Die Tangenten an diese beiden Curven in P sollen 
,entsprechende Richtungen“ heissen. Wir stellen nun fest: 

Definition: ,,Kine selbst entsprechende Richtung soll eine solche 
sein, welche mit ihrer entsprechenden Richtung zusammenfiillt.“ 

Hiner Geraden, die eine selbstentsprechende Richtung enthiilt ent- 
spricht also eine Curve (oder ein Curvensystem), welche die Gerade 
im Punkte P beriihrt. 


*) Die ,,N“-Curve kommt nicht zu Stande und jeder Punkt der Ebene hat 
die erwihnte Eigenschaft, wenn » =n. (Siehe § 5.)* 
**) Guccia: Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo: 1884—1887. 
***) Hirst: Quarterly Journal: n. 68, 1881. 
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Ist nun P kein F.-P., so sind folgende Fille méglich: 

a) es giebt durch P zwei (reelle, imaginire, oder in eine zu- 
sammenfallende) selbstentsprechende Richtungen, die Doppel- 
strahlen der beiden Biischel entsprechender Richtungen; 

b) jede Richtung durch P ist eine selbstentsprechende Richtung. 
Dies ist schon dann der Fall, wenn mehr als 2 selbst ent- 
sprechende Richtungen durch P vorhanden sind. 


Coincidenzpunkte vom Charakter a) sollen Coincidenzpunkte 1. Art 
heissen, die vom Typus b) dagegen Coincidenzpunkte 2. Art. Die 
Méglichkeit des Vorkommens dieser letztern in nicht involutorischen 
Systemen habe ich in meiner Inaugural-Dissertation*) pag. 33 nach- 
gewiesen. 

Auf jeder selbstentsprechenden Richtung durch P liegen 2 einan- 
der entsprechende, zu P unendlich benachbarte Punkte, die aber nicht 
zusammenfallen. Sie kénnen z. B. auf verschiedenen Seiten von P 
gelegen sein. 

2) Ist P ein Coincidenzpunkt und gleichzeitig ein F.-P. etwa 
s, der E,, so entspricht ihm die F.-C. S,. Ist nicht auch ein F.-P. 
der E, in P gelegen, so geht S, einfach durch P hindurch. In einem 
solchen Coincidenzpunkte giebt es keine Biischel entsprechender 
Richtungen. 

Nimmt man aber S; als eine Curve der E,, so entspricht ihr ein 
gewisses Curvensystem, in dem auch S, enthalten ist, also ist jede 
Tangente in s, an S, als eine selbstentsprechende Richtung zu be- 
trachten und man kann sagen: 

Die Tangente an eine F.-C. in dem ihr entsprechenden 
F'.-P, ist eine sich selbstentsprechende Richtung.“ 

Dagegen ist zu bemerken, dass diese selbstentsprechenden Richtungen, 
die von einem F,-P. ausgehen, im allgemeinen keine zwei, zum Coinci- 
denzpunkt unendlich benachbarte einander entsprechende Punkte ent- 
halten. 

3) Hat man nun eine Transformation mit einer festen Curve M, 
so sind deren Punkte Coincidenzpunkte und zwar kénnen diese lauter 
Coincidenzpunkte der 1. Art sein, oder es befinden sich darunter ein- 
zelne der 2. Art, oder es sind lauter Coincidenzpunkte der 2. Art, 
unter denen endlich auch noch einzelne der 1, Art auftreten kénnen. 

Die beiden letzten Fille sind speciellere, wir nehmen im Folgen- 
den an, dass der erste oder zweite Fall vorliege. Dann gehen durch 
jeden Punkt von M, der kein F.-P. oder kein Coincidenzpunkt 2. Art, 


*) Doehlemann: Untersuchung der Flichen, welche sich durch eindeutig 
aufeinander bezogene Strahlenbiindel erzeugen lassen. Miinchen, Theodor Acker- 
mann: 1890. 
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im allgemeinen 2 selbstentsprechende Richtungen und eine von ibnen 
wird mit der Tangente an M zusammenfallen.*) Die andern, selbst- 
entsprechenden Richtungen werden eine Curve H umhiillen, die auch 
fiir die Transformation charakteristisch ist. 

Die Tangenten von M&M sind als selbstentsprechende Richtungen 
dadurch ausgezeichnet, dass auf ihnen je zwei zusammenfallende, selbst- 
entsprechende Punkte gelegen sind. Dann folgt: 

,Jede Tangente an eine F.-C. in dem auf M gelegenen 
F.-P., dem sie entspricht, ist im Allgemeinen eine Tangente 
der Curve H.“ 

Geht die feste Curve einmal oder 6fters durch einen F.-P, 5, so 
brauchen die Aeste von S,, die durch s, gehen, nicht die durch x 
gehenden Aeste von M zu beriihren. Dies ist vielmehr nur dann noth- 
wendig der Fall, wenn die Transformation eine involutorische. Uebrigens 
ist noch folgendes zu bemerken: Ist s, ein auf M gelegener F.-P. 
und fallt kein F.-P. der FE, mit ihm zusammen, so entspricht dem 
Biischel von Geraden durch s; ein Biischel von Curven (m—s,). Ordg. 
in der E,. Nun kann dann s; einer der Basispunkte dieses Biischels 
sein oder es giebt nur eine einzige Curve in dem genannten Biischel, 
die durch st liuft. Dann ist aber nach bekannten Siitzen iiber das 
Erzeugniss projectiver Curvenbiischel im ersten Falle s, ein Doppel- 
punkt, im letztern ein einfacher Punkt des Erzeugnisses, das hier aus 
der festen Curve M und der isologen Curve J, des Punktes s, besteht. 
Jedenfalls folgt aber: 

»Die feste Curve M hat in den auf ihr gelegenen F.-P., 
die nicht mit F.-P. der andern Ebene zusammenfallen, ein- 
fache oder héchstens Doppelpunkte.“‘ 

Es ist nun auch einzusehen, wie beim Auftreten einer festen Curve 
in einer Transformation die ,,N“ und die ,,Z“ Curve in Theile zerfallen. 
Auf jeder Tangente der Curve H liegen ja unendlich benachbart zum 
Coincidenzpunkt zwei einander entsprechende Punkte, die also offen- 
bar die Eigenschaft des Ortes ,,N‘* haben. Daher sondert sich die 
feste Curve von dem Orte N ab. Ferner haben die Tangenten von H 
die Eigenschaft der Tangenten von Z. In Folge dessen sondert sich 
beim Auftreten einer festen Curve auch H als ein Theil von Z ab. 

4) Anzahl der Coincidenzpunkte. Um fir eine Cremona-Trans- 
formation mit einer festen Curve die Anzahl der tibrigen, isolirten, 
Coincidenzpunkte zu bestimmen, nehmen wir, wie bekannt, die zu 
2 beliebigen Punkten A und B in einer Ebene, etwa der E,, gehdrigen 
isologen Curven. Diese schneiden sich: 


*) Vergl. auch: Bertini: Annali di Matematica, Serie Il, Tom. VIII. 1877 
(Anmerkg. zu Nr. 12). Caporali: Rendiconti della R. Accademia di Napoli. 1879. 
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a) in (n—w) Punkten, die auf AB liegen; 
b) in den F.-P. der E, und zwar betrigt die Summe dieser 
Schnittpunkte 


D (ie Di r2—2 Dit D) 9: 


=n? —1—2u(n— +>) 0;°. 


Die iibrigen Schnittpunkte miissen selbstentsprechende (Coincidenz-) 
Punkte sein. 


Die Anzahl dieser Punkte ist dann aber 


(n+1—wY — n+ u—n +14 2u(n—1)— >! oe? 


F 
oder 


jon+2+4u?—3u—S' er. 


Fiir w = 0 und Der = () erhailt man daraus die n + 2 Coincidenzen 


‘ 
einer Transformation ohne eine feste Curve. 


5) Um auch die Classe von H zu bestimmen, erwihnen wir vorher 
einen Zusammenhang zwischen der Curve H und den isologen Curven. 
Hat man einen Punkt O und eine seiner isologen Curven, so schneidet 
diese die feste Curve ausser in F.-P. noch in einer Reihe von Punkten, 
durch welche auch die entsprechende isologe Curve geht, Als Doppel- 
punkte des Erzeugnisses der projectiven Biischel liefern diese Punkte 
mit O verbunden die Tangenten von O aus an H. Bemerken wir, 
dass jede Tangente von H von einem bestimmten Punkte der Curve M 
yausgebt,“ so gilt der Satz: 

,,Betrachtet man die von einem Punkte O aus an die 
Curve H gehenden Tangenten, so gehen die beiden zu O 
gehorigen isologen Curven durch die Punkte von M, von 
welchen die Tangenten ausgehen.“ 
Daraus bestimmt sich die Classe d von H leicht als 


d= u(n—u+1) —Seilri- 9) =>0' — u(u—2). 
Es hingen also sowohl y als 0d blos von w, und >? gi ab und 


bleiben die gleichen, wenn diese 3 Gréssen sich nicht aindern. 

6) Die Classe der Curve LZ ferner ergiebt sich jetzt aus der Ueber- 
legung, dass die beiden, zu einem Punkte gehérigen, isologen Curven 
sich ausser im Centrum der Isologie, ausser in den F.-P. und den 
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Punkten der festen Curve und ausser in den isolirten Coincidenzpunkten 


in ebensovielen Punkten schneiden als die Classe 4 von L betrigt. 
Es wird also: 


A=(n—a+1)? —1—j—d=—n?+n—2+ uv —2nu — uw. 
Dies ist also die Classe der Z-Curve, nachdem H sich abgesondert. 


Es ergiebt sich aus diesen Gleichungen auch die von Zeuthen*) auf 
ihnliche Weise abgeleitete Formel: 


joan+2—u—d. 


§ 5. 
Weitere Sitze iiber die festen Curven, die eine Transformation 
enthalten kann. Classe einer Transformation. 


1) Der soeben erwihnte Zusammenhang zwischen der festen Curve 
und den isologen Curven bestimmt zwar zum Theil auch das Netz der 
isologen Curven, doch ist er nicht dazu hinreichend; vielmehr ist klar: 

»Die isologen Curven gehen immer noch durch gewisse 
F.-P.“ 
In der That kénnte ja, wenn eine isologe Curve nicht durch F.-P. 
hindurchginge, die entsprechende isologe Curve unmdéglich vom gleichen 
Grade sein. Ueberdies folgt dies auch aus den Gleichungen (5) und 
(6) auf pag. 571, welche unter dieser Annahme tibergehen in: 


(u—1)(w—2) > 2(n—1) (n—2) 


u(u—1) > 2(n—1) (n—2). 

Diese Gleichungen kénnen aber bloss bestehen, wenn « > » und der 
Fall « = n = 1 ist der der Collineation. Dass w >  unzulissig, folgt 
ja sofort daraus, dass die irgend einer Geradev entsprechende Curve 
ja durch die Schnittpunkte dieser Geraden mit der festen Curve 
gehen muss. 

2) Ist w—n, enthilt also die Transformation eine feste Curve 
vom héchstméglichen Grade, so ist die Transformation eine sogenannte 
Jonquiéres-Transformation und ihre beiden (n—1)-fachen F.-P. fallen 
zusammen, wihrend iiberdies die zu diesen Punkten gehdérigen Strahl- 
biischel sich Strahl fiir Strah ldecken, Die Verbindungslinien je zweier 
entsprechender Punkte gehen also stets durch einen festen Punkt.**) 
Ich habe in meiner Dissertation solche Transformationen als perspective 
Jonquiéres-Transformationen bezeichnet. 

Man kann auch leicht fiir die Zahl w eine obere Grenze ableiten, 
wenn man bedenkt, dass die feste Curve je durch irgend 2 Biischel 


bezw. 





*) Zeuthen: Comptes rendus. Tome 78. 1874. 
**) Bertini: Annali di Matematica Serie IJ, Tom VIII, 1877 (No. 19). 
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einander entsprechender Curven muss erzeugt werden kénnen. Sind 
1, Yo, 3, 7, die F.-P. héchster Ordg. der Transformation, sodass 
>>; =>, 80 ist bekanntlich 


mr+tn+trh>n 
nrtntryty=n+24n, 


wo 7 Null oder positiv ist. Dann entspricht aber einem Kegelschnitt 
durch diese 4 F.-P. eine Curve von der Ordg. »n —2—y und das 
Erzeugniss des Kegelschnittbiischels und des entsprechenden Curven- 
biischels ist von der Ordg. »m — y. Dann folgt aber: 
lst 4 der Ueberschuss der Summe der 4 héchsten F.-P. 
(einer Ebene) tiber die Zahl » + 2, so kann die feste Curve 
héchstens vom Grade » — 9 sein, wobei 7 Null oder positiv.“ 
7 = Null giebt hier den Fall der Jonquiéres-Transformation. Die 
Transformation 4. Grades z. B. mit 3 Doppelpunkten und 3 einfachen 
Punkten kann demnach héchstens eine Curve 3. Ordg. als feste Curve 
enthalten. 
3) Andererseits gilt auch folgender Satz (S. 574): 
soll eine Transformation », Grades eine feste Curve 
u. Ordg. enthalten, so ist damit eine obere Grenze fiir den 
Grad » der Transformation iiberhaupt gegeben. Ist niimlich 
n—uw=—k, so ist immer 
n<3k+ 1.4 
Diese Zahl & hat nun auch eine geometrische Bedeutung. Sie giebt, 
wie leicht zu erkennen, die Anzahl der Paare entsprechender Punkte 
der 'l'ransformation, die auf einer beliebigen Geraden der Ebene ge- 
legen sind. Caporali hat (loc. cit.) fiir involutorische Transformationen 
die Anzahl solecher Punktpaare als die ,,Classe“ der Transformation 
bezeichnet und Bertini hat*) die involutorischen Transformationen der 


Classen 0, 1, 2, sowie die Jonquiéres-Transformationen der Classen 
1—2 n—1 n . : . . : 
"—=, “—-, = angegeben. Fiir eine involutorische Transformation 


- 


und also 








ist natiirlich die Classe k = ~ — , weil die Schnittpunkte irgend einer 


Geraden mit der ihr entsprechenden Curve sich zu Paaren anordnen. 
Offenbar lisst sich aber der Begriff der Classe als identisch mit der 
Anzahl der Paare entsprechender Punkte auf einer beliebigen Geraden, 
auch auf nicht involutorische Transformationen ausdehnen, Es ist 
dann nur zu bemerken, dass die Classe einer Transformation halb so 
gross wird, wenn sie involutorisch wird. 

Dieser Begriff der Classe kann dann auch zu einer Kintheilung 


*) Bertini: Annali di Mat. Serie Il, tom. VIII. 1877. Rendiconti del Ist. 
Lomb, Serie Il. Vol. XVI, 1883. 
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der eindeutigen Transformationen tiberhaupt benutzt werden. Man 
erhalt namlich: , 


1) k=O, w=—n d. h. die Transformationen von der Classe 0 sind 
die ,,perspectiven“ Jonquiéres-Transformationen; 

2) k=1, w=—n —1, dann ist n< 4, 

3) kKmm2, p—=n—2, , 4» n<tTus. f. 


Wir sehen also: Alle Transformationen der ersten Classe d. bh. die 
Transformationen ». Ordg. mit einer festen Curve (n—1). Ordg. sind 
vom 4. oder niederen Grade; die Transformationen der 2. Classe sind 
héchstens vom Grade 7 u.s.f. Enthilt die Transformation n. Grades 
keine feste Curve, so ist sie auch von Classe ». Je niederer die Classe 
ist, um so beschrinkter wird die Anzahl der méglichen Transforma- 
tionen sein. Die mdglichen Transformationen der 1. und 2. Classe 
werden wir im letzten Abschnitt ableiten. Wir untersuchen vorher 


aber noch, welche feste Curven eine Jonquiéres-Transformation enthalten 
kann. 


Il. Abschnitt. 


Die Jonquiéres-Transformationen mit festen Curven. 


§ 6. 
Jonquiéres-Transformationen mit nicht zusammenfallenden (x — 1)-fachen 
F.-Punkten. 


1) Bei einer Jonquiéres-Transformation besteht, wenn » der Grad 
der Transformation, das System der F.-P. in jeder Ebene aus einem 
(n—1)-fachen F.-P. M, (bezw. M,) und aus 2(n—1) einfachen F.-P. 
Die Strahlbiischel M, und MU, sind projectiv und erzeugen einen durch 
ihre Mittelpunkte hindurchgehenden Kegelschnitt. Wir wollen zeigen, 
dass dieser Kegelschnitt und nur dieser eine feste Curve fiir die Trans- 
formation sein kann. 

Gehen wir, um zunichst eine quadratische Transformation dieser 
Art abzuleiten, aus von einem Kegelschnitt K und wahlen auf ihm 4 
Punkte A,, A,, B,, B,’ ganz willkiirlich. Zu jedem Punkte P,, finden 
wir den entsprechenden durch folgende Construction: wir ziehen 
A, P, und A,’ P,, diese treffen K noch je in einem Punkte. Durch 
diese sowie durch B, bezw. B,' ziehen wir die Verbindungsstrahlen 
und der Schnittpunkt P, dieser beiden Strahlen soll P, entsprechen. 
Es sind also die Biischel A, und B,, sowie A,’ und B,’ projectiv 
durch K aufeinander bezogen. Wird der Schnittpunkt von A,B,’ und 
B,A, mit A,” und gleichzeitig mit B,” bezeichnet, so erhilt man 
durch diese Beziehung eine quadratische Transformation und zwar die 
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perspective Jonquiéres-Transformation 2. Grades. A,” = B,” ist der 
,,Mittelpunkt“ derselben. K ist dabei eine feste Curve. Wendet man 
diese Transformation k mal in der Ebene an unter Beibehaltung des 
naimlichen Kegelschnittes K, so gelangt man zu dem Satze: 

»Man kann durch eine Transformation von der Ordg. 2* 
mit 3...2*-fachen, 3...2*-*-fachen ...3 einfachen F.-P. in 
jeder Ebene die Ebene so auf sich selbst beziehen, dass der 
Kegelschnitt K eine feste Curve ist. Von den Tripeln von 
F.-P. gleicher Ordg. liegen je zwei (in jeder Ebene) auf 
dem Kegelschnitt.“ 

2) Trifft man fiir die folgenden quadratischen Transformationen 
specielle Annahmen (verlegt man von den 4 neu zu wihlenden Punkten 
einen nach B,) so erhalt man (vergl. auch meine Dissertation pag. 19) 
statt der Transformation von der Ordg. 2* eine allgemeine Jonquiéres- 
Transformation und es folgt: 

», Hine Jonquiéres-Transformation beliebiger Ordg. kann 
den Kegelschnitt K, den die projectiven Biischel M, und 
M, erzeugen, als feste Curve enthalten. Von den 2(n—1) 
F.-P. 1. Ordg. in jeder Ebene liegen je (n — 1) auf dem 
Kegelschnitt K.“ , 

Nun muss aber bei einer Jonquiéres-Transformation jeder Coin- 
cidenzpunkt mit JZ, und M, verbunden entsprechende Strahlen der 
projectiven Biischel M, und M, liefern, also folgt: 

Hine Jonquiéres-Transformation mit nicht zusammen- 
fallenden (m —1)-fachen F.-P. kann iiberhaupt nur den durch 
die Biischel M@, und M, erzeugten Kegelschnitt und keine 
andere Curve héherer Ordg. als feste Curve enthalten.“ 

Es ist klar, dass isolirte Coincidenzpunkte bei dieser Transforma- 
tion nicht auftreten; die Classe der Curve H ist m; da H tiberhaupt 
vom gleichen Geschlecht wie M, so ist H in diesem Falle auch eine 
rationale Curve. — 

3) Der Kegelschnitt K zerfillt in 2 Gerade und diese beiden sind 
fest. Dieser specielle Fall ergiebt sich ohne weiteres aus den in 1) 
und 2) angestellten Betrachtungen, welche durchaus ungeiindert bleiben, 
wenn an Stelle des Kegelschnittes K ein Geradenpaar tritt, so dass 
auf der einen Geraden A, und B, liegen, auf der anderen dagegen 
A, und B,’. Im Schnittpunkt der beiden Geraden hat dann die zur 
Erzeugung dienende quadratische Transformation einen Coincidenzpunkt 
2. Art, da durch ihn 3 sich selbst entsprechende Richtungen gehen. 

Es folgt dann wieder durch wiederholte Anwendung dieser 
quadratischen, perspectiven Transformation: 

»Die allgemeine Jonquiéres-Transformation mit nicht 
zusammenfallenden ( — 1)-fachen F.-P. kann als feste Curve 
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auch 2 Gerade enthalten, von denen die eine der Ver- 
bindungslinie der beiden (n—1)-fachen F.-P., wihrend auf 
der andern von den 2(m—1) F.-P. 1. Ordg, einer jeden 
Ebene je (»—1) liegen.“ 

4) Der Vollstiindigkeit wegen sind nun auch noch die Fille zu 
erwihnen, wo die Jonquiéres- Transformation eine feste Gerade enthilt. 
Es zerfallt dann auch wieder der durch die Biischel M, und MU, erzeugte 
Kegelschnitt in 2 Gerade, aber von diesen ist die eine eine feste, 
die andere bloss eine selbstentsprechende. Wir erhalten offenbar 
2 Fille: 

a) Nehmen wir eine Gerade g und 4 Punkte A,, A,’, B,, B,’ 
ausserhalb derselben, so kann man ebenso wie in 1) zu jedem Punkt 
der A-Ebene einen Punkt der B construiren und umgekehrt, in dem 
an Stelle des friihern Kegelschnittes K die Gerade g benutzt wird. 
Es sind dann auch wieder die Biischel A, und B, einerseits und A,’ 
und B,’ andererseits projectiv und perspectiv (zur Geraden g). Dadurch 
erhalt man eine quadratische Transformation und es wird der Schnitt- 
punkt von A,A,’ mit g der F.-P. B,”, sowie der Schnittpunkt von 
B,B, mit g der F.-P. A,”. — Die erhaltene Transformation hat g als 
feste Gerade, A,B, und A,’ B,’ sind selbst entsprechende Gerade, ihr 
Schnittpunkt ist ein Coincidenzpunkt. Diese Transformation ist unter 
dem Namen der ,,Steiner’schen Verwandtschaft (schiefen Projection) 
allbekannt. 

Nimmt man jetzt die B-Ebene gleichzeitig als C-Ebene und bezieht 
diese mittels 4 neuer Punkte C,, C,’, D,, D,’ und unter Benutzung 
der niimlichen Geraden g auf die D-Ebene, also auch die A- auf die 
D-Ebene u. s. f., so erhilt man nach k-maliger Wiederholung dieser 
quadratischen Transformation : 


» Hine Transformation von der Ordg. 2* mit 3... 2*-1- 
fachen, 3... 2*-®-fachen ...3 einfachen F.-P. in jeder Ebene 
kann eine Gerade als feste Curve enthalten, auf der in jeder 
Ebene von jedem Tripel von F.-P. einer gelegen ist.“ 


Macht man fiir die folgenden quadratischen Transformationen spe- 
cielle Annahmen, indem man C, mit B, zusammenfallen lisst, dann 
E, mit D, u. s. f., so erhilt man die allgemeine Jonquiéres-Trans- 
formation und es folgt: 


»Die Biischel M, und UY, einer Jonquiéres-Transforma- 
tion kénnen perspectiv sein zu einer Geraden. Diese ist 
eine feste, wahrend der Strahl M, M, blos eine ‘selbstent- 
sprechende Gerade vorstellt. Auf der festen Geraden liegen 
in jeder Ebene (n—1) der 2(m—1) F.-P. 1, Ordg.“ 
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Ich habe diese Transformation schon friiher*) stereometrisch, durch 
ein Strahlsystem, erzeugt, ganz ahnlich wie Steiner die nach ihm 
benannte Beziehung. 

b) Es ist aber auch der andere Fall méglich, wo die Biischel 
M, und M, wieder perspectiv sind, die Verbindungslinie M, M, aber 
ist eine feste Gerade, der perspective Durchschnitt jedoch nicht. Wir 
construiren am einfachsten direct diese Beziehung: Wir nehmen die 
Biischel M, und M, perspectiv zu einer Geraden g; auf 2(m—1) 
Strahlen durch MV, wihlen wir die 2(n—1) F.-P. 1. Ordg. B, B,’.. 

. B,@-), Auf dem, dem Strahl M,B, entsprechenden Strahl werde 
der zugeordnete F.-P. A, angenommen. Dann bestimoren UM, in Ver- 
bindung mit den 2m — 3 Punkten B,’...B,@"-*) ein Biischel von 
Curven (n—1). Ordg., die in M, einen (n—2)-fachen Punkt haben, 
wahrend sie durch die tibrigen genannten Punkte einfach hindurch- 
gehen, 

Zu einem Punkte P, finden wir dann den entsprechenden wie 
folgt: Wir ziehen A,P,; diese trifft M,M, in einem Punkte und 
durch diesen Punkt geht eine Curve des oben genannten Biischels. 
Der Strahl, der M,P, entspricht, schneidet auf dieser Curve (n—1), 
Ordg. den entsprechenden Punkt P, aus. Offenbar kann man dann 
auch zu jedem Punkte P, einen und nur einen Punkt P, finden (im 
allgemeinen). Man erhialt dann leicht folgendes: ; 

»Hine Jonquiéres-Transformation kann auch die Ver- 
bindungslinie M,M, der beiden (n —1)-fachen F.-P. als feste 
Curve enthalten, wiihrend der perspective Durchschnitt der 
Biischel Mz und M, keine feste, ja keine selbstentsprechende 
Gerade.“ 

Die Steiner’sche Verwandtschaft stellt den einfachsten Fall dieser 
Transformation vor, die man also als eine ,,allgemeine“ Steiner’sche 
Verwandtschaft bezeichnen kénnte. Damit sind alle méglichen Fille 
der allgemeinen Jonquiéres-Transformation mit festen Curven erschdpft. 


§ 7. 
Jonquiéres-Transformationen mit zusammenfallenden (n—1)-fachen 
; F.-P.**), 
Wenn UM, mit M, zusammenfillt, so sind die beiden Fille zu 
unterscheiden, wo die beiden projectiven Biischel blos 2 Doppelstrahlen 
*) Doehlemann: Schloemilch, Zeitschrift fiir Math. und Physik. Jahrg. XXXIII, 


1888. 


**) In diesem einzigen Falle ist also die Voraussetzung nicht mehr erfiillt, dass 
keine F’.-P, der beiden Ebenen zusammenfallen. 
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enthalten, die auch zusammenfallen kénnen, und wo jeder Strahl dieser 
Biischel mit dem ihm entsprechenden sich deckt. 

1) Betrachten wir zunichst den ersten Fall. Sind 2 reelle Doppel- 
strahlen g, und g, vorhanden, so kénnen diese selbstentsprechend 
sein. Auf jedem liegen dann 2 Coincidenzpunkte. Es kann aber auch 
der Fall eintreten: 

a) Die beiden Strahlen g, und g, sind feste Gerade. 

Dann muss zunichst nach § 2, 2 die F.-C., die z. B. M, ent- 
spricht, mindestens von der 3. Ordg. sein, also die Transformation 
mindestens vom 4. Grade. Die beiden festen Geraden sind die Doppel- 
punktstangenten fiir die beiden F.-C. 3. Ordg. Um die Méglichkeit 
dieser Transformation abzuleiten, nehmen wir, wenn g, und g, vor- 
gegeben, zunichst eine Curve C*-' von der Ordg. n —1, die in M 
(dem Schnittpunkt von g, und g,) einen (n—2)-fachen Punkt hat, von 
dessen (n—2) Tangenten 2 mit g, und g, zusammenfallen. Ausserdem 
geben wir uns irgend eine Curve n. Ordg. C*, die in M einen (n —1)- 
fachen Punkt hat. Dann schneiden sich C* und C*— ausser in M 
noch in 2(m— 1) Punkten, die wir als einfache F.-P. der EZ, betrachten. 
Jeder Geraden der E, ordnen wir nimlich jetzt die Curve n. Ordg. 
zu, die in Mf einen (n—1)-fachen Punkt hat, durch die 2(m— 1) Punkte 
geht und ausserdem durch die 2 Schnittpunkte der gegebenen Geraden 
mit g, und g,. Man beweist unschwer, dass dann einem Biischel von 
Geraden ein Biischel von Curven ». Ordg. C* zugewiesen ist und um- 
gekehrt: Es ergiebt sich dann: 

» Hine Jonquiéres-Transformation mit gemeinsamen 
(n—-1)-fachen F-P,, deren Grad n>4, kann 2 Gerade 
durch den Mittelpunkt als feste Curven enthalten. Diese 
beiden Geraden sind dann Tangenten an jede der F.-C., 
die dem Mittelpunkt entsprechen.“ 

Bemerkung. Wir kénnen auch, wahrend in dem oben be- 
trachteten Falle eine Gerade und die ihr entsprechende Curve sich ein- 
fach auf g, und g, schnitten, g, und g, einander unendlich nahe rticken 
lassen, so dass jede Gerade die ihr entsprechende Curve im Schnitt- 
punkt mit dieser Geraden g, = g, beriihrt. Dann ist jede Gerade der 
Ebene ‘eine selbstentsprechende Richtung und die Gerade, welche als 
feste Curve auftritt, besteht hier aus lauter Coincidenzpunkten 2. Art, 
mit alleiniger Ausnahme des Punktes M, der ein Coincidenzpunkt 
1. Art. 

b) die Transformation enthilt eine feste Gerade g. 

Es genligt dann, wenn die F.-C., die dem Mittelpunkt entspricht, 
ein Kegelschnitt ist (fiir jede Ebene), also muss die Transformation 
mindestens vom 3, Grad sein. Wiahlen wir die projectiven Strahlbiischel 
in M so, dass sie blos einen Doppelstrahl, namlich g, haben, so lisst 
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sich diese Transformation ganz ebenso erzeugen wie die Transforma- 
tion mit nicht zusammenfallenden (nm — 1)-fachen F.-P. in § 6, 4, b) 
also: 

»Hine Jonquiéres-Transformation mit zusammenfallenden 
(n—1)-fachen F.-P. vom Grade n >3 kann eine Gerade 
durch den Mittelpunkt als feste Curve enthalten. Diese ist 
dann in ihm Tangente an jede der beiden I.-C. (n — 1). 
Ordnung.“ 

Durch die gleiche Betrachtung lisst sich die Transformation her- 
leiten auch fiir den Fall, dass die Doppelstrahlen der projectiven 
Biischel in M sich zwar nicht vereinigen, dass aber blos einer von 
ihnen eine feste Gerade ist, wihrend der andere eine selbstent- 
sprechende Gerade mit 2 Coincidenzpunkten vorstellt. 

2) Decken sich die beiden projectiven Biischel M, und M, Strahl 
fiir Strahl, so hat man also eine perspective Jonquiéres-Transformation 
nit M, = M, = M als Mittelpunkt. Nimmt man irgend eine Gerade 
in der einen Ebene, so wird diese von der entsprechenden Curve in 
der andern Ebene in » Punkten getroffen und wegen der perspectiven 
Lage miissen offenbar diese Punkte Coincidenzpunkte sein. Es folgt 
also : 

Jede perspective Jonquiéres-Transformation 7. Ordg. 
ist von der Classe 0, d. h. sie enthilt eine feste Curve von 
der n. Ordg., die im Mittelpunkt einen (n —2)-fachen Punkt 
besitzt.“‘ 


Til. Abschnitt. 


Die Transformation der 1. und 2. Classe. 


§ 8. 
Die Transformationen der 1. Classe. 


1) Die Transformationen der Classe 0 waren, wie wir gesehen 
haben, die perspectiven Jonquiéres- Transformationen. Von den Trans- 
formationen der 1. Classe d. h. den Transformationen ». Grades mit 
einer festen Curve (n—1). Ordg. haben wir bereits (§ 5) abgeleitet, 
dass sie héchstens vom 4, Grad sein kénnen. — 

Allgemein sind bei einer Transformation von der Classe k die 
isologen Curven von der Ordg. k + 1, fiir die Transformationen 
1. Classe werden diese also Kegelschnitte. Dieselben miissen ein Netz 
bilden und daraus lassen sich die méglichen Fille leicht ableiten. Dass 
diese Kegelschnitte durch keinen der F.-P. gehen, ist nach § 5 aus- 
geschlossen, also bleiben folgende Fille zu betrachten: Die Kegel- 
schnitte gehen: 


Mathematische Annalen, XXXIX 39 
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a) durch einen F.-P., 
b) durch zwei F.-P., 
ec) durch drei F.-P. 
Dabei kann die feste Curve zerfallen oder nicht. Wir nehmen zunichst 
das letztere an. 
ad a) Ist r, die Vielfachheit des F.-P. durch den alle Kegelschnitte 
der einen Ebene hindurchgehen, so muss, da die entsprechenden 
Curven auch wieder Kegelschnitte sein miissen: 
2 = 2n — TE 
sein, also 
r, = 2(n—1) 
was unmdglich, da die Vielfachheit eines F.-P. héchstens (n—1) be- 
tragen kann. 
ad b) Es ist nach Gleichung (5) des § 1 


2 > ei(e—1) + S’as(Qs—1) < (u—1) (2) 
also fiir « =m» — 1 sicher auch 
> ei(ei—1) < (n—2) (n—3) < nw? — bn 4 6. 


Sind nun 7; und 7, die beiden F.-P. der E,, durch welche die 
Kegelschnitte gehen, so ist 


> 2% =>", —2=—3n—5, De =>) — 2+) +2 
j j j 


also 
> -> 0; = n®? — 3n + 6 — 2(ri+n) 
j 


und daraus in Verbindung mit der obigen Gleichung: 

r+nan. 
Da aber das obere Zeichen unmédglich, so wire 7;+7,—n. Die 
Gleichung (1) § 1 liefert aber 


r+ 1% = 2(n—1) 
n = 2(n—1) 


also 


oder 


n= 2. 
Dieser Fall ist also blos méglich bei quadratischen Transformationen. 


ad c) Sind 7;, r:, 7; die 3 F.-P., durch welche die Kegelschnitte 
gehen, so ist 


De =3(n—2), Dos =n? +2 — 2+). 
P 


P 
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Dann folgt wieder aus der Gleichung (1) 


rt re + 7 = 2(n—1). 
Da nun die Bedingungen: 
rt rcn, npycn, ntH<n 
| blos die schon bekannte Bedingung n < 4 liefern, so ist dieser Fall 
moglich. — 
Zerfallt die feste Curve, so bleibt im Falle a) der Beweis fiir die 
Unmiglichkeit der gleiche, im Falle b) ergiebt sich wieder 


r+ rk = 2(n—1), 


welche Gleichung nur fiir r; = 1, 7, = 1, nm = 2 d.h. fiir quadratische 
Transformationen zu erfillen ist, der Fall c) endlich zeigt sich auch 
hier als méglich. 

Nun wissen wir, dass die quadratische Transformation der ersten 
Classe blos die Steiner’sche sein kann; die Transformation 3. Ordg. 
ist ohnedies eine Jonquiéres-Transformation und kann als solche, wenn 
sie von der ersten Classe sein soll, nur einen Kegelschnitt oder ein 
Geradenpaar enthalten. Es bleibt also nur noch die Transformation 
4, Ordg. zu untersuchen. Nun giebt es zwei Transformationen 4. Ordg., 
die eine ist eine Jonquiéres-Transformation und kann also keine feste 
Curve 3. Ordg. enthalten. Fiir den Fall c) kommt sie auch deswegen 
nicht in Betracht, weil 7; + 7; + ™% = 2(mn—1)=—6 sein muss. Es 
bleibt also blos noch die Transformation 4. Ordg., bei welcher in jeder 
Ebene 3 Doppelpunkte und 3 einfache Punkte das System der F,-P. 
ausmachen, ; 

Wir wollen folgende Bezeichnung einfiihren: In der E, seien die 
3 Doppelpunkte r,, 7,, 7, und die 3 einfachen Punkte 7,, 7;, 74; in 
der E, die Doppelpunkte s,,s,, s, und die einfachen Punkte s,, 5,, 55. 
Es entsprechen den Punkten 7,, 7,, 7, die Kegelschnitte 

(81 8p 83 8; 84), (8, Sp 83 5, 8), (8, Sy 85 54 85) 

und den Punkten 7,, 7;, 7, die Geraden (s,s,), (S, 83), (S, 8). HEbenso 
fiir die andere Ebene. Wir haben uns jetzt zu tiberzeugen, dass diese 
{ Transformation eine feste Curve 3, Ordg. enthalten kann. 

2) Geometrische Erzeugung der Transformation 4. Ordg. 1. Classe 
Wir wenden den Satz (§ 3) an, dass die isologen Curven ein Bischel 
beschreiben, wenn das Centrum der Isologie auf einer Geraden fort- 
riickt. Nimmt man also in unserer zu construirenden Transformation 
ein Biischel von Kegelschnitten, so muss diese mit dem entsprechen- 
den Biischel einmal die feste Curve 3. Ordg. erzeugen und ferner noch 
die Gerade, welche die einander entsprechenden Grundpunkte der 
Biischel verbindet. (N Curve ist keine vorhanden.) Wahlen wir nun 
3 Punkte 7,, r,, 7; ganz willkiirlich und ebenso 3 Punkte s,, s,, 83, 
39* 
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ausserdem ein Paar Punkte A,A,. Jedem Kegelschnitt des Biischels 
(Az, 7, 2» %3) Ordnen wir dann den Kegelschnitt zu, der durch den 
zweiten Schnittpunkt dieses ersten Kegelschnittes mit A,A, und durch 
Ay, 8, S,, 8, geht. Ebenso soll umgekehrt jedem Kegelschnitt des 
Biischels (A, s,s, 8,) der Kegelschnitt im ersten Biischel entsprechen, 
der ibn auf A,A, schneidet. Diese Kegelschnittbiischel sind also pro- 
jectiv und erzeugen ausser der Geraden A,A, eine Curve 3. Ordg. C3, 
die durch 7,, 7, 73, S,, S, 8, geht und vom Geschlecht 1 sein wird. 
Dann kann man aber zu jedem Punkte B, der einen Ebene den ent- 
sprechenden B, der andern Ebene in folgender Weise finden: Durch 
¥,;%_1%; Az B, ist ein Kegelschnitt bestimmt, ihm entspricht ein Kegel- 
schnitt des Biischels (s,, s,,8,, Ay) und beide Kegelschnitte schneiden 
sich auf A,A, in einem Punkte 0. B,O trifft dann aber den andern 
Kegelschnitt noch in einem ihm entsprechenden Punkte B,. Ebenso ist 
umgekehrt zu jedem Punkte B, ein Punkt B, zu finden, Offenbar ist 
dadurch eine eindeutige Beziehung der Ebene hergestellt. Die beiden 
entsprechenden Kegelschnitte sind eindeutig aufeinander bezogen, sie 
gehéren als isologe Curven zu dem Punkte O. Da ferner die weitern 
Schnittpunkte der Keg ‘schnitte auf der C% gelegen sind, so folgt, dass 
die C® sich Punkt fiir Pu.kt selbst entspricht. 

Lisst man jetzt B, auf einer Geraden h fortriicken, so beschreibt 
B, eine Curve 4. Ordg. Denn diese Curve hat mit h 4 Punkte gemein, 
nimlich : 

1) die 3 Schnittpunkte mit der C%, die sich selbst entsprechen ; 

2) durch den Schnittpunkt von A, A, und h geht ein Kegelschnitt 
des Biischels (r,, 7,, 73, Ax); diesem entspricht ein Kegelschnitt im 
andern Biischel (s, s,s, A,), der h in einem Punkte B,° trifft. Dies 
ist der einzige Punkt der Curve auf h, der einem Punkte B,° ent- 
spricht. Denn es muss O auf h gelegen sein und dies ist blos fiir 
den erwihnten Kegelschnitt der Fall. Die Transformation ist also von 
der 4. Ordg. 


Die Gerade A, A, nimmt keine besondere Stellung ein. Wihlt 
man B, auf ihr, so schneidet die Tangente in B, an den Kegel- 
schnitt (B, A, 7, 7, r,) auf dem entsprechenden Kegelschnitte den Punkt 
By, aus. 

Singulére Elemente. Auch die F.-P. und F.-C. sind sofort zu 
erhalten. Nimmt man z. B. einen Punkt in unendlicher Nihe von 1,, 
so muss man einen Kegelschnitt wihlen, der in 7, diese vorgegebene 
Tangente hat. Diesem entspricht wieder ein bestimmter Kegelschnitt 
im andern Biischel und 07, schneidet den entsprechenden Punkt aus. 
Es ist dann aber das Biischel Or, projectiv dem Kegelschnittbiischel 
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(s, 8)'s; Ay) und diese beiden erzeugen ausser der Geraden A, A, noch 
einen Kegelschnitt, der durch s,, s,, s; und r, geht. Dieser Kegel- 
schnitt entspricht also dem Punkte r, . 
Ebenso zeigt man, dass z. B. der Geraden 7,72 d. h. jedem ihrer 
Punkte immer der Schnittpunkt s, von 7:7; mit der C* entspricht. 
Wir gelangen also zu dem Resultate: 


,, Die Transformation 4. Ordg. mit 3 Doppelpunkten 
und 3 einfachen Punkten kann eine allgemeine Curve 3. Ordg. 
‘als feste Curve enthalten. Diese geht durch die siimmt- 
lichen F,-P. beider Ebenen hindurch und jedem F.-P. ent- 
spricht eine F.-C., die durch ihn hindurchgeht. Es liegen 
also 6mal 2 F.-P. der einen Ebene mit einem F.-P. der 
andern Ebene auf einer Geraden und 6mal 5 F.-P. der 
einen Ebene mit einem F.-P. der andern Ebene auf einem 
Kegelschnitt.“ 
Wir haben demnach folgende Transformationen der 1. Classe: 
T) n = 4. Transformation mit 3 Doppelpunkten und 3 einfachen 
Punkten und einer festen Curve 3. Ordg. 
Il) » = 3. Jonquiéres-Transformation mit nichtzusammenfallenden 
(n—1)-fachen F.-P. und einem festen Kegelschnitt (§ 6, 1). 
Ill) » == 2. Steiner’sche Transformation (§ 6, 2). 
IV) n= 1. Aligemeine Collineation ohne eine feste Gerade. 

Was das Zerfallen der festen Curve betrifft, so kann an Stelle 
der Curve 3. Ordg. ein Kegelschnitt und eine Gerade oder auch das 
System von 3 Geraden treten. Dass der Kegelschnitt bei der Jonquiéres 
Transformation zerfallen kann, wurde schon (§ 6, 3) bemerkt. 

Voraussetzung war immer, dass keine F.-P. der beiden Ebenen 
zusammenfallen. 

Involutorisch kaun von diesen Transformationen keine werden. 


§ 9. 
Die Transformationen der 2. Classe. 


1) Auch Transformationen 2. Classe d. h. Transformationen n. Ordg. 
mit einer Curve von der Ordg. n — 2 giebt es nur eine beschrinkte 
Anzahl, 

Wir haben bereits gesehen, dass die Transformationen dieser 
Classe héchstens vom Grade »=—7 sein kénnen. Aber auch diese 
Grenze wird noch nicht erreicht, vielmehr kénnen diese Transforma- 
tionen, wie gleich gezeigt werden soll, héchstens vom Grade 6 sein. 
In der That, benutzt man die Tabellen, die fiir die verschiedenen 
Werthe von » die méglichen Systeme von F.-P, enthalten, so ergiebt 
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sich unter Anwendung des Satzes 2, §5, dass von den Transforma- 
tionen n = 7 keine eine feste Curve 5, Ordg. enthalten, also von der 
2. Classe sein kann. — 

Auch von den Transformationen »=6 kann nur eine einzige, 
nimlich die mit 2 dreifachen Punkten, 4 Doppelpunkten und 1 ein- 
fachen Punkt in Betracht kommen. - 

Bemerken wir ferner, dass die Transformationen 2. und. 3. Grades, 
welch’ letztere eine Jonquiéres-Transformation, sowie die Jonquiéres- 
Transformationen tiberhaupt zundichst ausser Acht gelassen werden 
kénnen, da wir ja bereits wissen, welche feste Curven diese Trans- 
formationen enthalten kénnen, es sind also blos die Werthe n = 4, 
n=5, n= 6 zu beriicksichtigen. — 

Nun sind die isologen Curven bei diesen Transformationen von 
der 3. Ordg. und zwar allgemein oder rational. Wir unterscheiden 
die Fille, wo jede isologe Curve in den F.-P. selbst nur einfache 
Punkte hat und wo jede in einem der F.-P. einen Doppelpunkt besitzt. 
Dabei kénnen im ersten Fall die isologen Curven ausserhalb der F.-P. 
einen Doppelpunkt besitzen. 

I. Die isologen Curven gehen durch die F.-P., die sie ent- 
halten, nur je einfach hindurch. 

Bezeichnet man die Summe der Ordnungen der F.-P. einer Ebene, 
z. B, der Ebene E,, durch welche jede isologe Curve hindurchgeht, 
mit S(r;), so muss man haben: 

; S(r)) =3n —3 
weil die den isologen Curven entsprechenden Curven wieder von der 
3. Ordg. Da aber auch > = 3n — 3, so folgt fiir diesen Fall: 


Die isologen Curven einer Ebene gehen durch sdéimmt- 
liche F.-P. dieser Ebene hindurch.“ 

Es sind also alle Fille erschépft, wenn wir unter den Trans- 
formationen » = 4 bis nm = 6 die mit 6 oder 7 F.-P. in jeder Ebene 
heraussuchen. Diess liefert 

a) 6 F.-P. » = 4: 3 Doppelpunkte, 3 einfache Punkte, 

nm = 5: 6 Doppelpunkte, 
b) 7 F.-P. » = 5: 1 dreifachen P., 3 Doppelpunkte, 3 einfache P., 
nm = 6: 2 dreifache P., 4 - 1 einfachen P. 


Die unter a) genannten Falle sind weiter zu untersuchen. Fiir b) 
ergiebt sich aber: 


> e => 5—1=3n — 10 
> =>) 12? -2 n+ 1 =n? —6n + 12. 


und 
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Nun sind die beiden Falle zu unterscheiden, wo die feste Curve 
zerfallt oder nicht, Zerfallt sie nicht, so ist nach Gl. 5, § 1: 


n? — 1ln + 32 + as (ts— 1) <0. 


Diese Gleichung ist aber fiir n = 5 und nm = 6 nicht erfillt. 
Wiirde dagegen die feste Curve zerfallen, so wiire nach Gl. 6, § 1: 


n? — 130 + 88 + S)ay(a, — 1) <0. 


Dieser Gleichung kann man mit n = 5 und n = 6 geniigen, doch kann 
ibr zufolge die feste Curve fiir » —5 héchstens einen Doppelpunkt, 
fiir ~ = 6 hdchstens 2 Doppelpunkte enthalten. Betrachtet man aber 
das System der F.-P. in den beiden méglichen Fallen, so miisste die 
feste Curve 2 bezw. 4 Doppelpunkte besitzen, also sind diese Fille 
nicht méglich, so dass blos a) weiter zu behandeln. 

II. Die isologen Curven haben in einem der F.-P. einen Doppel- 
punkt, Ist r, die Vielfachheit des F.-P, der E,, in dem die isologen Curven 
dieser Ebene einen Doppelpunkt haben, so kénnen die isologen Curven 
ausserdem noch durch 1 FP. oder durch 2, 3 und 4 F.-P. gehen. 
Wir betrachten der Reihe nach diese Fille. 

1) Es wire dann 


2r, + 7, = 3(n—1); 
also miisste die Transformation drei (n—1)-fache F.-P. haben, was 
blos fiir » = 2 méglich. 
2) Man hatte dann 


2r, +7, +r, =3n — 3, 
ferner da r, + 7, <n 
2(7, +72 +15) < 3n, 
r+ 53, 
2r, >3n — 6. 


Setzt man r, =” — 1 — «, wo é positiv (und nicht Null) so wird in 
dieser Gleichung 


also 


daraus 


4—n<2e, 
also 
n<aA. 


27, +r +13 +1 = 3n —3, 
so hat man die beiden Fille: 


a) n= 4, 3 Doppelpunkte, 3 einfache Punkte, 
b) » =5, 1 dreifacher Punkt, 3 Doppelpunkte, 3 einfache Punkte. 
Diese sind weiter zu betrachten. 


3) Ist 
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4) Hiitte man 
27, + +r ty +7, = 3n — 3, 


ferner demzufolge 
> 0 =3n—9 und > e? = n? — 6n + 13, 


so sind wieder die beiden Faille zu trennen. Zerfillt die feste Curve 
nicht, so ergiebt sich wie oben: 


n? — 11n + 32 + dae (4e—1) <0, 


welche Gleichung nicht zu erfiillen fiir n = 5 und n= 6. 
Zerfallt dagegen die feste Curve, so erhalt man 


n? — 13n + 38 + Sate —1) <0. 


Dieser Gleichung geniigen » = 5 und » = 6 und zwar folgende Fille: 


—,. {" dreifacher Punkt, 3 Doppelpunkte, 3 einfache Punkte, 
’? ae 6 all 


” 


m=6, 2dreifache Punkte, 4 * 1 einfacher Punkt. 


Dann kénnte aber die feste Curve fiir » = 5 héchstens 1 Doppelpunkt 
enthalten, fiir » = 6 héchstens 2, Entprechend dem System der F.-P. 
hiitte aber die feste Curve 2, bezw. 4 Doppelpunkte, so dass also diese 
Fille auszuschliessen. Es kommen also blos in 3) a) und b) in Be- 
tracht. 


2) Erzeugung der mdglichen Transformationen 2. Classe. 

A) Ist zuniichst » = 4 (Ia, 1. Fall), so hat man als feste Curve 
einen Kegelschnitt, der durch die 3 Doppelpunkte in jeder Ebene hin- 
durchgehen muss. Um diese Transformation direct zu erhalten, wiihlen wir 
einen Kegelschnitt K und auf ihm beliebig die Punkte r,, 7,, ,, 5», 3, 
sowie s, und s, beliebig ausserhalb des Kegelschnittes. (Bezeichnung 
wie in § 8, 1.) Dem Strahlbiischel yr, ordnen wir nun das Kegel- 
schnittbiischel (s,s,s,s,) zu und zwar so, dass jedem Strahl der Kegel- 
schnitt entspricht, der durch den 2. Schnittpunkt des Strahles mit K 
geht und auch umgekehrt. Ebenso soll dem Strahlbiischel r, in 
gleicher Weise der Kegelschnittbiischel (s,s,s,s,) zugeordnet werden. 
Irgend ein Punkt der E, ist dann Schnittpunkt 2er Strahlen der Biischel 
r, und r, und ihm entspricht der letzte Schnittpunkt der beiden ent- 
sprechenden Kegelschnitte. In iihnlicher Weise findet sich zu jedem 
Punkt der E, der entsprechende in Z,. Man sieht leicht, dass man 
auf diese Weise die obige Transformation erhiilt. 1, z. B. ist der letzte 
Schnittpunkt des Kegelschnittes (s,s,s,s,s,) mit K. 
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Der Kegelschnitt K kann nicht in 2 Gerade zerfallen. 


B) Ist » = 5 (Ia, 2. Fall) so muss also die feste Curve 3. Ordg. 
durch die simmtlichen F.-P. beider Ebenen einfach hindurchgehen. 
In der That hat auch jede Curve 3. Ordg., die durch die 6 F.-P. der einen 
Ebene hindurchgeht, zur entsprechenden eine Curve 3. Ordg., die 
durch die F.-P. der andern Ebene geht. 

Wir wihlen nun einen Punkt d, und 6 Punkte d,’, d,’ dy’, d,’, d,', dy 
und zwar so, dass d,', d,, d,’, d;',d, und d, auf einem Kegelschnitte 
gelegen sind. Zieht man durch d,’ eine beliebige Gerade g, die aber 
fiir die ganze folgende Betrachtung unverindert bleibt, so schneidet 
eine beliebige Gerade h durch d, die g in X. Jeder Geraden h des 
Biischels (d;) kann man dann die Curve 3. Ordg. zuordnen, die durch 
X, d,’, d,’, dy, ds, a, geht und d,’ zam Doppelpunkt hat. Umgekehrt 
ist zu jeder Curve 3. Ordg. von der beschriebenen Art ein Strahl in 
(d,) zu construiren. 

Nimmt man als specielle Curve 3. Ordg. des Biischels den Kegel- 
schnitt (d,’d,'d,'d,/d,’) und dazu die Gerade a,’ d,’, so schneidet dieser 
Kegelschnitt g noch in einem Punkte P, so dass d, P die entsprechende 
Gerade. d,P trifft aber diesen Kegelschnitt noch im Punkte d, und 
d,P und d,' d,' schneiden sich in Q. Dann liegen d, und Q auf der 
Curve 3. Ordg. C®, welche der Strahlbiischel (d,) wnd der thm projective 
Biischel von Curven 3. Ordnung erzeugen, wenn man von der ebenfalls 
erzeugten Geraden g absieht. 

Auf die gleiche Weise wie d, kann man noch 4 andere Punkte, 
d,, dy, d,, d, sich verschaffen, die auch alle auf der C* liegen. Wiahlt 
man jetzt ein Biischel von Curven 3. Ordg., welche d,’ zum Doppel- 
punkt haben und durch d,’, d,’, d,’, d;', d, gehen, so schneidet jede 
Curve dieses Biischels die C* noch in 2 beweglichen Punkten, deren 
Verbindungslinie, da C* eine allgemeine Curve 3. Ordg., durch einen 
Punkt von C* geht. Dieser Punkt muss d, sein, was man erkennt, 
wenn man als specielle Curve 3. Ordg. des Biischels die Gerade d,' d,’ 
in Verbindung mit dem Kegelschnitt (d,' d,'d,d,' d,’) nimmt. Also folgt: 

,,Die nimliche Curve C* kann auch erzeugt werden 
durch den Biischel d, und den Biischel von Curven 3. Ordg. 
mit d,’ als Doppelpunkt und d,’, d,, d,, d,;', d, als ein- 
fachen Punkten.“ 

Natiirlich erzeugen diese beiden Biischel ausserdem noch eine Gerade 
durch d,. 

Damit ist aber die Moéglichkeit der punktweisen Beziehung der 
Ebene gegeben. Irgend ein Punkt P, ist Schnittpunkt 2er Strahlen 
der Biischel d, und d, und ihm entspricht der letzte Schnittpunkt der 
beiden entsprechenden Curven 3. Ordg. Ebenso umgekehrt. Beschreibt 
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P, eine Gerade, so sind auch die Biischel d,P, und d,P, projectiv, 
ebenso die entsprechenden Biischel von Curven 3. Ordg. Diese erzeugen 
zunichst eine Curve 6. Ord., von der sich aber d,‘d,’ lostrennt als 
selbstentsprechende Linie. 

Damit ist die Méglichkeit dieser Transformation dargethan. Alle 
Punkte der C* entsprechen sich selbst, Jedem ‘Punkt z. B. d, ent- 
spricht ein Kegelschnitt (d, d,’ d,'d, d,'d,’), der durch ihn hindurchgeht. 
Es liegen also 12 mal 6 der F.-P. auf einem Kegelschnitt. 

Anmerkung. Die einfachste Abbildung einer Fliche 3. Ordg. auf 
eine Ebene ist dadurch zu erreichen, dass man*) 2 Gerade a und ¢ 
der Flache auswahlt, die sich nicht schneiden und eine Gerade b, 
welche a und ¢ trifft. Die Bildebene legt man durch b und erzeugt 
das Bild durch einen Strahl, der immer a und ¢ trifft und auf der 
Flache den zugehérigen Punkt ausschneidet. — Bildet man nun eine 
Ebene, welche 6 und 0’ der Fliche enthilt, in doppelter Weise auf 
die Fliche ab, so dass also jedem Punkt der Flaiche 2 Punkte der 
Ebene entsprechen, so ist dadurch die Ebene eindeutig auf sich selbst 
bezogen. Man erhialt dann einen speciellen Fall der obigen Trans- 
formation; die feste C* ist in 3 Gerade, die Schnittcurve mit der 
Flache 3. Ordg., zerfallen. 

C) Ist » = 4 (II, a) so erkennt man, dass dies die Transformation 
ist, welche durch die erste Wiederholung der fundamentalen, per- 
spectiven, quadratischen Jonquiéres-Transformation (§ 6, 1) entsteht. 
Der feste Kegelschnitt geht durch 2 Doppelpunkte und 2 einfache 
Punkte in jeder Ebene. Die Verbindungslinie der beiden, nicht auf 
dem Kegelschnitt gelegenen, Doppelpunkte enthalt noch je einen F.-P. 
1, Ordg. und entspricht sich selbst. Der Kegelschnitt kann auch in 
2 Gerade zerfallen. (§ 6, 3.) 

D) Ist » = 5, (II, b) so besteht das System der F.-P. in der 
einen Ebene aus einem dreifachen Punkte ¢,, 3 Doppelpunkten d, , d,, d, 
und 3 einfachen Punkten ¢,, e,, e¢;. Ebenso hat man in der andern 
Ebene den 3-fachen Punkt t,, die Doppelpunkte 0,, 0,, 3,, die ein- 
fachen Punkte ¢,, &, €,. Es entspricht dem Punkte ¢, die Curve 
3. Ordnung (r,? 0, 0, 0, € € &), dem Punkte e, der Strahl ét;, dem 
Punkte d, der Kegelschnitt (¢,7,0,0,0,) u. s. f. 

Soll eine feste Curve 3. Ordg. C* auftreten, so muss diese durch 
simmtliche F.-P. einfach hindurchgehen. Wir bemerken zuniichst, dass 
dem Biischel ¢, das Kegelschnittbiischel (0,0,0,7,) entspricht und zwar 
sind entsprechende Curven der beiden Biischel gegeben, wenn die F.-P. 
simmtlich bekannt sind. 

Um nun die Beziehung iu der gewiinschten Weise zu erhalten, 





*) Clebsch: Math. Annalen Bd. 5, 
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nehmen wir ¢,, d,,.d,, d, sowie t, 0,, 0, 0, beliebig an und ordnen 
den Strahlen ¢,d,, #,d,, td, des Biischels ¢, die Kegelschnitte r, 0, 0,0, d,, 
730,0,0,d,, %30,0,0,d, zu. Dann ist die projective Beziehung der 
beiden Biischel bestimmt und dieselben erzeugen eine Curve 3. Ordg. 
C%, welche durch ¢,d,d,d,t,0,0,0, geht. Wir denken uns aber nun 
den Punkt d, als variabel; dann erhalt man also verschiedene Curven C°. 
Wir denken uns eine solche gefunden, dass sie die Eigenschaft hat, dass 
XY durch den Punkt 1, geht, wobei X der Schnittpunkt von d,d, 
mit der C3 und V der letzte Schnittpunkt von 4d, mit der gleichen 
Curve. Offenbar ist dies immer méglich. 

Wir kénnen niamlich dann die naimliche Curve C* auch erzeugen 
durch den Strahlbiischel tr; und den Kegelschnittbiischel (¢, d, d, d;). 
Denn da fiir den zerfallenen Kegelschnitt #,d,, d,d, X Y die Ver- 
bindungslinie der beiden letzten Schnittpunkte ist und da diese durch rt, 
liuft, so muss das gleiche von allen solchen Verbindungslinien 2 Schnitt- 
punkte gelten. Der Punkt Y sei jetzt mit ¢, bezeichnet, so dass also 
dem Kegelschnitt ¢,d,, d,d, der Strahl 7é; entspricht. Ebenso ent- 
sprechen dann den Kegelschnitten 4% d,, d,d, und ¢,d,, d,d3 die 
Strahien 7; ef und 7; é und es liegen ¢,, &,, €, auch auf der C*. Ebenso 
erhilt man in den Schnittpunkten von 1,0, und 1,0, die Punkte e, 
und e,, welche auch die Eigenschaft haben, dass die, den durch sie 
gehenden Strahlen, entsprechenden Kegelschnitte durch sie hindurch- 
gehen. 

Nun kann man einem Punkt P, der einen Ebene (¢de) in folgen- 
der Weise einen Punkt P, der anderen Ebene (rd ¢)-zuordnen: Durch 
P, geht ein Strahl des Biischels ¢, und ein Kegelschnitt des Biischels 
(t,d,d,d,). Diesen beiden Elementen entspricht ein Kegelschnitt des 
Biischels (t, 0, 0,4,) und ein Strahl des Biischels t,. Diese beiden 
schneiden sich (ausser in t,) im entsprechenden Punkt P,. 

Liisst man jetzt P, auf einer Geraden sich bewegen, so beschreibt 
P, eine Curve, deren Ordg. sich wie folgt bestimmt. Da jeder Kegel- 
schnitt des Biischels (¢,d,d,d,) die Gerade in 2 Punkten schneidet, 
welche einander eindeutig entsprechen, so sind auch die Strahlen von 
t, nach 2 solchen Schnittpunkten einander eindeutig zugewiesen. Es 
sind also auch die 2 Kegelschnitte des Biischels (t,0,0,0,), die diesen 
Strahlen entsprechen, einander eindeutig zugeordnet. Dem Kegelschnitt 
dagegen, der in der ersten Ebene das Punktpaar ausschnitt, entspricht 
eine einzige Gerade des Btischels t,. Dann sehen wir aber, dass die 
einer Geraden entsprechende Curve in folgender Weise entsteht: 

Man hat ein Strahlenbiischel und ein Kegelschnitt- 
biischel. Jedem Strahl sind 2 Kegelschnitte zugeordnet, 
jedem Kegelschnitt dagegen entspricht nur 1 Strahl. Man 
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sucht den Ort der Schnittpunkte entsprechender Ele- 
mente.“ 

Wie man aber aus der durch dieses System auf einer beliebigen 
Geraden erzeugten (1, 4) Correspondenz schliesst, ist das Erzeugniss 
dieser Biischel eine Curve 5. Ordg., welche rt, zum 3-fachen, 0,, 0,, 0; 
zu Doppelpunkten und ¢,, €, €, zu einfachen Punkten hat. 

Die Beziehung der beiden Ebenen ist dann leicht vollstiindig nach- 
zuweisen. Da ferner die Punkte d,, d,, d,, &, &, &, €4 25 €; Coinci- 
denzpunkte und da eine Transformation 5. Ordg. héchstens 7 Coincidenz- 
punkte haben kann, so muss die C® sich Punkt fiir Punkt selbst ent- 
sprechen. Damit ist die Existenz dieser Transformation nachgewiesen, 

Nehmen wir nun auch die bisher junbeachtet gebliebenen Jon- 
quiéres-Transformationen hinzu, so erhalten wir folgende Transforma- 
tionen 2. Classe: 


m= 5: I) 6 Doppelpunkte in jeder Ebene (B), 
Il) 1 dreifacher F.-P., 3 Doppelpunkte, 3 einfache F.-P. (D). 
n= 4: a) 3 Doppelpunkte, 3 einfache F.-P. 
IIT) Der feste Kegelschnitt geht durch die 6 Doppelpunkte (A). 
IV) Der feste Kegelschnitt geht durch 4 Doppel- und 4 ein- 
. fache F.-P. (C). 
b) Jonquiéres-Transformationen. 


V) Mit nichtzusammenfallenden 3-fachen Punkten. Der feste 
Kegelschnitt geht durch die beiden 3-fachen F.-P. und 
durch 2(n—1)-fache F.-P. (§ 6, 2). 

VI) Mit zusammenfallenden 3-fachen F.-P. und 2 festen Ge- 
raden durch diesen 3-fachen F.-P. (§ 7, 1a). 


n= 3: ; Jonquiéres- Transformationen. 


a) Mit nicht zusammenfallenden Doppelpunkten : 
VII) Die feste Gerade enthiilt je 2 einfache F.-P. einer jeden 
Ebene (§ 6, 4, a). 
VIII) Die feste Gerade verbindet die beiden Doppelpunkte 
(§ 6, 4, b). 
b) Mit zusammenfallenden Doppelpunkten: 


IX) Die eine feste Gerade geht durch den gemeinsamen Doppel- 
punkt (§ 7, 1, b). 


nm == 2: X) Die allgemeine quadratische Transformation ohne eine 
feste Curve. 
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Vergleichen wir damit die Involutionen 1. Classe, welche Bertini 
(1. ¢.) angegeben hat, so zeigt sich, dass von den hier aufgefiihrten 
allgemeinen Transformationen J, II, II, VI, IX, X auch involutorisch 
werden kénnen, wobei die Classe sich auf 1 reducirt. Bei den tibrigen 
ist dies nicht mdglich. Andererseits existiren die ausserdem von 
Bertini angegebenen Involutionen mur in involutorischer Lage. — 

Transformationen, bei denen F.-P. in Gruppen zusammenriicken 
oder F.-C. zerfallen, waren bei allen Betrachtungen ausgeschlossen. 


Miinchen, Juli 1891. 














Ueber die geometrische Bedeutung der Formeln der sphirischen 
Trigonometrie im Falle complexer Argumente.*) 


Von 


Fr. Scmiuine in Gittingen. 


Die Formeln der gewoéhnlichen sphirischen Trigonometrie lassen 
sich bekanntlich ansehen als Relationen zwischen den 3 Kantenwinkeln 
A, w, v und den 3 Seitenwinkeln 1, m, m eines riiumlichen Dreikants, 
dessen Scheitel im Kugelmittelpunkt liegt, und dessen Kanten die 
Schnittgeraden der 3 Seitenebenen des vorliegenden sphirischen Dreiecks 
sind. Von diesem Umstande ausgehend kann man die Frage stellen: 

»Lassen die Formeln der sphiirischen Trigonometrie nicht auch 
eine einfache geometrische Deutung zu, wenn man in denselben den 
Grossen 4, uw, v; l, m, n nicht mehr reelle, sondern complexe Werthe 
beilegt ?** 

Ich habe in Beantwortung dieser Frage folgendes gefunden: 

Man setze zuniichst: 


Aad’ +52", aod +i’, 
ee tin’, mm + im’, 
ypov+tiv, n= +in’. 


Man betrachte alsdann das Gebilde dreier beliebig im Raume 
gelegenen, gegen einander windschiefen Geraden I[, II, III, welche 
die Kugel in reellen Punkten schneiden, und construire die drei inneren 
kiirzesten Abstiinde, welche im Sinne der nicht- Euklidischen Geometrie 
oder (um jedes Streifen metaphysischer Fragen zu vermeiden) im Sinne 
der auf die Kugel zu griindenden projectiven Massgeometrie zwischen 
je zweien der Geraden I, II, III stattfinden. Es sei hierbei allgemein 


*) Abgedruckt aus Nr. 5 der Géttinger Nachrichten v. J. 1891. 
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der Abstand zweier Punkte wie der Winkel zweier Ebenen definirt 
als > - log DV, wo DV das Doppelverhiltniss bedeutet, welches die 


beiden Punkte resp. Ebenen mit den reellen oder imaginiren Elementen 
ihres Tragers bilden, die der Fundamentalfliche angehéren, [d. h. mit 
den Schnittpunkten der Verbindungslinie der beiden Punkte mit der 
Kugel resp. den Tangentialebenen durch die Schnittgerade der beiden 
Ebenen an die Kugel]. Man bezeichne dann den Winkel der jedes- 
maligen beiden Ebenen, welche durch je eine der Geraden I, II, III 
und die zu ihr gehérigen kiirzesten Abstiinden sich legen lassen, bez. 
mit 4’, w’, v’, dagegen die durch die kiirzesten Abstiinde auf den 
Geraden I, II, Ill abgeschnittenen Liingen mit id”, iw”, iv”. Ent- 
sprechend setze man den Winkel der beiden Ebenen, die sich durch 
je einen der kiirzesten Abstinde und die zugehérigen beiden Geraden 
legen lassen, gleich 1’, m’, n’, die Linge der kiirzesten Abstiinde selbst 
gleich il”, im”, in”, wo sich 1’ und il” z. B. auf den kiirzesten Abstand 
der Geraden II, III beziehen sollen. 


Das Resultat meiner Betrachtung war dann das folgende: 


»Setet man die so definirten Grissen in der oben angegebenen 
Weise zu den 6 Grissen 42, u, v; 1, m, m eusammen, so bestehen 
zwischen den leteteren gerade die Formeln, wie sie die Relationen der 
gewohnlichen sphirischen Trigonometrie darstellen.“ 


Es ist nicht schwer, die hiermit angedeuteten allgemeinen Be- 
trachtungen fiir den Fall, dass die drei Geraden I, II, III sich inner- 
halb oder ausserhalb der Kugel in einem Punkte schneiden oder in 
einer Ebene liegen, zu specialisiren. 

Ich méchte diesen Angaben jedoch nach die folgende Bemerkung 
hinzufigen: 

Die angegebene Erweiterung der Bedeutung der sphirischen 
Formeln hingt auf’s engste zusammen mit folgender Beziehung: 

Wenn man im Falle, dass die drei Geraden I, II, III sich 
im Mittelpunkte der Kugel schneiden, um dieselben nach einander 
Drehungen des Gesammtraumes (im nicht-Euklidischen, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, im gewohnlichen Euklidischen Sinne) aus- 
fiihrt entspr. um die doppelten Winkel des zugehdérigen sphiirischen 
Dreiecks, so geht der Raum bekanntlich in sich selbst iiber. (Vgl. 
Hamilton, Lectures on Quaternions 1853, Art. 280 und 346). 
Dem entspricht nun bei unseren windschiefen Geraden I, II, II ‘der 
folgende Satz: 


pliihrt man um die Geraden I, II, III als Schraubenaxen 
nach einander drei nicht-Euklidische Schraubenbewegungen aus, deren 
Drehwinkel und Verschiebungsgrisse bezichungsweise gegeben sind durch 
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2(a° + ia"), 2(w + iv”), 2(v' + iv’), 
so kommt der Raum gleichfalls in seine urspriingliche Lage zuriick.“ 


Der Beweis dieses letzten Satzes ist besonders einfach mit Be- 
nutzung des Hiilfssatzes zu fiihren, dass jede Schraubenbewegung 
sich durch die Aufeinanderfolge zweier Rotationen von der Periode 2 
ersetzen lisst. 


Gottingen, im Juni 1891. 

















RFricke:Weitere Untersuchungen iiber Gruppen ete. 
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